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Resumen

Se hace un recorrido histdrico - conceptual por algunos momentos de la teoria de los espacios de métrica indefinida,
resaltando aspectos basicos de la geometria de los espacios de Krein y Pontryagin .
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Abstract

A conceptual historical overview around some moments of indefinite inner product spaces emphasazing basic aspects of
the geometry of Krein and Pontryagin spaces is made.
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1. Introduccion

Los espacios de Hilbert son esencialmente espacios vectoriales en los cuales se introduce un producto

interno segun el cual todo vector tiene cuadrado no negativo y el tnico vector con cuadrado cero es el vector
nulo -ademds el espacio es completo con respecto a la topologia inducida por la norma que a su vez es
inducida por el producto interno-. Cuando la condicién de no negatividad de los cuadrados en el producto es
retirada, surgen los espacios con métrica indefinida.
El inicio del estudio sistematico de los operadores en espacios con métrica indefinida se remonta a la década
de los afios cuarenta del siglo XX. Pontryagin [12] publica en 1944 un articulo en el cual se consideran opera-
dores lineales hermiticos en espacios con producto interno donde existen vectores no nulos cuyos cuadrados
son cero. En las décadas siguientes muchos matemadticos se interesan por el tema: Iohvidov [4] muestra la
primera aplicacion al caso infinito-dimensional de la transformada de Cayley , Krein [6] aplica el principio
de punto fijo a operadores lineales en espacios con métrica indefinida. En un principio los estudios sobre
estos temas fueron realizados por matematicos de la antigua URSS, concentrados esencialmente en las es-
cuelas de Odessa, dirigida por Krein, la escuela de Moscu, por Naimark y un poco después la de Voronezh,
por Iokhvidov; pero pronto matematicos de otros paises se interesaron en los espacios con métrica indefini-
da y sus aplicaciones: en Finlandia, Nevanlinna , Pesonen y Louhivaara, [11], en Alemania, Langer [9, 8];
En Francia, de Brange y Schwarz [7, 13] . Pronto en Europa muchos nombres de matematicos se anexan
a la lista de los interesados en estos temas, entre ellos mencionamos a Bognar, Ginzburg, Potapov, Azizov,
Shmulyan [4, 5, 13]. Atravesando los mares, en tiempos mds recientes, matematicos americanos se han su-
mado a la exploracién de estas teorias. Son notables y de gran importancia tedrica, los trabajos de Rovnyak
y Dritschel [3] en particular sobre operadores contrictiles y bicontractiles en espacios de Pontryagin y de
Krein.

En Latinoamérica el interés en los espacios de métrica indefinida se concentra especialmente en Ar-
gentina y Venezuela. En Venezuela un grupo de matematicos, liderados inicialmente por Cotlar, Arocena y
Sadovski, entre los cuales se puede mencionar a Marcantongnini, Bruzual, Dominguez, Ledn entre otros,
siguiendo el ambicioso programa de extender al maximo los alcances de ciertas generalizaciones del teo-
rema de Bochner, han ampliado y generalizado algunos aspectos de esta teoria. Desde hace algin tiempo
uno de los miembros fundadores de la escuela de Voronezh, Vladimir Strauss, aporta sus conocimientos y
estudios en territorio suramericano. Varios articulos y tesis de doctorado y maestria sobre estos temas han
salido de las universidades gauchas, especialmente de la Universidad Nacional de la Plata, donde se destacan
los nombres de Alejandra Maestripieri y Demetrio Stojanoff.

El incipiente, pero creciente interés por estos temas en el &mbito local colombiano ha motivado la inten-
cién de publicar una serie de artéulos con el objetivo de dar a conocer aspectos bésicos de la teoria de los
espacios de métrica indefinida, en especial la de los espacios de Krein y de Pontryagin. En este articulo la
atencion se centra en los aspectos geométricos basicos de estos espacios.

El articulo esta estructurado en dos secciones, ademds de la introduccién y una breve conclusién: en
la primera seccién se consideran algunos-muy pocos, por cuanto se presume el conocimientos de ellos-
conceptos basicos sobre producto interno y espacios de Hilbert, en la siguiente seccion se tratan lo conceptos
que se han considerado relevantes en la geometria de los espacios de métrica indefinida en especial la de
los espacios de Krein y de Pontryagin. Se hacen muy pocas demostraciones toda vez que éstas pueden
encontrarse en la bibliografia muy particularmente en los libros de Bognar ([1]) y las notas de Bruzual ([2]).
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2. Preliminares

2.1. Espacios con producto interno

Definicion 1. Sea § un espacio vectorial sobre C. Un producto interno en §, es una funcion (-, -): xg — C
tal que:

1. {(x+y,2) ={(x,2) + (y,2) para todo x,y,7 € &

2. {ax,y) = a{x,y) paratodo x,y e Fya € C

3. (x,y) = (y,_x)pam todo x,y € &

Al par (¥, <, -)) se le llama espacio con producto interno.

Noétese que en esta definicion no se exige que el producto de un vector por si mismo sea no-negativo.

Definicion 2. Sea § un espacio vectorial sobre C. Si (-,-): & X § — C es un producto interno tal que para
cada x € § se satisface:

4. {(x,x) =20
5 (xx)=0x=0

Entonces se dice que (-, ) es un producto escalar.
Si 1, 2, 3 se cumplen, entonces puede ocurrir:

a) (x,x) > 0, para todo x € §, en este caso el producto es semi-definido positivo.
b) (x,x) <0, para todo x € §, en este caso el producto es semi-definido negativo.

¢) Sisecumplen 1,2, 3,4y 5, el producto es definido positivo. Si 1, 2, 3, 5, tiene lugar y (x, x) < 0, para
todo x € §, el producto es definido negativo.

d) Siexiste xyy € § tal que (x,x) > 0y (y,y) <0, en este caso el producto es indefinido.

+00
Ejemplo 1. Sea & = {{x,} € C/ 3 |x,|> < +00}. Si x = {x,} yy = {y,} son elementos de § y definimos:

n=1

+00

)= %, (1)

n=3

) == 5, @
n=3

<X, y) = Z xﬂyn (3)
n=1

) == x3, @)

n=1
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)= Y (=153, 5)
n=3

Se tiene que (1) define un producto semidefinido positivo, (2) define uno semidefinido negativo. En estos dos
productos los vectores con ceros en todas las entradas, a partir de la tercera son neutros. (3) Es un producto
definido positivo, (4) es definido negativo y (5) es indefinido

Observacion 1. Si x es positivo, es decir {x,x) > 0, entonces Ax también es positivo, YA € C. En efecto,
(Ax, Ax)y = AA{x, x) = |A* (x, x) > 0.
Si x es negativo, de forma similar, se establece que Ax es negativo.

Un espacio con producto interno que cumple 1, 2, 3, 4, 5 se dice que es un espacio pre-Hilbert.

Todo espacio pre-Hilbert es en particular normado, donde la norma asociada se define como ||x]| = V{x, x),
y por tanto es también métrico, con la métrica asociada

d(x,y) = llx =yl = V{x =y, x = y).

Lema 1. Desigualdad de Cauchy-Schwarz.[2] Si (, (, )) es un espacio con producto interno semi-definido,
entonces se cumple la desigualdad de Cauchy-Schwarz

1) P < € x) ()

para todo x,y € §. La igualdad tiene lugar si x,y son linealmente dependientes.

2.2. Espacios de Hilbert

Los espacios de Hilbert surgieron en los trabajos de indole geométrica de Grassmann y los trabajos
sobre ecuaciones diferenciales de Euler y Lagrange. Grassmann introduce un producto interno asociado
a lo que él denomin6“‘expresiones extensivas” en los espacios de dimension finita que posteriormente se
denominarfan “euclidianos” mientras que por el lado de las ecuaciones diferenciales Cauchy formula la
definicién de independencia lineal de funciones y Sturm y Louiville generalizan este concepto a espacios
de funciones mas amplios, sobre los cuales Hilbert introduce una generalizacién del producto interno de
Grassmann dando origen al concepto de Espacio de Hilbert. El nombre de espacios de Hilbert es acufiado

por Von Neumann en 1929.

Definicion 3. Un espacio de Hilbert es un espacio pre-Hilbert completo (con respecto a la métrica inducida
por el producto interno). Por tanto, todo espacio de Hilbert es un espacio de Banach en el que se ha definido
un producto interno coherente con la norma del espacio, en el sentido de que Ixl? = (x, x), para todo x del
espacio.

En los espacios de Hilbert tiene lugar el importante Teorema de Representacion de Riesz:

Teorema 1 (Representacion de Riesz). Un funcional f : X — E sobre un espacio de Hilbert es lineal y
acotado si 'y solo si existe un vinicoy € X tal que f(x) = {x,y), Yx € X. ademds || f ||=I| y ||.

2.3.  Espacios con Métrica Indefinida

Definicion 4. Sea (g, (-, -)) un espacio con producto interno. Se dice que
X € Fes:

= Positivo, si (x,x) >0
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= Negativo, si{x,x) <0
= Neutro, si {(x,x) =0

Esta definicién conlleva a distinguir los siguientes conjuntos:
B ={xeF:(x,x)=0
B = (xeF:(,x)=0,x%0)
Bt ={xeF:{x,x)>0}
Bt ={xeF:{(x,x)>0,0x=0}
B~ ={xeF:{(x,x)<0}
={xeqF:{(x,x)<0,0x=0}

+00
Ejemplo 2. Sea § = {{x,} € C/ 3 |x,[> < +o0}. Si x = {x,} ¥y = {yu} son elementos de § definase el
n=1

producto como en (5). Es facil ver q_ue (5) define un producto interno.
En(&,(,))x=1{1,0,1,0,1,0,0,...} es un vector positivo, y = {0, 1,0, 1,0, 1,0, 0,0, ...} es un vector negativo
yz=1{1,1,1,1,0,0, ...} es un vector neutro.

Definicion 5. Sea (&, (-, -)) un espacio con producto interno. Si éste posee elementos positivos y negativos,
se dice entonces que (3,(:,-)) es un espacio con producto interno indefinido o un espacio con métrica
indefinida.

El espacio & del Ejemplo (2) con el producto interno dado por la formula (5) es un espacio con producto
indefinido.

Un interesante resultado, debido a Krein y Shmulyan permite deducir que los conjuntos B*, 8**, 8-, B~
no son subespacios lineales.

Teorema 2. Sea (%, (-,)) un espacio con producto interno. Si existe x € K tal que x es positivo, entonces
todo vector del espacio se puede representar como la suma de dos vectores positivos.

Ver demostracion en [1].
Una de las dificultades que existen al trabajar con espacios que tienen métrica indefinida es la existencia
de vectores que no siendo el vector nulo, se comportan como tal:

Definicion 6. Sea (§, (-, -)) un espacio con producto interno indefinido y sea & un subespacio lineal de §.
Decimos que el vector x € £ es un vector isotropico para L si {x,y) = 0, para todo y € L. Un vector es
isotropico si lo es para §.

Mas adelante se dard un ejemplo de un espacio en el cual existen vectores neutros que no son isotrépicos.
Sin embargo en espacios semidefinidos (positivos o negativos) debido, por ejemplo a la desigualdad de
Cauchy-Schwarz (lema 1), todo vector neutro es isotrépico.

En los espacios de Hilbert el tnico vector isotrépico es el vector nulo. En los espacios con métrica
indefinida esto no es necesariamente cierto. Esto motiva la introduccién de la siguiente clasificacion de
espacios:

Definicion 7. Un espacio es degenerado si tiene otro vector isotrdpico ademds del vector nulo y es no-
degenerado en caso contrario.

Ejemplo 3. En el espacio § del Ejemplo (1) con el producto dado por la formula (1) el vector{1,2,0,0,...}
es isotropico. Como no es nulo, entonces el espacio es degenerado. Si el producto se da por la formula (5)
el espacio es no degenerado.
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Puede ocurrir que un espacio con métrica indefinida tenga vectores isotrépicos para un subespacio y el
espacio sea no-degenerado.
Considérese el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4. Se introduce en el conjunto de parejas ordenadas de nmimeros complejos (C*) un producto
interno mediante la formula

(X, y) = x1y1 — X272, (6)
donde x = (x1, %) vy = (y1,y2) Sea £ = {x = (x1,x2) € C?/x; = x»}. Entonces se puede notar que todo

vector de £ es neutro e isotropico para el mismo L'y sin embargo, el iinico vector isotropico para el espacio
es el vector (0, 0).

Este ejemplo muestra ademds la existencia de espacios en los cuales existen vectores neutros que no son
isotrépicos y también que el conjunto de todos los vectores ortogonales a un subespacio no necesariamente
forman un subespacio complementario en cuanto que su suma con aquel subespacio no es igual a todo el
espacio. Por esta razén la expresién “complemento ortogonal’no es adecuada.

Definicion 8. Sea Mt un subconjunto de un espacio con métrica indefinida (g, (-, -)), llamamos compariero
ortogonal de M al conjunto

M ={x e F/ () =0, para todoy € M
En el ejemplo dado, el compaiiero ortogonal del subespacio £ es él mismo.

Definicion 9. Dos conjuntos My N en § son ortogonales (M LN ) si{x,y) = 0, para todo x € M y para todo y €
N. Decimos que un subespacio £ es la suma ortogonal de los subespacios My N si & = M + N y ademads
INLN. Si la suma es directa escribiremos £ = M d N

Definicion 10. Un espacio con producto interno indefinido (3, -, -)) es descomponible, si admite una des-
composicion en la forma § = F* & F & F° donde F+ € B, § € B, F* € BO. Tul descomposicion
recibe el nombre de Descomposicion Fundamental.

El conjunto C del ejemplo anterior es descomponible. En efecto C = {z € C/z = A(1,0)} @ {z € C/z =
A0, 1)}

Si & es no-degenerado, la descomposicion fundamental tiene la forma

F=80%F (7
donde T* y § son como arriba.

Observacion 2. Si (, (-, -)) admite una Descomposicion Fundamental (7), entonces todo x € § se puede
escribir de manera tinica en la forma

x=x"+x,x"eF, x €eF.

2.4.  Espacios de Krein

Entre los espacios de métrica indefinida se destacan por sus multiples aplicaciones los espacios de los
espacios de Krein y Pontryagin que son una generalizacién de los espacios de Hilbert.
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Definicion 11. Un espacio con producto interior (g, (-, -)) que admite una descomposicion fundamental de
la forma (7) donde (T, (-,)) y (§~,— (-, -)) son espacios de Hilbert recibe el nombre de espacio de Krein.

En adelante usaremos la notacion K para los espacios de Krein y ]*, ] para los subespacios positivos
y negativos de la descomposicion fundamental, es decir :

K=K oKk ®)

Ejemplo 5. Sea & = I, con el producto interno siguiente:
(X)) = Y (=" x3%, donde x = (x:} y y = {yi)
k=1

Este espacio admite la descomposicion fundamental: I, = I; ® 1, donde I, es el espacio generado por la
familia de sucesiones que constan de 1 en una unica posicion par 'y 0 en las demds, mientras que [; es
generado por la familia de sucesiones con 1 en alguna posicion impary 0 en las demds posiciones.

Notese que los vectores de /; son positivos con respecto al producto interno dado y los vectores de [, son
negativos. El tinico vector isotrépico es el vector nulo (la sucesion formada por ceros). Ademads /; y I, son
subespacios ortogonales que tienen al vector nulo como Unico vector comun.

Por otro lado si £ es el subespacio formado por todos los vectores que tienen 1 en las primeras k posiciones
y 0 en las demds posiciones, donde k < n es un ndmero natural par y n es un natural fijo, entonces el
compafiero ortogonal de £ es el mismo.

Una descomposicién fundamental de & permite definir un producto interno sobre todo el espacio de
Krein & mediante la siguiente férmula:

[x,y] = (X9 = (x7,y7), siendox=x"+x, y=y " +y e R =K' o K.

Definicion 12. Dado un espacio de Krein & con descomposicion fundamental (8), denotaremos |R| al espa-
cio de Hilbert obtenido al reemplazar &~ por su antiespacio —K:

IR = 8" @ -K7, )
donde la suma directa considerada es la suma directa ortogonal entre espacios de Hilbert. Notese que

Ejemplo 6. Sea § el espacio del Ejemplo (1) con el producto dado por la formula (5). Una descomposicion
fundamental § = " & §F donde T~ es el espacio generado por la coleccion enumerable de vectores
{e2, eq, €6, ... €2n, ...} Yy & es generado por {ey, es,es, ..., e2,_1, ...} donde ¢; = {0,0, ..., 1,0, ...} el vector que
tiene 1 en la i-ésima entrada y 0 en todas las demds (i = 1,2, ...). Entonces |&| = I,

Observacion 3. Dado un espacio de Krein K, la suma en (7) también es ortogonal con respecto al producto
interior del espacio de Hilbert asociado (9).
En efecto, si x* € ]* y x~ € ], entonces x* = x* +0, x = x~ +0, por lo que

("2 ) = (17,00 = €0, X7 )g +(0,0)q +{x7,x7)g = 0.

En esa igualdad los sub-indices indican cudl producto se estd considerando en cada situacion y se ha
considerado el hecho de que (x*,x )q = 0.
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Definicion 13. Sea K un espacio de Krein con descomposicion fundamental & = (] & K7,(,-)) , con-
sidérense los operadores P* : & —» K*, P~ : & » & yJ : & — K& dados por

P +x)=x", P(x +x)=x J&x"+x)=x"—-x (10)

Los operadores P*, P~ se llaman Proyectores Fundamentales y el operador J se llama Simetria Fundamen-
tal asociados a la descomposicion (7).

Definicion 14. Sea & = (]* @ &7, (-, -)) un espacio de Krein, considérese la siguiente forma sesquilineal
(¢, K X ] = C definida por

Xy =xy)
A esta se le llama J-producto interno y a la norma inducida por || - ||; = /{:,); se le llama J-norma.
Ejemplo 7. En el Ejemplo (6), se tiene que el J-producto coincide con el producto de [,

Definicion 15. Sea & = RT @ K y x,y € K. Se dice que x es ortogonal a y, si {x,y) = 0y es denotado por
x Ly
x es J-ortogonal a 'y si {(x,y); = 0y se denota por x L;y o x(L)y.

Observacion 4. La Simetria Fundamental y el producto interno indefinido satisfacen las siguientes condi-
ciones:

1. J2=1d, J=J donde Id es el operador identidad.

2. Pt =%l, en forma similar P~ :’”’T’]

3. (207 2 0, <X ) | < llxdlyllylly.

Lema 2. Si & = & @ & es una descomposicion fundamental del espacio no-degenerado | y J es la
correspondiente simetria fundamental, entonces ] es J-ortogonal a ]~

Definicion 16. E! sistema {e;}jca en &, donde A es cualquier conjunto arbitrario de indices, es llamado

J-ortonormal si <ej, ei> = +0;;, donde 0;; es la delta Kronecker.

Definicion 17. Un sistema J-ortonormal {e;}jes en K, se dice maximal si no hay otro sistema J-ortonormal
que lo contenga, y se dice ser J-completo si no hay un vector J-ortogonal a este sistema.

El siguiente teorema muestra una importante propiedad de los espacios de Krein que nos permite cla-
sificarlos de acuerdo a las dimensiones de los subespacios positivos y negativos de una descomposicién
fundamental:

Teorema 3. Sea | un espacio de Krein y sean

K=RTOK/, KT B ] B~
K=K 8K, /] CB"* ], C B

dos descomposiciones fundamentales de K. Entonces:
1. La dimension de KT es igual a la dimension de 7.

2. La dimension de ||| es igual a la dimension de K|
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Sea & un espacio de Krein, con descomposicién fundamental
R=R"SKR, /KT B ] C B

De acuerdo a este teorema se puede definir el rango de positividad (o indice positivo) de un espacio de
Krein como la dimension de & y el rango de negatividad (o indice negativo) de un espacio de Krein como

la dimension de [R7| = —K~.
Vimos arriba ejemplos de subespacios tales que € @ £+ # K. Esto motiva la siguiente diferenciacién de

subespacios:

Definicion 18. Un subespacio £ C K es ortocomplementado si £ ® 2+ = {.

Ejemplo 8. En el espacio § del Ejemplo (1) con el producto (1) el espacio generado por {1,0,0,0,...} y
{0,1,0,0,...} no es ortocomplementado. Mientras que el espacio generado por {es, eg, ..., €y, ...} si lo es.

Los siguientes teoremas nos dan algunas caracterizaciones de los subespacios ortocomplementados:
Teorema 4. Un subespacio £ del espacio de Krein & es ortocomplementado si y solo si:
1. L escerradoy

2. L es un espacio de Krein.

Teorema 5. Un subespacio £ del espacio de Krein R es ortocomplementado si y sélo si:
1. L es cerrado,
2. 8 es no-degenerado, y
3. para cualquier descomposicion
L= "9l ; L CcB, LB an
de &, una descomposicion
R=K"®dK; R*"c B, K B~ (12)
de & se puede encontrar, asi que

e C Rt R (13)

Definicién 19. Un subespacio £ de K es uniformemente positivo si (x, x) > a||x|[3, x € & y uniformemente
negativo si {x, xy < =B||x|3, x € &, para « y B niimeros positivos que dependen de L.
£ es uniformemente definido si es uniformemente positivo o uniformemente negativo.
Ejemplo 9. Sea & como en el Ejemplo (1) y la formula (5). Sea L la variedad lineal (subespacio) cuyos
vectores tienen la forma: {a,0, @,0, x5, 0, x7,...} € § con ceros en las entradas pares y « > 1. Entonces si

+00 oo

— 1,2 23 1,2 271 _ 1 2

x € & tendremos que {(x, x) = 2a~ + Z}S x| = 5[2a° + % "] =5 1l x|l

"= n—irﬁpar
Teorema 6. Un subespacio semi-definido de | es ortocomplementado si y solo si es cerrado y uniforme-
mente definido.

Para un subespacio posiblemente indefinido £ C & se tiene:
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Teorema 7. Un subespacio L del espacio de Krein K es ortocomplentado si y solo si & es la suma di-
recta ortogonal de un subespacio cerrado uniformemente positivo y un subespacio cerrado uniformemente
negativo.

Lema 3. Un subespacio de K es uniformemente positivo (uniformemente negativo) si y solo si su clausura
también lo es.

Recuérdese que si & = | & & es una descomposicion fundamental y J es la simetria fundamental
asociada a esa descomposicidn, entonces se induce sobre & una topologia mediante la norma ||x||§ = {Jx, x).
A esta topologia se le llama topologia fuerte y, como se verd mds adelante, es independiente de J.

El siguiente teorema extiende el teorema de representacion de Riesz a espacios de Krein.

Teorema 8. Sea f : & — C un funcional lineal y continuo. Entonces existe un vinico vector 'y € K tal que
f(x) =<{x,y) para todo x € K.

Demostracion. Conforme a la topologia definida en R se tiene que f : |[R] — C es un funcional lineal y
continuo.

Por el Teorema (1) existe z € K tal que f(x) = (x,z); para todo x € & Como (x,z); = {(x, Jz), tomando
y = Jz se tiene la existencia. Para verificar la unicidad se utiliza el hecho de que & es no-degenerado. O

2.5. Espacios de Pontryagin

Definicion 20. un espacio de Pontryagin es un espacio de Krein con uno de sus indices finito.
Por lo tanto un espacio de Pontryagin es un espacio de Krein & con descomposicién fundamental
R=KRTOKR, /T C B ] C B~

tal que la dimension de &* o la dimension de 8~ es finita.

Ejemplo 10. Sea § el espacio del Ejemplo (1) y x = {x,}, y = {yn} elementos de . Definase

+00
(X, y) = =X1yy — X2y, — X3y3 + 24 XnYy
n=:
Este es un espacio de Pontryagin con descomposicion fundamental § = §* & §~ donde F* es el subespacio
generado por los vectores {es,es,...} Y § es generado por {ey, ez, e3} como dimF~ = 3 < +oo, entonces
(F, ¢-,-)) es un espacio de Pontryagin

Por definicién todo espacio de Pontryagin es un espacio de Krein, todo espacio de Hilbert es un espacio
de Pontryagin y todo espacio con producto interno no degenerado y de dimension finita es un espacio de
Pontryagin.

Al hablar de espacio de Pontryagin se supondréd que el indice finito es el negativo. Este indice finito se
suele denotar por « y el simbolo I, denotard un espacio de Pontryagin de indice «.

Algunos aspectos de la geometria de los espacios de Pontryagin son considerados en los siguientes
teoremas:

Teorema 9.

10
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1. Si £ es una variedad lineal definida negativa de un espacio I, entonces dim(&) < «.

2. Si £ es una variedad lineal definida negativa de un espacio II, entonces £ es maximal definida negativa
siy sélo si dim(&) = «.

3. Si £ es una variedad lineal x-dimensional y definida negativa de un espacio II, entonces existe una
descomposicion fundamental

I, =" eI, IT* € B
tal que I[1I™ = &.
Espacios pre-Pontryagin

Definicion 21. Sea «k un entero no negativo. Un espacio pre-I1, es un espacio § con producto interno no-
degenerado, que contiene una variedad lineal maximal definida negativa de dimension .

Ejemplo 11. Sea § el espacio de las sucesiones que tienen a lo sumo una cantidad finita de términos
no-nulos. Sean x = {x,} y y = {y.} elementos de este espacio. Definase
10 _ +o0 _
<X,y> == Z XnYn + Z XnYn
k=1 k=11
(&, (-, +)) es un espacio pre-I1j.

Un espacio pre-Pontryagin es un espacio § con producto interno tal que ¥ o su antiespacio es un espacio
pre-I1,.

Observacion 5. (Una formula para las J-normas). Sea § un espacio pre-Il,, sea N C § una variedad lineal
definida negativa de dimension k. Entonces N* es un espacio pre-Hilbert y ademds

F=NoN"
Sea J la simetria fundamental asociada a esta descomposicion y sea ||||; la norma correspondiente.
Sea {ey, ..., ex} una base ortonormal de N. Si x € & entonces x = x* + x~

(x~ e N, xt € N1Y), donde
X == Z <x, ej> ej,
j=1

entonces
||x||3 =) -,y =t T, ) 20, Ty = (o x) — 240, X)),
de donde se deduce que )
B = ¢x,xy+2 )" [ {x, e) . (14)
=1

Un poderoso resultado establece que a pesar de que las J-normas son diferentes en &, porque cada una
de ellas depende de la descomposicién fundamental correspondiente, y que el valor de ||x||; para un x fijo
en K puede recorrer un rango amplio de valores al variar la descomposicién fundamental [10] , todas las
J-normas son equivalentes y por ello inducen la misma topologia denominada topologia fuerte en K. Es con
respecto a esta topologia que se definen los conceptos topoldgicos de continuidad, acotacidn, etc. Pero eso
serd eventualmente tema de un préximo articulo.

11
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3. Conclusion

Para concluir este primer articulo sobre espacios de Krein, cuyo propésito principal es el de generar entre
los lectores de esta revista la curiosidad por el estudio de estos espacios, se debe comentar que el estudio
de los espacios de Krein ha encontrado mucha aceptacién en el mundo matemadtico contemporaneo y son ya
innumerables los autores que han puesto su grano de arena en esta hermosa teoria.

Los resultados van desde detalles geométricos pasando por las aplicaciones en la mecanica cudntica, las
ecuaciones diferenciales, la teoria espectral de operadores, etc., y recientemente, la teoria de marcos.

12
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Resumen

Los criterios suficientes usuales que garantizan la estabilidad de un sistema diferencial lineal impulsivo requieren condi-
ciones muy particulares sobre las matrices que definen el sistema, que raramente se satisfacen al usar estos modelos para
problemas aplicados reales. Aqui presentamos un criterio sencillo que no requiere que las matrices tengan una forma
especial, o que tengan alguna relacion particular entre ellas.

Palabras claves:
Sistemas Impulsivos, estabilidad, Descomposicién en Valores Singulares

Abstract

The usual sufficient criteria to ensure the stability of an impulsive linear differential system require very particular
conditions on the matrices that define the system, which are rarely satisfied when using these models to realistic applied
problems. Here we present a simple approach that does require nor a special form for the matrices neither a particular
relationship between them.

Keywords:
Impulsive Systems, Stability, Singular Value Descomposition

1. INTRODUCCION

Los sistemas de ecuaciones diferenciales impulsivas, como los descriptos abajo, estan regidos en ciertos
intervalos de tiempo, por una ecuacién diferencial, pero en una sucesion de instantes de tiempo, se perturba
el valor de la solucién en ese instante, con un impulso puntual, y el valor asi obtenido pasa a ser el valor
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inicial para el intervalo temporal siguiente en que vuelve a obtenerse la solucién de la ecuacién diferencial
en ese intervalo.

Estas ecuaciones impulsivas han sido usadas exitosamente para modelizar la evolucién temporal de po-
blaciones de especies icticolas, maritimas o lacustres, donde suelen haber impulsos puntuales consistentes
en capturas masivas o siembras de alevines en periodos puntuales (véase por ejemplo las referencias [2] y
[7] para la relacién con los modelos impulsivos y [3] y [4] para las consideraciones bioldgicas)

En este trabajo, consideramos la estabilidad de casos lineales de ciertos problemas de ecuaciones dife-
renciales impulsivas.

2. MODELOS IMPULSIVOS:

Estas ecuaciones impulsivas en general se pueden describir como
X'(t)=f(t, X)) sit # 1x )
X(t) = g, X(77)) sit = 7

donde 71,73, - * Ty, ... son los tiempos de impulso. La dependencia de g(tx, X(7,)) de los valores de X
por la izquierda permite en algunos trabajos (por ejemplo [7]) usar como criterio de impulso el valor de
algunos operadores maximales laterales como la funcién maximal de Hardy-Littlewood a izquierda M~, o
el operador de Hardy (ver [5], [8] y [9] para definiciones y propiedades).

Si bien nos interesan problemas con f(#, X(¢)) generales, podemos considerar en una primera aproxima-
cién funciones lineales, auténomas respecto de ¢ , es decir, con AX(¢) en lugar de f(¢, X(¢)) , interpretando
dichas ecuaciones como la situacion estacionaria para f a partir de ciertos valores de ¢ , en adelante, - asu-
miendo que f(¢,-) se comporte en forma casi lineal «a largo plazo»-. También supondremos g ~ BX .

Es decir, trabajaremos con sistemas de la forma

{ X'(t)=AX(t)sit # ¢ @
X(ti) = BX(1)) sit =14

Vale la pena mencionar que en el caso general (1) , solo puede encararse la cuestion de la estabilidad de
manera empirica, ya que no se conocen criterios generales.
Consideramos a continuacion algunos criterios para el Caso Lineal (2) :

3. CRITERIOS:

Si bien se conocen algunos criterios para los sistemas de la forma (2), veremos que suelen tener condi-
ciones muy restrictivas acerca de A o B, que estdn asociadas a hipdtesis necesarias para las demostraciones,
pero que no parecen necesariamente asociadas a la estabilidad de los sistemas.

Una cuestion que si tiene influencia en la estabilidad de los sistemas, es la distribucion de los tiempos de
impulsos. Para ello definamos lo siguiente:
Definicién: Decimos que se cumple la condicién de tiempos de Impulso Aproximadamente Lineales
(IAL) si 3 p, k tales que:
li((s,f]) —p.t—95)| <ksis<t 3)

donde la funcién i cuenta los tiempos de impulso, o sea, notamos: i((s,7]) = #{1r / s < T < 1} .

15
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Es decir que la condicién (3) dice esencialmente que la cantidad de impulsos entre sy ¢, es igual a una
funcioén lineal de (¢ — s) (es decir: p.(z — s) ) salvo un error de +k , acotado.

Si bien en un caso puramente continuo (sin impulsos), se requiere que A sea ordinariamente estable:
Re(2) < 0, YA (o sea, las partes reales de los autovalores de A son negativas); y en el caso discreto ( Xi; =
BX ) se requiere que B sea discretamente estable: |u| < 1 (o sea, los médulos de los autovalores de B son
menores que 1), y tales condiciones son suficientes en los casos puramente continuo o puramente discreto,
respectivamente, en el caso impulsivo puede pasar que A sea ordinariamente estable y B sea discretamente
estable, pero que sin embargo el sistema [2] no sea estable para cierta distribucién de tiempos de impulso (
confrontar con los resultados de la referencia [11]).

Una condicién que suele considerarse asintéticamente estable en el caso impulsivo es que Re(d) < 0,
para A los autovalores de A + p.In(B) donde p es la constante mencionada en [3] y In(B) se define a partir de
un desarrollo en serie correspondiente para un cdlculo funcional de matrices.

Un par de criterios que se pueden mencionar son:

- Teorema 1 ( BAINOV & SIMEONOV [12]) : Si vale:

a) la condicién [3] para los tiempos de impulso

b) Ay B conmutan

¢) B es inversible

Entonces la condicion siguiente: d) Re(d) < 0, para todos los autovalores A de A + p.In(B) es necesaria
y suficiente para que el sistema (2) sea asintdticamente estable.

Teorema 2 (NAULIN & TAPIA [11]): Si se cumplen las condiciones a), c) y d) del Teorema 1 anterior,
y si vale b’) A y B son matrices triangulares superiores, entonces el sistema (2) es asintdticamente estable.
(Nétese que la condicidn es suficiente, aunque podria no ser necesaria).

Tanto la condicién b) del Teorema 1, como la condicién b’) del Teorema 2, son mds bien artificiales y
no suceden en general en las situaciones que nos ocupan (ver bibliografia) en las aplicaciones ( ni siquiera
como situacidn estacionaria «a largo plazo»).

Proponemos en cambio, un criterio diferente:

X = AX

X(ti) = Xi
la solucién es por lo tanto X(¢) = eA"™ X, (ver por ejemplo la referencia [6]); por lo tanto, para un tiempo ¢
cualquiera, cont > Ty > Ty-1 > ... > Tg Y Tn+1 = t, la solucion de (2) es:

X = A=) BoATN=TN-1) BoATN-1-TN-2) B pA(T2=T1) BoA(TI=T0)

Llamemos: My, = e=™)

My = eATN=TN-1)

My_, = eATN-1-Ty-2)

Notemos primero que en cada intervalo [7, Tx+1) la ecuacién es ordinaria, de la forma: {

Mk = eAT=Ti-1)

Entonces:

X(t) = My BMyBMy_1B...M>;BM; X, (donde Xy = X(19) ) Sit # Ty41

(en el caso t = Ty41es X(t) = BMy.1BMyBMy_1B...M>,BM X, y el andlisis es similar agregando el
factor B de la izquierda).

16
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Consideramos entonces la descomposicion en valores singulares (s.v.d.) de B y de cada matriz M =
eAT=Ti-1) |
Si los valores singulares de las matrices M; (que son funcién solamente de A y de los intervalos A, =
Tr — Tk—1 ) son tales que la productoria del mayor valor singular de cada M} por la potencia n-ésima del
mayor valor singular de B , es menor o igual que 1, entonces el sistema (2) es estable.
En efecto, si escribimos B = US V' y My = U;SV, sus respectivas descomposiciones en valores singu-
lares, entonces:
IX(Dl = HUN+ISN+I Vi USVIUNS NV, US V! .. USV'ULS | V{XOH, pero aunque las matrices U, Uy, V'y
V]i no conmutan en general, como son ortogonales y tenemos que si O es ortogonal ||OX|| = ||X|| entonces
los factores U, Uy, V' y V| conservan la norma de los vectores que multiplican; y las matrices S y S son
d] 1 0 . . 0 X] d[ 1X1
o . 0 . . . .
diagonales, y si D es diagonal, D = .0 . 0 . cumple que D.| . |= . , Y, por lo
... 0 . 0 . .
0 . . 0 dwn X, dumX,
tanto, ||DX|| < max(d;;) |IX|| = d(1,1)||X]| si di1 = ... > dyn, ya que se suele considerar (ordenados) los
valores singulares (la diagonal de S o de S).
Entonces: [|IX(®)|| < 1-S (1, 1)-1-1-S(1, 1)-1-1-S (1, 1)-1-1-S(1, 1) - - 1-1---S (A, 1)-1-1-S 1 (1, 1-1-[| Xol|
donde S(1, 1)y Sx(1, 1) son los mayores valores singulares de B y de M}, respectivamente.

Por lo tanto, si (Nn+lSk(l, 1)). (S(1, 1) < 1 tenemos que: ||X(2)|| < ||Xo|| para todo ¢, luego el sistema es
k=1

estable.

N+1
Cuando ademads pueda asegurarse que 131’m ( IT Sk(1, 1)) -S(1,1)Y = 0 tendremos que lim || X ()] = 0 y
—00\ k=1 1—00

la estabilidad sera asintotica.

4. CONSIDERACIONES FINALES y EJEMPLOS:

Notese que el criterio que presentamos no requiere una relacidn especifica entre A y B (como que con-
muten) ni que tengan una forma particular.
Si bien el criterio es suficiente, pero no necesario, en caso de que

N+1 . . -
( 0 SK(L, D). (S, 1)N no esté acotado cuando N —> oo , y si Xo y A son tales que 2™ X pase
k=1

arbitrariamente cerca de la direccidn del primer vector propio de B, entonces el sistema no serd estable.

N+1
Por otra parte cuando pueda asegurarse que Alll’m ( IT Sk(1, l))~S (1, HN = 0 tendremos que 1im || X (1)|| =
—00 \ k=1 t—o0

0 y la estabilidad serd asintdtica. Esto equivale a que diverja a —oo la serie ), In(S(1,1)-Sx(1,1)) =
k=1

N+1
]\llim ln( [T S, 1)-8(1, 1)). Esto ocurre, por ejemplo, si existe K < 1 tal que Sx(1,1)-S(1,1) < K < 1,de
—00 k:l

modo que ; In(S(1,1) - Sk(1,1)) = —co y entonces th 1X@®|=0
k,l —00

En los gréficos finales presentamos ejemplos de la evolucidn de sistemas que cumplen nuestro criterio,
tanto para tiempos de impulso equidistantes como para tiempos de impulso variables sorteados aleatoria-
mente.
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ALGUNOS EJEMPLOS:

Figura 1. TIEMPOS DE IMPULSO EQUIDISTANTES

Figura 2. EJEMPLOS CON TIEMPOS DE IMPULSOS ALEATORIOS
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Resumen

En este articulo reportamos varios conocidos resultados sobre la dindmica dada por la interacién de endomorfismos de R”
en los que al menos una de sus funciones coordenadas tiene cierto tipo de convexidad (C?-convexidad). Expondremos las
propiedades bdsicas (analiticas y geométricas) de esta clase de funciones convexas que tienen importante influencia en
los fendmenos dindmicos que son discutidos; también presentaremos algunos problemas que consideramos interesantes
abordar.

Palabras claves: Funciones C?-convexas, Dindmica discreta,Endomorfismo de R”

Abstract

In this paper we review several known results on the dynamics given by the iteration of endomorphisms on R" in
which at least one of the coordinate functions has certain type of convexity (C2-convexity). We will expose the basic
properties (analytical and geometric) of this kind of functions which have important influence in the discussed dynamics
phenomena. We will also present some problems that we consider interesting to appoach.

Keywords:
C2-convex funtions, Discrete dynamic, endomorphism’s of R”.

1. Funciones C?-convexas

La convexidad tiene un destacado papel en importantes problemas de diversas dreas de la matemadtica y
otras ciencias. En esta seccion presentaremos una clase especial de funciones convexas, incluyendo algunas
de sus propiedades analiticas y geométricas que consideramos utiles para abordar el estudio de sistemas
dindmicos discretos provenientes de la iteracion de endomorfismos de R” para los cuales al menos una de
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sus funciones componentes pertenece a esa clase especial. Gran parte de ello puede encontrarse, por ejemplo,
en [27], [28] y [30].

Recordemos que un subconjunto K de R” se dice convexo si para todo x,y € K y cada A € [0, 1] se tiene
Ax+ (1 =)y € K. Una funcién f : K ¢ R" - R, K convexo, es dicha convexa siempre que

fx+ (1 =y) < Af(x) + (1 = D) ey

paratodo x,y € Ky A € [0, 1]. La convexidad de f es denominada estricta si la desigualdad en (1) es estricta
para todos los valores de A diferentes de O y 1. Es bien conocido, ver Theorem 2.33 en [12] o Corollary 3.9.5
en [25], que si K es ademds abierto y f de clase C2, entonces la convexidad de S equivale a (Hy(x)v,v) > 0
paratodo x € K'y cadav € R", donde Hy(x) es la matriz Hessiana de f en xy (-, -) denota el producto escalar
euclidiano de R"; asi que la convexidad de cualquier funcién de clase C? en un abierto convexo equivale a
que su matriz Hessiana sea no negativa en cada punto x € K.

Definicién 1. Una funcion f : R" — R se dice C>-convexa si es de clase C* y existe una constante a > 0
tal que
(H(x)v,v) = allvll, @)

donde || - || es la norma asociada al producto euclidiano.

Obviamente toda funcién C2-convexa f es convexa, su matriz Hessiana H £(x) es uniformemente positiva
definida: para cada x € R" y cualquier valor propio A de Hy(x) se tiene A > a, siendo que a es una constante
positiva como en (2).

Ejemplo 1. En R las funciones C*-convexas son aquellas funciones f : R — R de clase C? para las cuales
f’(x) = «, cualquiera sea x € R y donde « es una constante positiva independiente de x € R. Note que
f@® > %tz + f7(0)t + f(0) para cada t € R, luego existe r > 0 tal que f(t) > f(0) para todo |t| > r. Esto
implica que el valor minimo de f en [—r,r] se alcanza en un punto ¢ € (—r,r). Es claro que f'(c) = 0;
ademds, como f"” > a, sigue que f es estrictamente creciente (resp. decreciente) en [c, +00) (resp. (—co, c]).
Consecuencia de esto se tiene que para todo 8 > f(c), existen vinicos valores g <c< t;; tales que f(tﬁi) =B.
La grdfica de f es, por tanto, como una pardbola con un valor minimo absoluto. Observe que si min f es
suficientemente negativo, entonces f tiene exactamente dos puntos fijos, los cuales se ubican a diferentes
lados de c.

[,
ﬁ L\ _____

min f

Figura 1. Gréfica de una funcién C2-convexa en R
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Ejemplo 2. En R?, una funcion cuadrdtica
f(x,y) = ax* + by* + cxy + ax + By + 6,
es C2-convexa si, y solo si, 4ab — c* > 0. En este caso su grdfico

graph(f) = {(x,y, f(x,y)) : x,y € R}

es un paraboloide eliptico con valor minimo y toda seccion transversal a graph(f) por planos horizontales
z =d (d > min f) es descrita por la elipse de ecuacion ax* + by* + cxy +ax+By+6=d

Observacion 1. La nocion gemela a la convexidad de funciones es la concavidad, la cual se refiere al caso
en que la funcion f, como en (1), satisfaga

JQx + (1= y) 2 Af(x) + (1 = Df ()

para todo x,y en un conjunto convexo K y todo A € [0, 1]. Por su parte, la nocién dual a la C*-convexidad es
la C?-concavidad, que es cuando la funcion f : R" — R de clase C* cumpla con (H¢(x)v,v) < allv||, donde
a es una constante negativa. Para los efectos de los asuntos dindmicos que trataremos, no tiene importancia
considerar funciones C*-convexas o C*-concavas; por ello consideraremos solo funciones de la primera
clase; es decir, C*-convexas.

1.1.  Propiedades de funciones C*-convexas
En este apartado recordaremos algunas propiedades bien conocidas de las funciones C>-convexas, en
especial aquellas que tienen incidencia importante en la descripcién de algunos asuntos de la dindmica de
endomorfismos de R”". Para cualquier funcién f : R" — R de clase C? denotaremos por V f(x), d;f(x) y
af(x) 9 f(x)
6x,‘ y 8x,-6x j ’

0;;f(x) al gradiente de f en x y sus derivadas parciales de primero y segundo orden en x:
respectivamente.
Proposicién 1. Si f : R" — R es C?-convexa, entonces se cumplen cada una de las siguientes propiedades:

(a) Si « es la constante dada por la definicion de C*-convexidad, entonces para todo 0 < o’ < a/2 existe
r > 0 tal que
f(x) > &'||Ix||> para todo ||x|| > r. 3)

(b) La funcion f tiene un tinico punto critico, ademds, en ese punto la funcion f alcanza su valor minimo.

(c) Sif>minfyn > 2, entonces f'(B) = {x € R" : f(x) = B} (conjunto de nivel 8) es una hipersuperficie
compacta difeomorfa a la esfera unitaria en R".

Demostracion. (a) Para cada x € R” con ||x]| = 1 sea ¢, : R — R la funcién dada por ¢,(¢) = f(¢x). Note
que ¢, es de clase C2, un simple cdlculo muestra que /(1) = (H¢(tx)x, x) para cada ¢t € R. Por tanto al
integrar dos veces consecutivas entre 0 y ¢ se obtiene

@) = %t2 +(Vf(0), x)t + f(0), cualquiera sea t € R.

Dado que (Vf(0), x) estd acotada cuando x varia en la esfera unitaria de R", si @’ es cualquier nimero
positivo menor que a/2 se tiene que

(@/2 — &) + (VF(0), x)t + £(0) — +oo, cuando || — +oo.
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Por tanto podemos escoger r > 0 tal que ¢, () > a’t* siempre que |¢| > r. Al tomar cualquier x con ||x|| > r,
haciendo y = x/[lx| sigue que @y (llxll) = f(x) > o’I|xI]*.

(b) Sea r > 0 tal que f(x) > %lell2 si |[x]] > r. Consideremos la bola cerrada (por tanto compacta) B,(0)
de radio r y centrada en el origen. Es bien conocido que existe xy € E,(O) tal que f(xg) < f(x) para todo
x € B,(0). Veamos que Vf(xg) = 0; es decir, xy es punto critico de f. Sea 6 > 0 de forma que la bola
abierta Bs(xp) de centro en x( y radio ¢ estd contenida en B,(0). Para cada x € Bs(xg) definimos la funcién
Uy (=1,1) > R por ¢, (t) = f(xp + t(x — xp)), cualquiera sea t € (—1, 1). Como xg + t(x — xp) € Bs(xp) para
todor e (—1,1)y ¢¥,(0) = f(xp), sigue inmediatamente que ,(0) < ¢, (¢) para todo ¢ en (—1, 1); es decir, i,
tiene un valor minimo en ¢ = 0, por tanto y/(0) = 0. Siendo asi,

(Vf(x0), x — x9) = 0 para todo x € Bs(xp),

de donde V f(xp) = 0. Veamos que f(y) > f(xo) paratodo y # xo. Tomemos cualquier y # xy y consideremos
X =xo+ m(y — xo). En vista que

U0 2 57+ fx0) y iy = 3l = £O).

la conclusién sigue claramente: f(y) > f(xo) para todo y # xo.

(c) Dado que f es propia y cada 8 > min f es un valor regular de f, sigue que f~'(8) es una hipersuperficie
compacta de R". Sean x( el punto criticode fy S = {§ € R" : || — xo|| = 1} la esfera unitaria en R” centrada
€n xop.

Para cada 6 € S y t € R definimos hy(t) = f(xo + t(@ — xp)). Como antes, hy es C2-convexa con
hg(0) = min f, hy(0) = Oy hy/(¢) > a paratodo t € R; asi que hg() > min f+ %tz para cada r € R: De aca que
exista un tinico #(6) > 0 tal que hy(#(6)) = B, o equivalentemente xo + #(0)(8 — xo) € £~ (8). Haciendo uso del
Teorema de la funcién implicita en la funciéon H : § X R — R con H(6,t) = hy(t), sigue que 6 — t(6) es
de clase C?; por tanto la funcién ¢ : § — f~'(8), con ¢(8) = xq + t()(P — xo) para cada 8 € S, es también

C?. Ahora tomemos cualquier y € f~!(8) y hagamos T'(y) = = Note que y — T'(y) es continuamente

diferenciable siempre que y # xo; ademds, 8 = xo + T(Y)(y — x9) € S, t(0) = ﬁ y ¢(6) = y. Sigue en
consecuencia que ¢ es un difeomorfismo de clase C. U

Consecuencias inmediatas de esta proposicion son las siguientes:

a) Cualquier funcién C?-convexa es propia; es decir, preimagenes de conjuntos compactos son conjuntos
compactos.

b) Para cada 8 > min £, la hipersuperficie f~'(8) separa R” (n > 2) es dos componentes: la componente
acotada es el conjunto convexo i(f~'(8)) = {x € R" : f(x) < B} que contiene al punto critico de f;
la componente no acotada del complemento de f~!(8) la denotaremos por e(f~'(8)). Adicionalmente,
£71(B) tiene exactamente dos puntos de tangencia con hiperplanos x; = constante, cualquiera sea i =
L,---,n.

¢) Cualesquiera sean 8,4 > min f, la hipersuperficie f~'(2) estd contenida propiamente en i(f~'(8)) si, y
solo si, 5 > A.

d) La familia de hipersuperficies {f -1 (8)}g>min s €s una foliacion de R" \ {xo}.
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Observe que los lugares donde ocurren las tangencias de las hipersuperficies £~!(8), 8 > min £, con los
hiperplanos x; = constante (i = 1,--- ,n) es dado por el conjunto

ti(f)={xeR":9;f(x) =0 paracada j # i},
los cuales llamaremos lineas criticas de f.

Proposicién 2. Para cada i = 1,--- ,n, el conjunto £;(f) es una curva de clase C'; de hecho, existe X; :
R — R*! de clase C' tal que (x1,- -, x,) € C(f) si, y s0lo si, (X1, , Xio1, Xis1, -+ > %a) = Xi(x;). Es decir,
Li(f) es el grdfico de una funcion de clase C' definida en el i-ésimo eje coordenado.

Demostracién. Consideraremos solo el caso cuando i = n. Sea g : R” — R"! definida por g(x) =
01f(x),- -+ ,0,-1f(x)) paracada x = (x,--- , x,). Es simple verificar que si x = (X, x,,), con X = (x1,- - , X,—1),
entonces la derivada parcial dzg(x) en la variable X es la matriz H""(x) obtenida de H¢(x) al retirar su fila y
columna n. Aunque puede mostrarse directamente que HJ’}"(x) es invertible, emplearemos para ello un clésico

resultado del Algebra lineal, ver [5], el cual establece que si A es una matriz simétrica, B es una submatriz
principal de A, A; > --- > A4, son los valores propios de Ay u; > --- > p,, son los valores propios de B,
entonces A; > y; > A,y paracadai = 1,--- ,m (m es el orden de B); este resultado es conocido como
Teorema de interlazado de Cauchy para autovalores, ver por ejemplo [13] y [16]. Asi, los valores propios
de HJ’}.”(x) son todos mayores o iguales a la constante @ en (2), por tanto esta matriz es invertible. En vista
que g(xg) = 0, xo punto critico de f, el Teorema de la funcién implicita garantiza que existen una vecindad
V de x (dltima componente de xo) y una dnica funcién %, : V — R"~! de clase C' tales que en g(V) x V
los dnicos puntos que anulan a la funcién g son (x,(x,), x,) con x, € V. Debe notarse que (X,(x2), x9) = xo
y ademas

HYP G (), X0, (%) = =V f (F(), ) “)

cualquiera sea x, € V, siendo que 66,1 f = Owf, -, 0u-1)f). Finalmente, como £,(f) es el conjunto de
puntos donde las hipersuperficies f~!(8) son tangentes a hiperplanos x, = constante, sigue que el dominio
de X, se extiende a todo R. O

Cerramos esta seccién con una importante propiedad para familias uniparamétricas de funciones C>-
convexas.

Proposicion 3. Si f : R" — R es una funcién C*-convexay f, = f — y con p € R, entonces exite iy € R tal
que, para todo i > gy cada i = 1,-- -, n estdn definidas funciones p — s;(u) y u — s:(u) de forma que:

W _, 0
u

(a) La hipersuperficie fljl(s,-(p)) es tangente a x; = s;(u) y x; = 5;(u); s;(u) — +oo, 5;(1) = —o0,

y%ﬁOsiueﬂxx

(b) SiB > si(u)y xi = hi(B), xi = h; (B) (h{ (B) > h; (B)) definen hiperplanos tangentes a fﬂ’l(ﬂ), entonces
BB <T0) ¥ siw) < b (B).

Demostracion. Como antes, solo trataremos el caso i = n. Definamos ¢, : R — R por ¢, (1) = f,(x,(1), 1),
donde X, es la funcion obtenida en la proposicion anterior, la cual es independiente del pardmetro u. Afir-
mamos que la funcién ¢, es C?-convexa, de hecho ¢, (t) > a para todo 7 € R, con @ como en (2). Observe

que ¢, (1) = Onf (0,0 y @, (t) = 0si, y solosi, 1 = x0. Luego

n—1

¢, (1) = Z Oin f (1), DU(1) + Oy f (X (D), 1), &)

i=1
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donde u. es la derivada de la componente i-ésima de la funcién X,. Haciendo uso de la regla de Cramer y (4)
tenemos que
u(t) det(HY" (x,(1), 1)) = —det(Ay(1)), (6)

siendo A;(f) la matriz obtenida de H;"(Y,,(t), t) al reemplazar la columna i por el vector /V\én f(x,(0), 1). Por
otra parte, es claro que

det(Hp(x,(1), 1)) = Z(—D"” Oinf (xn(0), 1) det(Bi(1)), (N
i=1

donde B;(1) es la matriz obtenida de Hy(x,(?), ¢)) al retirar su fila n y columna i; ademas, B, () = Hj’j”()?,, (1),1)
y Bi(t) (i # n) es igual a A;(¢) excepto que sus columnas i y n — 1 estdn intercambiadas. Consecuentemente
de (5), (6) y (7) se tiene

det(Hy(x,(1), 1)) = det(H}"(X,(1), 1) g, (1);

luego la anterior afirmacién sigue de la propiedad de interlazado de los valores propios de matrices simétri-
cas.

Note que para cualquier > min ¢, la preimagen go;l(ﬂ) estd constituida por dos puntos &, (8) < k' (B)
dispuestos a diferentes lados del punto critico x0 de ¢u; ademds, {x; = h;(B)} y {x; = A (B)} son hiperplanos
tangentes a f, L(B). Por la convexidad de ¢, también podemos escoger i tal que para todo i > up la funcién
¢, tiene dos puntos fijos con diferentes signos y ubicados a diferentes lados de x9. Denotemos por s, (1) su
punto fijo positivo y sea s,(u) < x tal que ©u(Sa(u)) = s,(u); de aca que si hacemos ¢, = ¢ — u, entonces
para todo u > g se tiene

©(Sa (W) = sp(u) = p = @(s,(1)) = 52 (W),

lo que junto a la convexidad implican la parte (a) de la proposicién. La parte (b) sigue facilmente de la propia
definicién de go;l(ﬂ) y el hecho que s,(u) es punto fijo de ¢,,. O

Observacion 2. La demostracion de la proposicion anterior la hemos hecho para i = n, con los restantes
casos se procede de la misma forma. Note ademds que si u es suficientemente grande, entonces para todo
i=1,---,nycualguier B > s;(u) no solo se tiene

hi (B) < Si(w) < x; < siu) < B (B),
sino que ademds -3 < h; (8) y hi (B) < B.

1.2.  C2-convexidad e infinito como atractor

Al estudiar la dindmica discreta proporcionada por la iteracién de endomorfismos en espacios no acota-
dos es indispensable analizar el conjunto de puntos con 6rbita acotada, que es por supuesto el conjunto donde
se concentran los comportamientos limites de la dindmica y es, obviamente, el complemento del conjunto
de puntos cuyas 6rbitas crecen ilimitadamente en norma. Como parte del andlisis a realizar es conveniente
considerar la posibilidad de que existan conjuntos abiertos cuyos puntos tienen 6rbita no acotada, en estos
casos de habla del infinito como un atractor.

Definicion 2. Todo subconjunto W de R" que sea complemento de un conjunto compacto es llamado vecin-
dad de co. Un endomorfismo F : R" — R”" se dice que tiene a o como atractor si existe una vecindad W de
oo que sea F-invariante (F(W) € W) y ||F¥(p)|l = +oo cuando k — +o0, cualquiera sea p € W.
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Si F tiene a co como atractor y W es como arriba, entonces al conjunto
Bo(F) = {p € R" : ||F¥(p)|| = +oo cuando k — +oo}

se le llama cuenca de atraccion de co. Note que si F es continuo, entonces B, (F) es un conjunto abierto y
Bo(F) = Ugso F*(W).

Proposicion 4. Sea F : R" — R”" continua con F = (fi,---, f,). Si para algiin i € {1,--- ,n} la funcion
fi : R* = R es C?-convexa, entonces F tiene a oo como atractor.

Demostracion. Por la parte (a) de la Proposicién 1 podemos escoger constantes positivas 8y r tales que
|£i(x)| = BlIx||*> para todo x € R” con ||x]| > r. Sean A > 1 y R = max({r, 3! 1}, luego es claro que

£l = Allxll, st [|xl] > R.

Como ||F(x)|| = |f;(x)| para cada x € R", sigue que W = {x : ||x|]| > R} es una vecindad de co, F-invariante y

ademds ||[F*(x)|| = +oo cuando k — +oo, paracada x € W. O
Consideremos F' y fi,---, f, como en el enunciado de la proposicién anterior. Sean v = (uy, -, 1,)
en R"y F, = (fu, -, fu), donde ﬁlz = fj — pj, cualquiera sea j € {1,---,n}. Dado que la i-ésima

componente f; de F es C*-convexa, podemos escoger u: € R tal que para todo y; > u} estdn definidas
funciones u; — s;(u;) y i; — s;(1;) como en la Proposicién 3. Para cada v € R”" con y; > u definimos

Cu = £'®), con I; = i), si(u).
Bel;

Obviamente R"\ C,, es una vecindad de co; observe que en R? el compacto C,,, es un anillo cuyos bordes son
como elipses. En general, C,, es justamente la clausura de i( f}j Y(si(ui))) N e( fﬂ’ ':(ui))). De la Proposicién
3 sigue que si x € fy’il(é) para algtn ¢ ¢ I;, entonces F,(x) € fﬂ’l_l(ﬁ) para un unico 8 > |d]; por tanto R" \ C,,
es F-invariante, o equivalentemente F, 1(C,l,,) c C,,. Observe que ||F’V‘(x)|| — +oo cuando k — +o0, de lo
contrario podemos escoger una sucesién k; /' +oco de forma que los puntos F ],f’ (x), j = 1, quedan atrapados
en un compacto. Sin pérdida de generalidad suponemos que F IV(" (x) = g cuando j — +oo. Para cada j > 1
sea 3; tal que F’ ],fj (x) € f#‘il(ﬂ ;); de lo anterior es claro que

Bjs1 > Bj > 16| > max{[s;(u)l, si(:)}-
Luego la hipersuperficie jj;'(n) que contiene a g es tal que i( fﬂ‘ll(n)) contiene a C,,, por loque g ¢ C,, y

£ (F\(g)) > n. Sin embargo, como ﬁli(Ffj *! (%) < f,(F ]\f"” (x)), la continuidad de F implica que f,(F,(q)) <
n. De esta manera hemos demostrado:

Proposicion 5. Si F, fi,---, f, y u} son como antes, entonces para cada v € R" con y; > , el conjunto
R"™\ Cy, es una vecindad de oo, F,-invariante y contenida en Bo(F,).

Como consecuencia de esta proposicion, el conjunto de puntos con 6rbita positiva acotada es dado por
Miso Fy k(Cﬂi). Note también que si ademds de f; el endomorfismo F tiene otras componentes C2-convexas,
entonces la vecindad de oo puede expresarse mds finamente; por ejemplo, si todas las funciones componentes
de F son C?-convexas, entonces para cada j € {1, --- ,n} podemos considerar C,,; (como se hizo con la com-
ponente i), definir C, = ﬂ;le C,, y obtener como cuenca de atraccion de oo al conjunto R" \ (Vo F k).

La demostracién que hemos presentado para la Proposicion 5 contiene, en esencia, el siguiente criterio
mediante el cual se asegura que una vecindad de oo estd contenida en su cuenca de atraccién. Una funcion
como en el enunciado de la siguiente proposicion es conocida como funcion de Lyapunov.
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Proposicion 6. Sean F : R" — R" continuay W C R" una vecindad de oo que es F-invariante. Si existe
una funcion continua L de la clausura W de W en R tal que la diferencia orbital AL = Lo F — L es positiva
para cada p € W, entonces o es un atractor de F y W C Bo(F).

2. Endomorfismos C2-convexos: una visién general

Un endomorfismo F : R" — R", F = (f1, -+, fu), se dice C2%-convexo si cada una de las funciones
fiiR" >R (i=1,---,n) es C?-convexa. Con el objeto de relatar algunas de las propiedades dindmicas de
endomorfismos C2-convexos expuestas en [27] introducimos las siguientes notaciones. Sea Hj la coleccién
de todos los C! endomorfismos F de R" que satisfacen:

(a) F tiene a co como un atractor.

(b) EI conjunto no errante Q(F) de F es vacion, o bien es un conjunto de Cantor que coincide con el
complemento de B (F), y la restriccién de F a Q(F) es expansora: existen constantes K > 0y 4 > 1
tales que, para todo p € Q(F),n > 1 y cada v € R" \ {0} se tiene ||D,F"(v)|| = KA"||v]|.

Debido a Maiié y Pugh [23] y Przytycki [26] todos los endomorfismos en Hy son Axioma A y estructural-
mente estables.

Para cada F : R” — R” un endomorfismo C?-convexo y v € R" \ {0}, se denota por F, w=F—-puvla
familia parametrizada por u € Ry por G, el conjunto de todos los endomorfismos F de clase C? para los
cuales existe 4* > O tal que para todo |u| > u*, el endomorfismo F,, € Hy. En [27] es demostrado que
la interseccién del conjunto G, con el espacio de endomorfismos C2-convexos es abierto en la topologia
C2-Whitney; alli se construye un endomorfismo F € G,, no C>-convexo, que no es punto interior de G, en
la topologia C2-Whitney. También se introduce la siguiente nocién de transversalidad.

Definicion 3. Dadas hipersuperficies regulares Sy,---,S, en R" y 0 < € < 1, se dice que Sy,---,S,
son e-transversales si en cada punto de (\i_, S; el conjunto de vectores normales v, ,v, a S1,-++,Sp,
respectivamente, son tales que para todo i = 1,--- ,n vale ||Py(v)|l > €llvill, donde V; es el subespacio
vectorial generado por {vi,--- ,v,} \ {vi} ¥ P‘L,[ es la proyeccion ortogonal de R" sobre el complemento
ortogonal a V.

Esta nocién de transversalidad ofrece condiciones suficientes sobre la geometria de las superficies de
nivel de las funciones componentes de los endomorfismos C2-convexos para que estos pertenezcan a Ho;
mads precisamente se demuestra el siguiente resultado:

Teorema 1 (Proposition 1, [27]). Sea F,, = (fi — uvi, -+, fu — 1vn) un endomorfismo C2-convexo, con
vi>0paracadai=1,---,n. Sidado 0 < € < 1, existe uy € R tal que para todo pu > g las hipersuperficies
fl."(,uvi +5),i=1,--+,n, son e-transversales para todo s € [5;:(uv;), si(v;)], entonces F,, € Hy para todo u

suficientemente grande.

juntos C, lucirfan como en la figura; por lo que las curvas de nivel fl." (u+ ), con s € [5;(u), s;(w)] (i =1,2)
son suficientemente transversales como para usar el resultado anterior y garantizar que F, € Hp si p es
suficientemente grande. Un mapa F como el descrito es conocido como automata celular real; ver seccion
3.

El siguiente ejemplo, también tomado de [27], muestra un endomorfismo C>-convexo (del tipo autémata
celular real) tal que las curvas de nivel no tienen suficiente transversalidad para obtener expansion; por
tanto, toda pequefia perturbacién C? induce una familia a un pardmetro la cual es no expansora para todo
valor suficientemente del pardmetro. Esto es una notable diferencia, como comentaremos mds adelante, en
el caso que las funciones componentes sean cuadréticas.
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Es interesante intentar mostrar que si F = (fi, f2) es un endo-
morfismo C2-convexo de R? tal que sus funciones componentes
satisfacen (para i # j) la condicién inf, d;; f;(x) es suficientemen-
te mayor que sup, d;;f;(x) y sup, |0;;fi(x)|, entonces la familia a
un parametro

Fu=Uh—pv fa—pn)

cumple con las condiciones del enunciado anterior. Esto es cier-
tamente factible cuando f, es definida como f>(x,y) = fi(y,x)
para todo (x,y) € R? y v = (1, 1), ello es debido a que los respec-
tivos con-

Ejemplo 3. Sea b : R — R la tinica funcion de clase C? tal que:

3

2 si |x| < 1
DbO)=b0)=0, y b"(x) =3I+ 1, sildell,3]
2 silx| > %

de hecho puede verificarse que la funcion b es dada por:

%xz, silx| <1
b(x) = { gl + 2 + xl = ¢, silxd € [1,3]
1 .
x? - %le + ﬁ, si x| > %

Consideremos F : R* = R? dada por F(x,y) = (f(x,y), g(x,y)), siendo que f(x,y) = X%+ b(y)y g(x,y) =
S, x). Dado que b"(R) = [%, 2], sigue inmediatamente que f y g son funciones C*>-convexas. El iinico
punto critico de f (resp. g) es el origen, su valor minimo es f(0,0) = 0. Note ademds que las tangencias
verticales (resp. horizontales) de f~'(B) (resp. g7'(B)), con 8 > 0, ocurren sobre el eje x (resp. eje y); por
tanto las funciones p — s1(u) y u — sy(u) (resp. u — s2(u) y u — s2(u)) son dadas por

1 — —
Si) = s2(u) = S+ V1 +4u) ysi() = s200) = =s1(),
las cuales estdn definidas para todo y > —}l. También es claro que para todo B > u > —% se tiene

B = u+p) ={(xy) : X2+ b(y) =+
8B =g w+p) ={(x.y) 1 y* + b(x) = u + B}

Ixl
Vi
Por otra parte, las tangencias horizontales de f/jl(ﬂ) ocurren en los valores de y para los cuales b(y) = u+p.
%}I7
de u. Esto significa que las curvas de nivel (similares a elipses) fﬂ‘1 B) (resp. g;l (B)) son mds alargadas en
la vertical (resp. horizontal) que en la horizontal (resp. vertical), pero valores grandes de y esas curvas de
nivel se asemejan a circunferencias. Sean:

Las tangencias verticales de fﬂ‘1 (B) ocurren en x = £ \u + 3, por lo que ~ 1 para valores grandes de p.

Sin dificultad se muestra que para esos valores de y se tiene: [y| > Yu+p8y ~ 1 para valores grandes

CuH =5 y Cue) = &' @), donde 1, = 51w, s140)]

Bel, BEL,
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g (5100
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Figura 2. Disposicién geométrica de los sectores C,,(f) y Cy(g) cuando las funciones f y g son como en el Ejemplo 3

Una situacion interesante que debe destacarse es la siguiente. Las tangencias verticales de f,(s1(u)) son,
en valor absoluto, menores que las tangencias verticales de g,(s((1)), aunque asintéticamente con y son
del mismo orden; ello hace que las regiones C,(f) y C,(g) luzcan como en la Figura 2. A diferencia del
diserio anterior, en este caso el conjunto C,(f) N C,(g) es conexo. Dado que para todo y1 > 0 la grdfica de
Ju intersecta la diagonal de R3 en dos puntos, el mapa F u tiene un punto fijo P, = (x,,x,) con x, > 0y
Xy — +00 cuando p — +oo. Es claro que P, € f; 1()c,,) n g;l(x,,); también es simple chequear que loos
valores propios de Dp,F,, son 1 = 2x, + b'(x,) y o = 2x, — b'(xy), por lo que debido al rango de b”
se concluye que P, es un punto fijo hiperbdlico del tipo silla. Ademds, las curvas fﬂ‘l(xl,) y g;](xﬂ) son
42— (5,2

PremvTrRR Nuevamente, por la forma que tiene la funcion b sigue que

e-transversales si, y solo si, € <
42 —(b ()
42+ (b (x))?
con una cota superior en el grado de transversalidad.

< A < 1 para un cierto valor de A, lo cual indica que esas curvas son transversales en P,, pero

Cuando se consideran endomorfismos F = (fi,--- , f,) de R” en el que las funciones componentes son
del tipo cuadratico:
fio) ={Aix, ) + i, xy +a;, (=1, ,n),

donde cada A; es una matriz simétrica definida positiva, el fendmeno de transversalidad se torna bastante
mds amplio. En el espacio de endomorfismos del tipo cuadritico es mds apropiado emplear la topologia
débil (compacta-abierta) dado que la topologia fuerte es discreta en este espacio; de hecho la topologia débil
coincide con la topologia de los coeficientes de las matrices simétricas. Con esta topologia se demuestra en
[27] el siguiente resultado de genericidad.

Teorema 2. Para cada v € R" \ {0}, el conjunto G, es abierto y denso en el espacio de endomorfismos del
tipo cuadrdtico de R”.
3. Autématas celulares reales C2-convexos

Imitando la caracterizaciéon de G. Hedlund [14] para los autématas celulares clasicos en reticulos discre-
tos, en [7] se introduce la nocién de automata celular real en R" como aquellas transformaciones F de R”
que conmutan con el shift circular o : R" — R" dada por o(xy, - - , x,) = (X, X1, -+ , X,—1); ello equivale a
que exista una funcién f : R” — R de forma que para cada w € R” se cumpla

Fw) = (fw), f(e w)), -+, o™ w));
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esta funcidén f es llamada funcion bloque de F. Es bien conocido, ver Theorem 1 en [7], que si la funcién
Z;’;OI f oo~ es estrictamente convexa y el autémata celular real F dado por f no tiene puntos fijos, entonces
el w-limite de todo punto es vacio; este es una version del resultado enunciado en el Teorema 3 mds adelante.
Obviamente si la funcién bloque es C?-convexa, la condicién de convexidad estricta de Z;’;OI fooessa-
tisfecha. También es claro que para cada autémata celular real cuyas funciones componentes sean funciones
cuadraticas existen una dnica transformacion lineal simétrica A : R* — R”, un unico funcional lineal L de
R" y una tnica constante u € R tal que ese autémata celular real se escribe de la forma

Fuw) = (f,0), fula™ W), -+, fula™ (W) ®)

siendo que
Juw) = f(w) — u = (Aw), w) + L(w) —

donde (:,-) es el producto interno usual de R". Denotemos por S(n) el espacio de las transformaciones
lineales simétricas de R" y por L(n) el espacio dual de R”. En [7] es mostrado que existe un conjunto abierto
y denso &'(n) de S(n) tal que, para cada A € 8’(n) y todo L € L(n) existen constantes u; < yp cumpliendo:

(a) Paracada u < uy, el autémata celular real F,, como en (8) tiene dindmica trivial: el conjunto w-limite de
todo punto es vacio.

(b) Para todo u > u,, oo es un atractor de F, y el complemento de su cuenca de atraccién es un conjunto
hiperbdlico expansor.

Con herramientas similares a las utilizadas en [7] podria procurarse un resultado para autématas celulares
reales con funcién bloque C?-convexa, y que en cierta forma extienda la propiedad arriba descrita para los
automatas celulares reales cuadraticos; mas precisamente, creemos posible un resultado del tipo:

Existe un abierto no vacio U en el espacio de las funciones C*-convexas con la topologia C* de Whitney de
forma que, para cada f € U existe u* € R tal que para todo u > u* el automata celular real con funcion
bloque f, = f — p tiene a la cuenca de atraccion de co como un conjunto hiperbdlico repulsor.

Dos clases especiales de autématas celulares reales han ganado una considerable atencién debido a
su empleo para modelar discretizaciones de ecuaciones diferenciales, asi como para el estudio de ciertas
propiedades dindmicas observadas en fenémenos fisicos tales como la dindmica de fluidos, y en general
para estudiar los denominados sistemas espacialmente distribuidos; ver [3]. Estas dos clases de autématas
celulares reales son las siguientes:

3.1.  Acople difusivo del mapa logistico

Se trata de un modelo particular de sistemas dindmicos en reticulos con dos nodos, este se expresa
mediante el sistema de ecuaciones en diferencias

{xn = (1 = ) fu(xu1) + €fu(ynr)

n>1, €))
Yn = (1 = O fu(Yn-1) + €fu(Xn-1)

donde € € (0,1) y fu(x) = ux(1 — x),conu > 1y x € R, es el conocido mapa logistico. Observe que las
soluciones de (9) estan en correspondencia biunivoca con las 6rbitas del endomorfismo biparamétrico del
plano:

Flue(x,y) = (1 = ) fu(x) + €fu(y), (1 = ) f,(y) + €fu(x)); (10)

ademds, el comportamiento asintdtico de las soluciones es (9) es descrito mediante la dindmica de F), ..
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El acoplamiento del mapa logistico (9), y por lo tanto del endomorfismo F,, ., conu € (1,4]y € € [0, 1],
ha sido objeto de estudio en varias investigaciones en las que se describen algunas de sus propiedades
dindmicas y ergddicas. Por ejemplo en [9] y [10] se hacen estimaciones para la determinacién del conjunto
de orbitas acotadas de F), ., también se obtienen regiones del espacio fase en la cual existen atractores; en
[19] y [20] se estudian algunas propiedades elementales sobre la sincronizacién de las érbitas de Fc; en
[11] es empleado un contexto que incluye el mapa logistico para algunos de los valores de los pardmetros p y
€, alli se estudian propiedades relativas a la existencia de 6rbitas asintdticamente periddicas. Previamente en
[17] se hace un andlisis numérico referente a algunas propiedades ergddicas y a la existencia de atractores. En
[31] y [35] se ha mostrado la existencia de variedades invariantes mediante las cuales se describe la cuenca de
atraccion del atractor en el co; esto permite una descripcion de la frontera de tal cuenca. Por otra parte, dado
que preimagenes de estas variedades invariantes limitan al conjunto de puntos con 6rbitas acotadas, ellas son
empleadas como una efectiva herramienta para estudiar uno de los fenémenos fundamentales de sistemas
fisicos espacio-temporales con homogeneidad: la sincronizacion. Los resultados en [31] y [35] son bastante
mads amplios que los similares en [9], [10], [19] y [20]; ademads de ser mds precisos en la determinacién de la
frontera del conjunto de puntos con Orbita acotada, el pardmetro u varia en (1, +00) y el espacio fase es todo
R?; hipétesis que debido a interpretaciones fisicas, estos rangos son considerados en la literatura tradicional
sobre el tema en el intervalo (1,4] y en el cuadrado Q = [0, 1] X [0, 1]. Mas recientemente, ver [32], los
resultados en [31] y [35] son complementados para valores de pardmetro de acople € > 1; alli se mantiene
la amplitud del rango para u y el espacio fase. En ese articulo, son mostrados algunos fenémenos dindmicos
no presentes en el marco considerado en [31] y [35].

3.2.  Acople logistico con influencia lineal

Esta clase de acoplamiento es definido por el sistema bidimensional de ecuaciones en diferencia:
n=1= n—1) T €Yn-
Xn = (1 = ) fu(xn-1) + €yny ns ). (11

ya=00- E)f,u(yn—l) + €Xp-1

donde u, € y f,, son como arriba. La descripcion asintdtica de sus soluciones se realiza mediante la familia
de endomorfismos de plano F, . : R* — R? dada por

Fue(x,y) = (1 = €)fu(x) + €y, (1 = €) fu(y) + €x). 12)

Este acoplamiento también ha sido objeto de diversas investigaciones, aunque no tan amplias y difundi-
das como el acoplamiento difusivo de la misma familia unidimensional f,, quizé ello se deba a la compleji-
dad del conjunto de puntos criticos de (12), su imagen y preimagen; lo cual es un elemento de relevancia para
empreder el estudio de su dindmica; aprovechamos para destacar que en [8] se hace una completa descrip-
cién geométrica de esas imdgenes y preimdgenes para endomorfismos cuadraticos del plano cuyo conjunto
critico es una hipérbola con un dnico punto critico del tipo cusp, que es justamente el tipo que conjunto
critico que despliega el acople (12). Conviene mencionarse que para esta familia de endomorfismos, y si-
milares con otro tipo de influencia lineal, se han estudiados propiedades relativas a: la estructura de ciertos
diagramas de bifurcaciones globales, la aparicién y apariencia de cuencas de atraccién mediante experimen-
tacién numérica, determinacion en el espacio de pardmetros de regiones donde los denominados exponentes
transversales de Lyapunov son negativos y su relacién con a estructura fractal de las cuencas de atraccién
detectadas; citamos por ejemplo [15], [21], [22] y [36], donde se encontrard con mayor precision algunas de
las propiedades estudiadas y mencionadas arriba. Se desconoce la existencia de curvas invariantes como las
que aparecen en el acoplamiento difusivo de la familia logistica.
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4. Endomorfismos con retardo C2-convexos

En el estudio de importantes problemas en distintas areas del conocimiento, véase por ejemplo [1], [2] y
[4], es frecuente el uso de modelos matemadticos expresados mediante ecuaciones del tipo

Xieen = ks X150+ 5 Xkn—1), K20 (13)

donde f es una funcién a valores reales definida en algin subconjunto de R”; estas ecuaciones son conocidas
como ecuaciones en diferencia con retardo de orden n, o simplemente, ecuaciones en diferencia con retardo

n-dimensional. Note que a partir de n datos iniciales xg, - - - , x,-1, la ecuacién (13) genera la sucesion
xl’l = f(x()".' ’xl’l—])’ xn+1 = f(xh”' ,xn), e
que es la solucion de esa ecuacidn con datos iniciales xg, - - - , x,—1. El problema fundamental de las ecuacio-

nes en diferencia con retardo es describir el comportamiento asintético de sus soluciones. Paul Montel en
[24] consider6 el endomorfismo F : R” — R” dado por

F(xo, -+, xp-1) = (x1, -+, X1, f (X0, -+, Xn-1)) (14)

para estudiar el comportamiento asintético de las soluciones de (13) en las proximidades de una solucién
estacionaria; esto es, una solucion (xy x>0 donde x; = @ paratodo k > 0. Al mapa F' se le denomina endomor-
fismo con retardo asociado a f. Es simple verificar que (x;)r>0 €s solucion de (13) si, y solo si, el conjunto
{(Xk, 5 Xgen—1) : k > 0} es la F-6rbita positiva del punto x = (xg, - , X,-1), FY0) = (e, -+ Xpant) para
todo k > 0. Asi, las soluciones de (13) estdn en correspondencia biunivoca con las 6rbitas positivas del
endomorfismo con retardo F'; ademas, la dindmica que describen las 6érbitas de puntos por F' se corresponde

con el comportamiento 1imite de las soluciones de (13). Observe que (xg, - - - , X,—1) €s punto fijo de F si, y
solo si,

Xo ==X =x = f(x,0 L, 0);
esto equivalente a que el grifico de f corte la diagonal de R™! en el punto (x, x, - - - , x); note que la sucesién

constante x es solucién estacionaria de (13). Luego es claro que F tiene tantos puntos fijos como intersec-
ciones tenga el grifico de f con la diagonal de R™*!. En particular, si f es C>-convexa, el endomorfismo F
tiene a lo mas dos puntos fijos.

En apariencia el conjunto de los endomorfismos con retardo de clase C" (r > 1) en R” luce pequeiio,
no obstante esto no es del todo cierto. En [29] (ver Theorem 3.1) se muestra que al considerar la topologia
C"-fuerte de Whitney en el conjunto de todos los endomorfismos de clase C” en R”", la proyeccioén de los
endomorfismos con retardo es un conjunto abierto en el espacio cociente de las clases de equivalencias por
conjugaciones topoldgicas.

El objetivo de esta seccién es doble; en primer lugar relataremos algunos conocidos resultados para la
dindmica de los endomorfismos con retardos en familias uniparamétricas en los que la funcién asociada al en-
domorfismo es C2-convexa, en particular describiremos las caracteristicas dinimicas para valores extremos
del pardmetro, con lo cual se extienden propiedades de la paradigmatica familia cuadrética f,(x) = x* — u:
para todo valor de u suficientemente negativo, la cuenca de atraccion de oo es todo R, mientras que para
valores suficientemente positivos de u el conjunto de puntos con 6rbita acotada para f,, es un conjunto de
Cantor restricto al cual la funcion f, es topolégicamente conjugada al shift unilateral en dos simbolos; ver
[18]. Por otra parte, propondremos algunos problemas que se enmarcan en este contexto de endomorfismos
C?-convexos con retardo.
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Sean f : R* — R una funcién C?>-convexay F : R" — R” el endomorfismo con retardo asociado
afrF(xy, - ,x,) = (X2, , Xn, f(x1,- -+, X,)), cualquiera sea (x;,---,x,) € R". Para cada u € R, sean
Ju = f — py su correspondiente endomorfismo con retardo F,. Observe que el grafico graph(f,) de f, es la
traslacion vertical del gréifico de f, existe por tanto u; € R tal que para todo u < uy, graph(f,) no corta la
diagonal de R™*!; por tanto F,,, con i < 1, no tiene puntos fijos. En ausencia de puntos fijos la dindmica del
endomorfismo C2-convexo con retardo es trivial, esta propiedad fue demostrada por Rovella y Vilamaj6 en
[34], también puede verse en [28]. Mds precisamente:

Teorema 3 ([34], [28]). Sean f : R" — R una funcion C*-convexa convexay F su endomorfismo con retardo
asociado. Si F no tiene puntos fijos, entonces el w-limite de todo punto es vacio; de hecho B.,(F) = R".

La demostracidén de este resultado estd basada en la construccién de una especial funcién de Lyapunov
con dominio en R”, su consecuencia se obtiene de la Proposicién 6. Es importante seialar que la conclusion
del teorema deja de ser cierta sin la hip6tesis de la C?-convexidad: el grafico de la funcién cuadritica dada
por f(x,y) = 2x*>+y?+4xy+1 no corta la diagonal de R3, sin embargo el endomorfismo con retardo asociado
tiene puntos periddicos de periodo 2. Variaciones de este teorema han sido mostradas en contextos diferente
al de endomorfismos con retardo; ver [6], [7] y [30].

4.1. Endomorfismos con retardos horizontales y verticales.

Rovella y Vilamajé consideran en [34] familias uniparamétricas de endomorfismos con retardo C?-
convexo en el plano: F,(x,y) = (3, fu(x,¥)), fu = f—p. En ese articulo se muestran interesantes propiedades
para este tipo de familias; de hecho, al considerar la topologia C2-fuerte de Whitney en el conjunto C*(R?)
de funciones de clase C? de R? en R se muestra la existencia de un conjunto abierto no vacio U en C2(R?) de
forma que para toda f € U existe un valor y; € R tal que, para cada u > u; valen las siguientes propiedades:

(a) El mapa F, tiene dos puntos fijos hiperbdlicos del tipo silla.

(b) La clausura Wy la variedad estable W, de uno de esos puntos fijos es difeomorfa al producto de un
conjunto de Cantor y una circunferencia;, mds aun, esa clausura es el complemento de la cuenca de
atraccion de oo.

Esencialmente el conjunto U es constituido por las funciones C2-convexas f para las que el infimo de
las derivadas de segundo orden d,, f(x,y) es suficientemente grande respecto de los valores absolutos de
las restantes derivadas de segundo orden de f. Esto hace que las curvas de nivel de f, sean curvas cerradas
(tipo elipses) mds alargadas en la direccion horizontal que en la vertical. Haciendo uso del conjunto C,
introducido en la Proposicién 4 anterior se verifica que

ﬂ F"(Cy) = Wy = R\ Boo(F).

n=0

Aunque los puntos en el conjunto Wfl tienen Orbita acotada, este conjunto contiene puntos errantes. En [34]
también se muestra que el conjunto no errante Q,, de F,, para valores de u suficientemente grandes, es dado

por Q, = (o F ”}(Wl‘}) y larestriccién de F,, a €, es topoldgicamente conjugado a un shift unilateral en dos
simbolos. Posteriormente en [28], en el contexto cuadraticoy C 2_convexo:

ﬂ,(x,y)=f(x,y)—;1=ax2+by2+cxy+dx+ey—y,a>0y4ab—cz>0
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se recrean los resultados de [34]; esto es, cuando el coeficiente b es suficientemente grande respecto de
los coeficientes a y |c|. Adicionalmente se hace un andlisis de la dindmica del endomorfismo con retardo
F, asociado a f, en el caso que las curvas de nivel de la funcion f sean mds verticales que horizontales,
analiticamente ello significa que a es suficientemente mayor que b y |c|. En esas condiciones es mostrado en
[28] el siguiente resultado

Teorema 4. Existe u; € R tal que para todo i > u, el conjunto no errante Q, de F, coincide con el
complemento de la cuenca de atraccion de oo 'y F, restricto a , es expansor y topolégicamente conjugado
al shift unilateral en dos simbolos.

Este teorema fue extendido en [30] a una clase especial de endomorfismos con retardo en R” (n > 2),
alli se introduce la nocién de funciones verticales f : R” — R como aquellas de clase C? para las cuales se
cumple

infonf(0) > ) supldif().

@p# *

Al considerar la topologia C?> de Whitney en el conjunto V(R") de funciones verticales, se demuestra en [30]
que hay un conjunto abierto no vacio U en V(R") de manera que para toda f € U el enunciado anterior es
vélido. Cabe mencionar que las funciones verticales no son necesariamente C2-convexas, sin embargo para
toda f € V(R") existen constantes ay, - - - , a, tales que la funcién g dada por

2 2
glxi, o xp) = f(x1, -+, X)) + a2X; + -+ ayx;,

si lo es. Ello es una adecuada herramienta para lograr una demostracién de los principales resultados en
[30]. Es importante mencionar que si f : R” — R es del tipo vertical, entonces para todo u suficientemente
grande, el conjunto C,, estd contenido en el interior del epigrafo de la funcién C?-convexa 8u = §—M, donde g
es como arriba. En este caso cada punto en C,, tiene exactamente dos preimdgenes contenidas en el epigrafo
mencionado y ubicadas a diferentes lados del conjunto critico del endomorfismo con retardo asociado a
Ju=Ff-n

En [33] se recurre a las ideas desarrolladas en [28] para introducir una nocién de funciones del tipo
horizontal en el contexto de funciones cuadréticas C2-convexas de R?; basicamente esta nocién se refiere a
funciones f : R® — R cuadriticas y C?-convexas tales que para todo u suficientemente grande, la intersec-
cién de C, con el paraboloide imagen del conjunto critico £ del endomorfismo con retardo F), asociado a
fu = f—peslaunion disjunta de dos anillos dispuestos a diferentes lados de £. En este contexto son demos-
trados resultados andlogos a los presentados en [34]. Si bien esta extensién de la horizontalidad es restricta
a R? y al mundo cuadritico, las ideas y técnicas expuestas en [33] contienen el germen de la generalidad
para un anlisis similar cuando la funcién cuadratica sea sustituida por una funcién C?-convexa f : R® — R
en la que inf,,cgs 02 f(w) es lo suficientemente grande respecto de sup,,gs |0;;f(w)| con (i, j) # (2,2), en tal
caso luce factible la veracidad de:

Existe u* € R tal que para todo u > u*, el endomorfismo con retardo F, asociado a f, cumple con las
siguientes propiedades:

(a) El complemento de la cuenca de infinito de F,, es homeomorfo al producto de una circunferencia y un
conjunto de Cantor en el plano, y es la clausura de la variedad estable de cualquiera de los dos puntos
fijosde F,.

(b) El conjunto no errante , de F, es igual a (,ez F;(C,,), es hiperbdlico del tipo silla con variedades es-
tables de dimension uno 'y la dindmica de F, a €, es topolégicamente conjugada a la del shift unilateral
en dos simbolos.
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Resaltamos que dar el paso de extender la horizontalidad de R a dimensiones mayores requiere un
poco mas de atencidn, incluso en el caso cuadratico; por supuesto pensando en la bisqueda de un resultado
como el de arriba esperado. Para funciones C2-convexas f : R” — R (n > 3), una condicién del tipo
inf\,ern 022 f(w) suficientemente grande respecto de sup,,cp. 10;;f (W), (i, j) # (2,2), no garantiza ni siquiera
que C,, N F,(£) sea un conjunto que extienda la naturaleza de esa misma interseccién en el caso que n = 3y
f sea cuadrética C2-convexa.
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Resumen

En este articulo se estudia la integrabilidad de un caso particular del sistema de ecuaciones diferenciales que describe
el comportamiento del Circuito de Chua ( Ver 1), para 8 > 0 caracterizamos todas las integrales primeras racionales
generalizadas de tipo Darboux y se muestra que el nimero de integrales primeras racionales generalizadas linealmente
independientes del sistema mencionado es como maximo la dimensién del subespacio vectorial minimo de R* que
contiene el conjunto:

{(ki,ko,ks) € R 1 KAy +kods + ksds = 0, (ki, ko, k3) # (0,0,0)}

Es decir, el nimero de integrales primeras racionales generalizadas del sistema son s6lo las calculadas, no hay otras.
Palabras claves:Integrabilidad de Darboux, Factor exponencial, polinomios de Darboux, Sistema de Chua,Integrales
primeras racionales generalizadas.

Abstract

In this paper we study the integrability of a particular case of the system of differential equations describing the behavior
of the circuit Chua (See 1 ), for 8 > 0 we characterize all its generalized rational first integrals, which contains the
Darboux type first integrals and it is shown that the number of functionally independent generalized rational first integrals
of system is at most the dimension of the minimal vector subspace of R? containing the set

{(ki, ko, k3) € R kA + kydy + k33 = 0, (ky, kp, k3) # (0,0,0)}

That is, the number of first integrals of system are only calculated , no other.

Keywords: Darboux integrability; exponential factor; Darboux polynomials; Chua system; generalized, rational first
integrals.
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1. Introduccion

El Método de Darboux es un método para construir integrales primeras de campos vectoriales polinomia-
les utilizando sus curvas invariantes algebraicas. Esto a través de la construccién de una funcién (denominada
funcién tipo Darboux) que juega el papel de factor integrante del sistema.

En este articulo se estudia la integrabilidad de un caso particular del sistema de ecuaciones diferenciales que
describe el comportamiento del Circuito de Chua, el sistema:

d
= = a0-hw)
b siox>1
dy .
— = x—-y+z h(x) =49 cx si |x <1 1
dt -b si x<-1
dz
i —By

. 0 teorico 9 Fun entos, tedricos
Beﬁll}/i[girécn f §ea @[x, y,(z]]algl an(l)flo e todos los polinomios con coeficientes en C.Decimos que [ €
Clx, y,z] es un polinomio Darboux del campo vectorial X si existe un polinomio K € C[x,y,z] tal que
Xf=Kf.

Definicion 2. El polinomio K = K(x,y, z) se denomina cofactor de f.

En nuestro caso trabajaremos con polinomios complejos de Darboux en sistemas diferenciales reales, ya que
con frecuencia la estructura compleja garantiza la existencia de integrales primeras reales y a veces si s6lo
se utilizan nimeros reales no es posible hallar todas las integrales primeras reales.

Definicion 3. Si f € C[x,y, z] es un polinomio Darboux , entonces f(x,y, z) = 0 es una superficie algebraica
invariante para el sistema de diferencial (1), es decir, si una orbita tiene un punto de la superficie f(x,y,z) =
0 toda la orbita estd contenida en ella.

Definicion 4. Un factor exponencial F(x, y, z) del campo vectorial X es una funcion exponencial de la forma
exp(g/h) con gy h polinomios en C[x, y, z] y satisfacen XF = ILF para algunos L € Clx,y, z] con un grado
alo sumo 2 .

Los factores exponenciales aparecen cuando algunos polinomios de Darboux tienen multiplicidad mayor
que uno.

Definicion 5. Una primera integral del sistema (1) se llama tipo Darboux si es una primera integral de la
forma:
Ap 4
LRy

donde fi, ..., f, son polinomios de Darbouxy F1, ..., F, son factores exponenciales.

Definicién 6. Sea U un subconjunto abierto en R3 tal que R3\U tiene medida de Lebesgue cero. Se dice
que una funcion real no constante H = H(x,y,7) : R® — R es una integral primera si H(x(t),y(t), 2(?)) es
constante para todos los valores de una solucion (x(t), y(t), z(t)) de X contenido en U, esto es XH,, = 0.

La existencia de una primera integral de un sistema diferencial en R* permite reducir su estudio en una
dimension. Esta es la principal razon para buscar integrales primeras.
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Definicion 7. Dos funciones fi(x,y,z2) ¥ fa(x,y,z) se dice que son independientes si sus gradientes son
vectores linealmente independientes para todo (x,v,z) € R excepto tal vez para un conjunto de medida
de Lebesgue cero. Si el Campo de vectores X tiene dos integrales primeras independientes H, y H,, se
puede decir que es completamente integrable. En este caso, las orbitas de X estdn contenidas en las curvas
{H(x,y,2) = hy} N {Hy(x,y,2) = hy} donde hy, hy varian en R.

Definicion 8. Se define una funcion racional generalizada como el cociente de dos funciones analiticas.

. Analisis de resultados o Resultados y analisis
31 . ?ntegm?les Ejrimeras de %po ba}qbou§
Se define el espacio de vectores X asociado a (1) como:

0 0 0

X= - h(x)]— - — — By—
[ay = ()] o= + (x =y +2) o Pyy,
Lo que sigue es nuestro resultado principal para el sistema (1) con 8 > 0

Teorema 1. La iinica integral primera racional generalizada del sistema (1) se calcula teniendo en cuenta:

i) SiB < 1/4, son funciones en las variables

i A |

Z+x

lz + x|

rn

Y
x 12

Donde ry y r» son las raices reales distintas de 8s*> — s + 1.
ii) SiB = 1/4, son funciones en las variables

[ 1
el

Donde r es una raiz real doble de s> — s + 1.
iii) SiB > 1/4, son funciones en las variables

B Br ]

e+ X|E[Y/(z +x)—r

Ws—1y 12 1 2Bs - 1
‘(\/%) +1‘ (Z+X)E[\/ﬁ arctan(ﬁ)}

Nota :¢* = E(x)

Demostracion
Consideremos el sistema (1) con 8 > 0, es decir: x = a(y — h(x)),y=x—-y+2z,2= -0y

odemos expresar y cComo dz_dzdy —By, entonces
p p y dt - dy dt - y’
dz _ By
dy T ox-— y+z
(x—=y+2dz+pydy =0 )
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La ecuacion diferencial (2) se puede convertir en homogénea a través de las sustituciones:

zZ = u-x
y =V
Que se obtienen teniendo en cuenta la solucién del sistema
z = y—-x
y =0

en el punto (0, —x)

Luego, (2) queda:
(=v+u)du+ Bvdv =0

Sea v = su, entonces dv = uds + sdu. Entonces (3) queda convertida en:

(—su + w)du + Bsu(uds + sdu) = 0

o fte
u J Bs2-s+1

La integral del miembro izquierdo de (4) se resuelve teniendo en cuenta lo siguiente:

separando variables se obtiene:

o ar . 1+4/1-48 1-4/1-48
2 : _ _
1) Sif< 1/.4, Bs” — s+ 1 tiene dos raices reales r; = YN =
La ecuacioén (4) queda:
r
y
I
Z+x
Inlz + x| = — B In =
rn—n I
+x 2
Entonces,
n
y
S|
Z+x
__B m[ =+ Injz+
rn—n J o
2

es una integral primera racional generalizada del sistema (1). Por lo tanto

K=EH)=l|z+x|

r

r
y =)
z+x_r1’ ]("1-@

Z=

ii) Si=1/4,ps> — s+ 1 tiene una raiz doble r € R,r = 5.
Aquli, la ecuacién (4) queda:

ln|u|=—ﬂln' Y —r‘+ yﬁr
Z+x [z 7l
Entonces,
H:ﬁln‘i_ ‘_ y’Br +1Inlz + x|
z+ [£ - 7]
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es una integral primera racional generalizada del sistema (1). Por lo tanto

B B
K = E(H) = |Z+Lx - r‘ Iz + x|E[m]

iii) Sig > 1/4.
Bs

En este caso, las raices r; y r, del polinomio 8s>—s+1 son complejas, entonces, la integral f 5 1
-5+

la resolveremos asi:

f Bs J _f Bs
Bt —s+10 " ) plis— Ly &

A8 ¢
_ B’
st
(\/2Bs-1
2Bs—1
_ 28 Vap-1 ds 28 \/4/3 ds
\/45— 2551)2_'_1 \/4,8— 2ﬁr1)2+1
2Bs 1 2Bs — 1
= 1
) ’( \/‘W) + ‘+ marctan( \/m)

Reemplazando ahora en (4):

285 -1 285 - 1
Injz+x| = —51 |(\/4SB——) +l|— 4ﬂ_]arctan(\/£%)
Entonces 1 285-1 1 2Bs - 1
H = §1n|(\/ﬁ) + 1' + \/ﬁarctan(\/ﬁ)+ln|z+)€|

es una integral primera racional generalizada del sistema (1). Por lo tanto :

K=EH) = '(f/’isT;_ll)z + 1| (z+ x)E[ \/_ arctan( 3‘;—11)]

Teorema 2. Supongamos que el sistema diferencial (1) tiene a p como un punto singular y sean Ay, A
y A3 los valores propios de la parte lineal del sistema (1) en p. Entonces el niimero de integrales prime-
ras racionales generalizadas linealmente independientes del sistema (1) es como mdximo la dimension del
subespacio vectorial minimo de R? que contiene el conjunto:

(ki ko k3) € RY 1 KAy + kada + k3ds = 0, (ky, ko, k3) # (0,0, 0)}

Demostracion

Este teorema sirve para mostrar que el nimero de integrales primeras racionales generalizadas son sélo las
calculadas en el teorema anterior, no hay otras.
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En primer lugar observemos que el punto singular del sistema (1) es (0,0,0). Los valores propios 4, A,
y A3 de la matriz jacobiana del sistema (1) en el punto singular se relacionan a través del polinomio

p(A) = 2 + (ac+ DA% + (ac — @ + f)A + afc

de donde:

-Sia=0

-1+ 4/1-4
A1 =0,23= fﬂ
Por lo tanto k;A; + kx Ay + k3 Az = 0 es equivalente a

ka(=1+ /1 =48) + k(=1 — /1 -4B8) =0
O en otras palabras:
k -1-41-4
2 I s 5)
ks -1+ 4/1-48

Es evidente que el lado izquierdo de (5) es un niimero racional (una vez que ky,k3 € Z) y que la
eleccion de 8 de una manera conveniente el lado derecho de (5) es irracional. Por lo tanto (5) no
puede sostenerse para esta eleccidon conveniente de . Por tanto, para este punto singular (0,0, 0), la
dimensién del subespacio vectorial minimo de R* que contiene el conjunto

{(ki ko, k3) €R? 0 kidy + kada + kads = 0, (ky, k2, k3) # (0,0,0)}
es claramente uno, generado por (k;, 0, 0). Asi se deduce de este teorema que el sistema

dx
dt

dy
dt

1l
=
|
<
+
2\l

dz

dt

puede tener solo una integral primera racional generalizada, que debe ser una funcién de H.
-Sic=0

-1+ 4/1-4
A1 =0,23 = fﬁ
Por lo tanto kjA; + kx Ay + k3 Az = 0 es equivalente a

ka(=1+ \[1-4B) + k(=1 — /1 -4B8) =0
O en otras palabras:
ky — —1-+1-48

K _ 6
ks 1+ 1-48 ©
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Es evidente que el lado izquierdo de (6) es un nimero racional (una vez que kp, k3 € Z) y que la
eleccion de B de una manera conveniente el lado derecho de (6) es irracional. Por lo tanto (6) no
puede sostenerse para esta eleccion conveniente de 5. Por tanto, para este punto singular (0,0, 0), la
dimensién del subespacio vectorial minimo de R? que contiene el conjunto

(ki ko k3) €R® 1 ks + kada + ksds = 0, (ky, ko, k3) # (0,0, 0)}

es claramente uno, generado por (ki, 0, 0). Asf se deduce de este teorema que el sistema

d
o= ab-h()

d b si x>1
Do x—y+z hx)={ 0 si <1
dt b si x<-1
dz

il —By

puede tener solo una integral primera racional generalizada, que debe ser una funcién de H.
Con ésto se completa la demostracion del teorema anterior.
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4. Conclusion

En este articulo se muestra que la unica integral primera racional generalizada de tipo Darboux del
sistema (1) se calcula teniendo en cuenta:

i) Sif < 1/4, son funciones en las variables

n

y _
N

lz + x|

rn

(=)
|

Y
x 12

Donde r; y r, son las raices reales distintas de s> — s + 1.
ii) SiB = 1/4, son funciones en las variables

1
J
7+x

Donde r es una raiz real doble de 85> — s + 1.
iii) SiB > 1/4, son funciones en las variables

B
|z + xlE[

Br ]
y/(z+x)—r

WBs—1\ 12 1 285 -1
|(\/%) +1| (Z+X)E[\/ﬁ arctan(ﬁ)}

Y se muestra que el niimero de integrales primeras racionales generalizadas linealmente independientes del
sistema mencionado es como médximo la dimensién del subespacio vectorial minimo de R* que contiene el
conjunto:

(ki kyk3) €RY 1 kyAy + kady + ksdz = 0, (ky, ka, k3) # (0,0, 0))

Es decir, el nimero de integrales primeras racionales generalizadas del sistema son s6lo las calculadas, no
hay otras.
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Sobre una propiedad equivalente a la condicion de pesos A,
para el operador maximal de Hardy-Littlewood

About a property equivalent to A, weight condition for the
Hardy-Littlewood maximal operator

Alvaro Corvalan

Instituto del Desarrollo Humano, Universidad Nacional de General Sarmiento, Argentina

acorvala@ungs.edu.ar

Resumen

Recientemente se ha observado que para un peso w la desigualdad puntual para operadores de Hardy-Littlewood
Mf(x)’ < C-M,(fI’)(x), que es consecuencia del tipo débil (p, p) respecto de un peso w en realidad es equiva-
lente a la acotacién débil (p, p). Aqui proporcionamos una demostracién nueva y elemental de dicha equivalencia que, a
diferencia de las demostraciones existentes, no requiere apoyarse en resultados de cubrimientos.

Palabras claves: Hardy-Littlewood Maximal Operator A, Classes Weight Functions

Abstract

The inequality M f(x)” < C - M, (|f]”) (x), for a weight function w, is a consequence of the weak type (p, p) for the
Hardy-Littlewood maximal operator from L” (w). A recent result shows that the inequality also implies the weak type
(p, p) so, in fact, both conditions are equivalent. Here we give a new an elementary proof of the equivalence that, unlike
existing demonstrations, it requires no covering properties.

Keywords: Operador Maximal de Hardy-Littlewood clases A, funciones de pesos

1. INTRODUCCION

Los pesos que cumplen las condiciones A, tienen muchas propiedades interesantes relacionadas con la
acotacién de operadores, y dichas clases tienen una rica estructura que en particular habilitan importantes
resultados de extrapolacion para distintas familias de operadores y clases de pares de funciones.
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Aqui entenderemos por cubos siempre a cubos de R" con lados paralelos a los ejes coordenados (es decir
que serdn el producto cartesiano de n intervalos de R de 1la misma longitud. Y notaremos |Q| al volumen de
dichos cubos.

Comenzamos por algunas definiciones:

Entendemos por un peso w una funcién medible, no negativa y localmente integrable w : R* — R. Como
es de uso frecuente, dado un conjunto medible E, a veces denotaremos w(E) = f w (x) dx. Para evitar casos

triviales asumiremos que w es no nula en algin conjunto de medida positiva -fie lo contrario w seria nula
para casi todo x € R".

Notaremos L1 . (R"), 0 a veces sencillamente L1 .» alas funciones medibles Lebesgue tales que para todo
conjunto E de medlda finita vale fE f(x)dx < funcwnes localmente integrables-.

El estudio de los pesos, y en general de los pesos A, -que enseguida definiremos- estd ligada fuertemente
al estudio de la acotacién del operador de Hardy-Littlewood M que se define de la siguiente manera.

Definicion 1. Dada una funcion f € Llloc (R™), definimos

Mf(x)—sup@ f Ol dy )

Definicion 2. Dada una funcion f € L,oc (R™), definimos

Mf(x) = Sup 0] flf(y)ldy @

donde Q es la familia de cubos cuyo centro es Xx.

Observacion 3. En distintos textos -e incluso en distintos apartados de un mismo texto (confrontar, por ej.
[9])- se llama funcion maximal de Hardy-Littlewood a M f 0 a M f (0 a operadores andlogos reemplazando
los cubos por bolas de R"), y de hecho en diversos articulos se denota M f lo que aqui llamamos MCf. Sin
embargo, para las cuestiones que nos ocupan aqui ambos operadores son esencialmente intercambiables de-
bido a que son puntualmente equivalentes: T1 y T, se dicen puntualmente equivalentes si existen constantes
positivas Ay B -que no dependen de x ni de f, solo de la dimensién n- tales que Vf € L} yV¥xeR",

loc

A-Tof () <T1f (x) < B-Taf (x)

En tal caso escribiremos T = T,. Claramente =~ es una relacion de equivalencia. De hecho con M 'y M*
esto sucede para A = 1y B = 2", en efecto, que M f (x) < M f (x) es evidente ya que los cubos centrados
en x es una subfamilia de todos los cubos a los que x pertenece, de modo que

— d — d
Slelpx IQ|f|f(y)l ly < su1z|Q|fIf(y)l y

, por otra parte, dado x 'y un cubo cualquiera Q con x € Q, si tomamos Qx el cubo centrado cuyo lado es el
doble del lado del cubo Q estd claro que Q C Q y que |Qx| = 2"|Q| de modo que

1 1
L f Ol dy < 2"~ f FOldy < 2"MCf ()
o) 5] J
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. Como esto vale para todo Q > x tenemos que M f (x) < M f (x). Es decir
Mf(x)<Mf(x)<2"-Mf(x) (3)
, por lo tanto M ~ M°.

Observacion 4. El operador M, lo mismo que M° y varios otros operadores similares, aunque no es lineal,
es un operador sublineal: Un operador T que va de un espacio vectorial de funciones medibles en otro
espacio de funciones medibles a valores complejos reales-, diremos que es sublineal si para cada par de
funciones 'y g en el dominio de T vale que |T (f + g)| < |T f|+1|Tgl, y vale que |T (af)| = |||T f| para todo
aeC.

2. LA ACOTACION DEL OPERADOR M

Dada una medida u se trata de determinar para cuales espacios L? (u) el operador f — M f esta acotado
o al menos satisface una condicién similar pero mas débil. Definamos mas formalmente estas cuestiones:

Definicion 5. Si (X, u) y (Y,v) son espacios de medida, un operador T que va de L? (1) en L? (v) se dird que
es de tipo fuerte (p, q) si es un operador acotado de L? (1) en L1 (u), es decir si para toda f € L (u) resulta
que T f € L1(v) y existe una constante positiva C tal que

T sy < C S llog 4)
para toda f € L? (i). La menor de tales constantes C es llamada la norma de operadores de T.

Observacion 6. Si g < oo la desigualdad (4) queda asi:

1 1
( f |Tf(y)|qdv)q < c( f |f(x>|"dﬂ)” )
Y X

Puede verse entonces que como para todo A > 0 vale que

1 1
Ay eY: TfWI>A1=Q@v{yeY ITfI>a"he <

1 1 1
( f Mdv)q < ( f ITf(y)I"dv)q < ( f |Tf<y>|qdv)q
AT f)I7>A9) AT f)I7>A9) Y

entonces si T es de tipo fuerte (p,q) con q < oo, debido a la desigualdad (5) tenemos que existe C > 0 tal
que para toda f € LP (1) y para todo A > 0 vale:

1
1 1
(ly €Y ATf O > T < c( f f o du)p ©)
X
lo que motiva la siguiente:

Definicion 7. Si T es un operador que va de L” (1) en las funciones medibles respecto de u, decimos que T
es de tipo débil (p, q) con q < oo si existe una constante positiva C tal que para toda f € L? (i) y para todo
A > 0vale la desigualdad (6).
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Observacion 8. Para el caso g = oo cabe recordar que g € L™ (v) si y solo si existe una constante k con
O<k<ocotalquev({yeY :|gl >k} =0ylglli es el infimo de tales k. Env({y € Y : |g(y)| > k}) =0
identificamos los tipos débil y fuerte es decir T es de tipo débil y fuerte (p, o0) siy solosiT : LP (u) — L™ (v)
es un operador acotado, es decir si existe C > 0 tal que para toda f € LP (i) vale

IT Aoy < CllAlL

De modo que a partir de las observaciones y definiciones precedentes es inmediato que si 7 es de tipo
fuerte (p, g) entonces T también es de tipo débil (p, g). En general para g < oo la reciproca no es cierta, y un
operador de tipo débil (p, g) puede no ser de tipo fuerte (p, g). Por ejemplo M es de tipo débil (1, 1) pero no
de tipo fuerte (1, 1).

En R” es interesante la caracterizacion de aquellas medidas u para las que M es de tipo fuerte (p, p), o
al menos de tipo débil (p, p), respecto de .

Pero en tales casos resulta que la medida y tiene que ser absolutamente continua respecto de la medida
de Lebesgue (ver [1]) por lo tanto du(y) = w(y)dy para un peso w tal que para E medible Lebesgue vale que
w(E) = 0 siy solo |E| = 0 -donde |E| es la medida de Lebesgue de E- y podemos siempre referirnos a las
medidas dadas por un peso como funcién de densidad, y los espacios L” (dw) se notan usualmente L” (w).
Asi que en definitiva nos interesan la acotaciones tipo fuerte (p, p) o tipo débil (p, p) respecto de w, es decir,
para p < oo si:

1
(f Mf(x)”w(x)dx)p < c(f f(x)pw(x)dx)p

para cierta C > O y para toda f € L? (w) -tipo fuerte (p, p)-, o si por otra parte:

1
w{xeR" : Tf(x)>A)r §C(f f(x)”w(x)dx)p 7
R’l

para cierta C > 0, para toda f € L? (w), y para todo 4 > 0 -tipo débil (p, p)-.
Cuando un operador satisface la desigualdad (7) para toda f € L? (w) decimos que es de tipo débil (p, p).
Es decir que el tipo fuerte (p, p) implica el tipo débil (p, p), y la reciproca en general no es cierta.

Observacion 9. Si w es un peso tal que w(E) = 0 si y solo |[E| = 0 es inmediato de la definicion de
M que M fllon < Wfllisqy de modo que M es de tipo débil y fuerte (oo, 00) con norma de operadores
menor o igual que 1. De hecho tomando la funcion caracteristica de un cubo: f = y¢ es fdcil ver que
1M flloay = 1fllzoqey = 1 de modo que la norma de M en el caso (o0, ) es 1.

Observacion 10. Aunque el tipo débil (p, p) no implica en general el tipo fuerte (p, p) hay situaciones
interesantes en que si ocurre, lo cual es importante, porque usualmente es mds fdcil demostrar que un
operador es de tipo débil. Por ejemplo, para el operador M sucede que el tipo débil (p, p) para p > 1
respecto de un peso w nos asegura que existe un € > 0 tal que M es de tipo débil (p — &, p — €), y esto, junto
con la observacion anterior de que M es de tipo débil (oo, o) nos pemite asegurar que, de hecho, M serd de
tipo fuerte (p, p), usando una técnica de interpolacion que permite probar acotaciones de tipo fuerte para
valores de p intermedios entre pyy p1 con 1 < pg < p < p1 < oo si un operador sublineal T es de tipo
débil para (po, po) y de tipo débil (p1, p1). El resultado fue anunciado en 1939 ([6]), mencionando que la
demostracion se publicaria en un articulo posterior por Josef Marcinkiewicz quien fallecié poco después
durante la segunda guerra mundial. Quince afios después Anthony Zygmund publico una demostracion
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completa -[7]-, y se hallaron posteriormente numerosas generalizaciones -ver, p. ej. [8]-. De hecho, ya el
resultado original permite interpolar entre (po,qo) y (p1,q1) con 1 < pg<p<p; <ocoyl<gy<g<gq; <
o0, pero en este articulo nos alcanza con la siguiente version.

Teorema 11. (de Interpolacion de Marcinkiewicz) Sean (X, u) y (Y, v) espacios de medida, 1 < py < p; < oo,
T un operador sublineal que va de LP° (u) + LP' (u) en las funciones medibles en (Y,v) tal que T es de tipo
débil (po, po) y de tipo débil (py, p1). Tenemos entonces que T es de tipo fuerte (p, p).

La demostracion de este resultado de interpolacién, usando s6lo conceptos habituales de medida e inte-
gracion, puede encontrarse, por ejemplo, en [9] (Cap 2, Teo. 2.4).

Definicién 12. Decimos que w estd en la clase A, para 1 < p < oo si existe una constante positiva C > 0
tal que para cualquier cubo Q se cumple que

p—1

1 1 =1
— il -1
0] Qj‘w(x) dx 0] Qj‘w(x)l’ dx <C ®)

Para p = 1 decimos que w estd en A si existe C > 0 tal que

% <C-wx) ©))

para casi todo x € Q. Equivalentemente w estd en A, si existe C > 0 tal que
Mw(x) < C - w(x) (10)

para casi todo x.
Tanto para las definiciones de las clases A, con p = 1y con p > 1 denotamos [A,] a la menor constante

1 1 L
C que verifica las desigualdades 8,9, o 10. Es decir que [A,] = sup ([@ fw (x) dx] [@ fw (x)p-1 dx] ]
e 0 (o)

(es fdcil ver a partir de la definicion de M que si w fuera nula en
(o8]

un conjunto de medida positiva entonces 9 o 10 sélo puede valer si w = 0 en casi todo punto).

M
sip>1,yparap =1es[A] = H—W'
w

Por un conocido teorema debido a Benjamin Muckenhoupt para n = 1 y Ronald Coifman y Charles
Fefferman para n > 1) la condicién A, es equivalente al tipo débil para 1 < p < co. (ver [1]y [3]).

Usando el resultado de interpolacién de Marcinkiewicz resulta que el dltimo teorema implica que si
w € A, entonces M es de tipo fuerte (p, p) para todo p > pg. Pero en realidad, si py > 1 puede probarse
que si w € A, no s6lo es de tipo débil (po, po) sino también de tipo fuerte (pg, po). Eso se debe al siguiente
resultado:

Teorema 13. (A, = A,_;)

Siw € Ay, con pg > 1 entonces w € Ap . para algiin e con 0 < & < pg — 1.

La demostracion puede hallarse, por ejemplo, en [5] o [9]. Esencialmente se apoya en el hecho de que
si w pertenece a alguna clase A, entonces satisface, para algin & > 0y alguna constante positiva C una

desigualdad de la forma:
1
o L) =i )
— | w'® <C— | w
(IQI 0 101 Jo
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Estas desigualdades se conocen como desigualdades de Holder inversas -debido a que la desigualdad opues-
ta vale con constante C = 1 como consecuencia fdcil de la desigualdad de Holder usual-.

También puede plantearse, en términos del operador maximal de Hardy-Littlewood ponderado respecto
de w, M,, f, otra condicién que recientemente se observo (ver [2]) que también es equivalente a la condicién
A,. Definamos M,, f:

Definicion 14. Sea f localmente integrable respecto de w, definimos el operador maximal de Hardy-Littlewood
ponderado respecto de w

Mof ()= sup f WOy (11)

w(Q)

Siw (Q) = 0 la expresién f |fO)| w(y)dy se interpreta como 0.

(Q)
Claramente siw = 1 es M,, M
De manera similar a la definicién de M¢ podemos definir también un operador maximal centrado ponde-
rado respecto de w, que notaremos M;,:

Definicion 15. Sea f localmente integrable respecto de w, definimos el operador maximal de Hardy-Littlewood
centrado ponderado respecto de w :

Mif ()= sup f O W)y (12)

w(Q)

Observacion 16. A diferencia del caso de M 'y M¢, en general los operadores M,, y M, no son equivalentes
salvo que w cumpla alguna condicion adicional. Claramente M, f (x) < M,, f (x) pero no siempre existe una
constante B > 0 que asegure que M,,f (x) < B.M{, f (x). Una propiedad que permite conseguir asegurar la
ultima desigualdad es que w sea un peso duplicante: Decimos que w es duplicante si existe una constante
positiva c tal que para todo cubo Q vale que w(2Q) < c.w(Q) donde llamando 2Q al cubo que tiene el
mismo centro que Q'y el doble de su lado. Luego si w es duplicante entonces M,, = M,.

Es facil ver, a partir de la definicion de las clases A, que si w € A, entonces existe una constante positiva
¢ > 0tal que Mf(x)? < c- M, (|fI”) (x). En efecto, si p = 1 tenemos que para w € A; por la desigualdad 9

) < C - w(x) en casi todo punto, y entonces para cualquier Q vale que

vale que existe C > 0 tal que i

¢

dy < 10 gy = f J
7 f Fody < f I Cw o) iy = [ VoI )dy

, de donde tomando supremos sobre Q se obtiene M f(x) < ¢ - M,, (f]) (x).
Por otra parte, para p > 1, aplicando la desigualdad de Holder respecto de la medida w(y)dy, y utilizando

-1
que para p’ talque — + — =l valeque 1 — p’ = p— y que ﬁ, = p—1, y usando la condicién A, dada en
p p p- 4

la definicién de arriba a tenemos que

1
= Qf -1y = o f FO =)y
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1
p

< o f o v | [ (— woy|
(0]

<=

IQI”

f L FOIP w(y)dy w(y)‘ ' dy J
pP—

1
1

-3 lQV,lflf(y)I”W(y)dy [worrTay
0

p-1

1 1 =1
— p dy-| — -1 4
< |Qlflf(y)l w(y)dy |ngfW(y)P 'y

r 4
IQlf FONwO)dy— f O w () dy
2

, y tomando de nuevo supremos sobre los cubos, tenemos:

Mf(x)P <C-M, (f1")(x) 13)

Es decir, revisando el razonamiento lo que vimos es que las condiciones A, implican, en cada cubo Q' y
para toda f localmente integrable, desigualdades locales de la forma

P

1
— » 14
IQ|Qf|f(y)|dy < (Q)flf(y)l w(y)dy (14)

; y de alli obtuvimos las desigualdades puntuales 13, tomando supremos sobre los cubos.
Por otra parte puede verse que si vale en cada cubo la condicion 14 entonces w € A,: En el caso
p = 1 para cualquier x del interior de Q tomamos una familia de aproximantes de J,, por ejemplo f, dada

1
por f(y) = TN

pequeio para que Q, C @, de modo que 14 para p = 1 implica que

IQlf oY Y=g (Q) |QX|XQA@> W) dy

(), donde y o, son caracteristicas de cubos centrados en x de lado lo suficientemente

, es decir

T fXQ* OB C G fXQ* OOy
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luego . R
|@@Mg“ M@@%[Mw@
de donde w(0) |
|@“@xf o
y como vale para todo cubo Q, centrado en x de lado suﬁmentemente pequefio tendremos
"L

para todo x que sea un punto de Lebesgue de w, por lo tanto eso serd para casi todo x € Q ya que un peso w
es localmente integrable (-ver, p. €j. [4], Teorema 7.10-), es decir w € A;.

, 1 1
Para p > 1, tomando f = w'™”" y usando que si — + — = lvale que p+ p’ = p- p’ tenemos que

fP = wPPP" = wP=P*P) = =P y reemplazando en la desigualdad 14 nos queda

p
1 1 ,
C——-: P d
IQIfW(y) <CL0 w» ™ w)dy
o
, y de alli, multiplicando y dividiendo por |Q] :
P

1 @|1Lf iy
|gfww @lia) "

y entonces
p-1

1 1-p’
% |—Q|fw(y) dy <C
(4]

-1 - .
yusandoque 1 — p’ = 1 yw(Q) = fw (y)1 dy obtenemos 8 es decir que w € A,,.
p- 0

3. EQUIVALENCIA DE LA DESIGUALDAD PUNTUAL CON LA CONDICION A p

Como mencionamos, debido al resultado de Muckenhoupt y Coifman-Fefferman mencionado previa-
mente se tiene que (8) -y por lo tanto también (14)- son equivalentes al tipo débil (p, p) para p > 1 y al tipo
fuerte (p, p) para p > 1, y una consecuencia bien conocida la desigualdad puntual M f(x)? < C-M,, (|f|") (x)
-inmediata, como vimos, tomando supremos en 13-, es decir se tienen los siguientes teorema y corolario:

Teorema 17. Sea w un peso en R", y 1 < p < oo son equivalentes las siguientes condiciones:
i) M es de tipo débil (p, p) respecto de w, es decir:

1

/lw({xE]R"'Mf(x)>/l (f f(x)pw(x)dx)
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para cierta C > 0, para toda f € L? (w), y para todo A > 0.
ii) w € A, esto siginfica que para cierta C > 0:
sip>1:
p-1

1 1 =1
— | w(x)dx —fwxl’—‘dx <C
IQIf Cdxl i J v
o o
para todo cubo Q,
ysip=1:
Mw(x) < C - w(x)

para casi todo x.

iii) w satisface:
P

1 1
— d C——- i d

para cierta C > 0, para todo cubo Q y para toda f localmente integrable.

Corolario 18. Si w es un peso que satisface cualquiera de las condiciones del teorema anterior entonces
para toda f localmente integrable y para casi todo x vale que:

Mf(x)? <C- M, (fI") (x)

Observacion 19. Una consecuencia elemental del teorema que nos conviene mencionar es que si se satisfa-
ce cualquiera de las condiciones i), ii) o iii) entonces w es duplicante. Como las condiciones son equivalentes
basta usar cualquiera de ellas, por ejemplo, a partir de iii), tomando 2Q en la desigualdad, con f = xo

tenemos »

1 1
@fXQ()’)dy < CWQ) fXQ(Y)"W()’)dy
20 20

, y usando la definicion de x o y que en R" es [20| = 2" |Q| queda

(IQI )p<c 1 w0)
20l w2O)

de donde simplificando |Q| y despejando se obtiene

w2Q) <k -w(Q)
conk =2"C.

Notacion 20. Para aligerar la notacion, dado p > 1, llamemos a la condicién iii) del teorema: Condicion
Maximal Local y notémosla CML,, y a la consecuencia del corolario la llamaremos Condicion Maximal
puntual y la notaremos CMP,,. El teorema precedente 'y su corolario pueden entonces enunciarse de manera
abreviada como:

(Débil (p.p) © A, & CML,) = CMP,
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Observacion 21. Se puede demostrar que, para p > 1, si M es de tipo débil (p, p) entonces M es de tipo
fuerte (p, p) -y la reciproca ya vimos que es inmediata-, de modo que en el caso p > 1 la condicion i) se

puede enunciar como
1 1

( Mf(x)”w(x)dx)p < c(f f(x)”w(x)dx)p
RVI n

y tenemos para p > 1 :
(Fuerte (p,p) & Débil (p,p) & A, & CML,,) = CMP,

La equivalencia entre las condiciones ii) y iii) del teorema las hemos probado en los parrafos anteriores,
y que i) equivale a ii) es el resultado de Muckenhoupt y Coifman-Fefferman (ver también [5] Teorema IV
2.1 y observaciones posteriores).

. Cabe destacar que las demostraciones de que ii) o iii) implican i) son en general considerablemente
mas dificiles véase, por ejemplo, [3], o [5] o también [9], mediante una descomposicién de tipo Calderén-
Zygmund.

En un trabajo bastante reciente ([2]) los autores muestran que la condicién del corolario, M f(x)? <
C - M, (IfI”) (x), aparentemente mas débil que i), ii) y iii) es en realidad equivalente a ellas, de modo que se
tiene

Fuerte (p, p) & Débil (p,p) © A, & CML, & CMP,

. La prueba de [2] requiere, en primer término, mostrar que la condicién CM P, implica directamente que
w es duplicante, de allf resulta que M,, es equivalente a M, y luego se alude a que el operador maximal
ponderado M;, es de tipo débil (1, 1) lo que se puede probar usando lemas de cubrimientos, por ejemplo (ver
[9]), el Lema de Besicovitch (que es un resultado profundo que se apoya fuertemente en la geometria de R”
y en el hecho de usar una base de cubos centrados). Luego, usando de nuevo la condiciéon CM P, resulta que
M es de tipo débil (p, p).

A continuacién presentamos nuestro resultado principal que es otra demostracién de la equivalencia de
CMP), con las demds condiciones que no requiere apoyarse en ningiin tipo de lema de cubrimiento. Es la
siguiente proposicion que demuestra directamente que CMP,, implica la condicion A, (y la reciproca sale
deque A, = CML, = CMP,).

Observacion 22. Como en todo el articulo cuando hablamos de cubos se trata de cubos con lados paralelos
a los ejes coordenados.

Teorema 23. Sea w es un peso que satisface la condicion CMP), es decir que para cada x vale que:
Mf(x)P < C- M, (IfI) (x) entonces:

a) Si Qo y Q1 son cubos contiguos por un vértice entonces w (Qg) = w (Q)), esto es que existen constantes
positivas Koy y Ky -independientes de Qo y Q1- tales que w(Qp) < Ki -w(Q1) y w(Q1) < Ko - w(Qop).

b) w es un peso que satisface la condicion CML,, es decir:

P
1

1
— d - I d
|Q|Qf|f(y)| y SCW(Q)Qflf(y)I w(y)dy

para cierta C > 0, para todo cubo Q y para toda f localmente integrable.
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Demostracion.

a) Para ilustrar la notacién observemos el dibujo en R? con Q; contiguo a Qq por abajo y la izquierda
-pero la situacién es similar con cubos contiguos por cualquier vértice en R”

-, ¥ QO es el menor cubo que
contiene a Qo y O1:
6 ~ 9_ - _;
| <6 |
+—1
Q,

Consideremos x el vértice de Qo opuesto a x;, donde x; es el vértice compartido por Qp y Q1. Como w

satisface la condicién CM P, para toda f € L,OC y para todo Q > x vale que:

P

3 f FOldy| < MfGY < C- M, (7))

. Para f = y,, la funcion caracteristica del cubo Q; tenemos que

1

M (f17) () = sup f O w()dy = sup—=w (01 0))
Osx W Q O3x W

Ahora si Q N Q1 = 0 entonces w (Q N Ql) 0, de modo que basta considerar el maximo entre aquellos

cubos Q > x que intersecan a Q. Pero si Qn 01 # 0 entonces x; € Q y como x € Q tenemos que {x, x;} C Q

y siendo x y x; vértices opuestos de Oy tenemos que Qp C Q Luego, observando que |Q| 2"101] (ya que
el lado de Q es el doble del lado de Q)

p

1 _lel_leng |1

o H - |a‘ ‘Q| fXQldy < Mf(x)p
0

w(0Nn01)  wio
<C-M, (fI")(x) < <.
< 1117 (x) < ZI; ) < W (00)

Luego, con constante K; = 2"C, que depende solo de n y de la constante C de la condicion CMP, de w
tenemos:

w(Qo) < K -w(Q1)
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Pero con un argumento similar, tomando en cambio como x el vértice de Q; opuesto a xi, (es decir el inferior
izquierdo, en el ejemplo) y usando f = y, obtenemos de manera andloga una constante K -de hecho puede
tomarse Ky igual a K- tal que:

w(Q1) < Ki - w(Qo)

Por lo tanto

w(Qo) = w(Q1)

b) Sea ahora un cubo cualquiera Q. Con la notacién de a) tomemos Q; = Q, y sea ahora f cualquier
funcién localmente integrable y usaremos CMP,, para f - xo, y para x el vértice del cubo Qy opuesto a x;
donde Q() N Q] = {X] }

Como (f - xg,) () = 0siy ¢ O, para cualquier O > x vale que:

f |(f - x0) O wdy = f |(f - x0) O wdy < f If OIF w () dy
QﬁQl

Por otra parte si O N Q; = 0 entonces f|(f -XQI)(y)ipw(y) dy=0.Y si QN Q; # 0 entonces {xo, x;} C Qy
0

0o C 0, luego tenemos que:

Mu((f o) o = s f I xo) O w)dy =

1
= sip — [ IF@IPwmdy
Qoco W
[alo

Como Qy C Q tenemos que w(Qy) < w(é) y usando la parte a) tenemos una constante K; tal que

1 — —
o w(Q1) <w(Qp) <w (@ entonces para cualquiera de tales Q, con Qg C Q, vale que:
1

1
—_— P d I d
W(Q)J F O w)dy < (Q)flf(y)l w () dy
oNQ,
y por lo tanto:
1
My (lf - xol” — » d f 4 d
(7 xol") @ = s~ | VO s o [F0rvmd
ong;

Entonces tomando Q el menor cubo que contiene a Qy y Q, y usando el hecho de que |§| = 2"|Qy|, la

definicién de M f (x), la condicion CMP,, para f - xo, con el vértice x € Qy C 0, y la dltima desigualdad
tenemos:
P P
1 1
o o7 [ oty - -5 ) f (Fxe) O dy| <M (7 oxo) 0P
0
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<M, (fxol )0 =C- @ﬂf@)ww@)dy

Es decir: »

1
— d 2MPC LK - P d
|Q1|Qf|f(y)| y| < (Q)flf(y)l w(y)dy

Y renombrando C a la constante 2"?KC, y observando que esto vale para cualquier cubo Q; = Q con
una constante que solo depende de w y de n obtenemos CML,,:

4

1
_ - 4
|Q|Qf|f(y)|dy <C (Q)flf(y)l w(y)dy

|
En consecuencia hemos obtenido una nueva prueba que excluye el uso de cubrimientos de las equivalen-
cias:
Débil (p,p) ® A, & CML, & CMP,

Si p > 1, como ya mencionamos, el teorema (A, = A,_,) implica también la equivalencia: Fuerte
(p, p) & Débil (p, p).

Como nota adicional obsérvese que el item a) de la proposicioén anterior puede usarse facilmente para
obtener otra demostracion de que si w € A, entonces es duplicante -basta usar una particién del cubo 2Q por
cubos de Q contiguos por el vértice y que en tales cubos vale w (Qg) = w (Q1).
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Resumen

Seanm € N, a, A, i,v € C, a,c € R*, y sea Q" "N (x; ¢, a; A; 1;v) 1a nueva clase de polinomios tipo Apostol gene-
ralizados de orden «, nivel m y variable x. En el presente trabajo estudiaremos algunas propiedades de esta familia de
polinomios y la utilizaremos para demostrar férmulas de conexién entre éstos polinomios y los polinomios de Apostol
Euler y los polinomios de Bernoulli generalizados de nivel m.

Palabras claves: Polinomios de Apostol Euler, polinomios de Bernoulli generalizados de nivel m y polinomios tipo
Apostol generalizados.

Abstract

Letm e N, a,4,u,v € C, a,c € R* and let Q" ")(x; ¢, a; A; 41; v) be the new class of generalized Apostol-type poly-
nomials of @ order, m level and variable in x. In the present document we study some properties of these polynomials
being used to proof formulas in connection with Apostol-Euler polynomials and generalized Bernoulli polynomilas of
m level.

Keywords:
Polynomials Euler Apostol, generalized Bernoulli polynomilas of m level and generalized polynomials type Apostol.

1. Introduccion

Recientemente en [9], para pardmetros «, A,u,v € C con a,c € R*, la nueva clase de polinomios tipo
Apostol generalizados Q[n'"_l’a](x; ¢, a; A; u; v) de orden « nivel m se define por medio de la siguiente funcion
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generatriz
(04
(o]
(2/12\/)"1 o= Zalmfl,ﬂr](-x, c.a /l,u V)i (1)
1 n G, a5 A G 1
Act + mz %'a)’ n=0 n:
1=0 ’

donde |z] < 2n cuando A =1, |z < wcuando A = —1, (‘zln(g)

< |log(—/l)|) cuandod € C\{-1,1},y 1?:= 1.
Esta proporcionan una unificacion de las nuevas clases de polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli,

polinomios generalizados de Apostol-Euler y los polinomios generalizados Apostol-Genocchi dados en [7]
con los polinomios tipo Apostol generalizados dados en [8, 12, 13]. En este trabajo demostraremos férmulas

de conexién de los polinomios QElm_l"’](x; ¢, a; A; i3 v) con los polinomios de Bernoulli clasicos, los polino-
mios de Apostol-Euler, los polinomios de Bernoulli generalizados de nivel m, los polinomios de Apostol-
Bernoulli generalizados de nivel m, los polinomios de Bernoulli generalizados y numeros de Stirling y los
polinomios de Apostol Bernoulli y nimeros de Stirling generalizados.

La organizacién es como sigue. La seccion 2, es dedicada a la nueva clase de polinomios tipo Apostol gene-

ralizados Q,[,m_l’a] (x; ¢, a; A; 1; v) dados en [9], asi como tambien algunas propiedades requeridas para el desa-
rrollo de nuestro propésito. En la seccién 3 férmulas de conexién de los polinomios QL’"_LO’] (x;c,a; A u;v)
con otros polinomios serdn demostradas.

2. Preliminares

En esta seccién mostraremos las funciones generatrices de las familias de polinomios tipo Apostol ge-
neralizados que dieron soporte al trabajo publicado en el 2015 titulado ”About Extensions of Generalized
Apostol-Type polynomials [9], asi como también analizaremos algunas de sus propiedades.

Para parametros complejos o reales arbitrarios @ € Cy para a, c € R*, n,m € N la nueva clase de polinomios

Apostol-Bernoulli generalizados %L’"*l’”](x, ¢, a; A), la nueva clase de polinomios Apostol-Euler generaliza-
dos € *(x. ¢, a; A) y la nueva clase de polinomios Apostol-Genocchi generalizados G (x, ¢, a, ¢; 1),
m € N, A € C se definen en un entorno adecuado de z = 0, a través de las siguientes funciones generatrices([9,
13])

" Xz _ i EB[”"I*”]( .A)Zn 21 (c)| < [log(Y)
At — 1]161 (zl(}%a)l C £ n X,C,a, "’ zlog P og .
2m @ o) | Z"
Tt 1yl Coxdl = Z@L’"’ “(x, cad)=. ko logo) < llog(-D.
CH im0 T oy !
@ (o]
(22" ) 7
e | T = 2o e a b, o log)l < llog(-).
Act + ZIZO I n=0 n:

A continuacién mostraremos algunas propiedades de estos polinomios ver ([9]).
Para m € N, sea {B""(x; ¢, a; Dlnso, {EM N (x; ¢, a3 D}nso y (6" (x: ¢, a3 D)} us0 las sucesiones de
los polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y Apostol-Genocchi en la variable x,
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parametros A € C, a,c € R*, de orden « € C verifican las siguientes relaciones.

%L’”il’o](x; c,a; ) = CE,[{”*I’O](x; c,a; ) = (V),[I"’*l’o](x; c,a; ) = (xInc)".

%,[1’”"’“] (x;c,a; )

€ty ¢, a3 1)

(5,[1’”_1’“] (x;c,a; Q)

=~

|8 0,0 /l)](j)

X1

f Bm=Lel(x; ¢ a; N)dx

X0

n—1
-1
n (n )%El’fkl’”](x; ¢, a; )B" U (x e ar 1)

- >, (n)%ﬁ'f;l"’](a a A(xIn o)

n
= (n)%,[ﬁkl’“”(c,a;/l)%,[(ml’”(x; c,a; ).

@L”;l’”](c, a; D(xInc)f

@LT;I’“_I](C, a; /l)@,[(m_l’”(x; c,a; ).

6" (e, a; D(xIn )

G e, a; HE (s e, az 2).

k=1 BN (x4 150,a32)

—%L’”‘l“'](x; c,a; ).

a; /1)(‘2’[1’:1’_1]()6; c,a; ) A@Lm_l’“](x +1;c,a; )

+EmLal(ys e, a; ).

T AR G R »]”
| ) .
o € s e as 0 [0 ok 0 0]
n! j e m—1,a]
=) (Inc) @n_j C(x; e, a; ).
lnc m—1,a m—1,x
T o+l [ Bl s e a3 ) = B 0, a3 )
a 1 n
= |1 — 1B e a5 2
[nc;n_k+ l(k) e ead
((-xl In C)ﬂ*k‘*’l _ (Xo In C)n7k+l).

63

63

@)

3

“

®

(6)

@)

®

€))



William Ramirez et al. | Matua Revista Del Programa De Matemdticas VOL: III (2016) pdgina: 64—73

X1

f (ﬁE,’”‘ Lol(x: e, a; D)dx

Xo

X1

f GBL”“ Lol ¢, a; A)dx

X0

%L’"_l’”](x +y;c,a; )
(E,[f“_l'“](x +y;c,a; )

Gt (x4 y;c,a;0)

Inc rem-tar, . -1l .

1 [(f,m e, a3 ) = € (xos ¢, a /1)]
- 1 n [m—1,a] .

[lnc k:EO m(k)gk (c,a; D)

((xy Ine)™ ! = (xp In )™ 1.

Inc _ _
1 [(53,[[111"’]()61;& a; ) - fﬁ,[,'fl"“](xmc,a;/l)]

o 1 n
Inc @[m—l,a] )
[nckz:(;n—k+l(k) e a )}

)n—k+ 1 n—k+1 )

((x1Inc —(xpInc)

n
(Z)%L’f;“’] (s 0, DBy ¢, D).

k=0

s

(Z)@L’f;l‘a](x; ¢,a; DGy e,a5.0).
k=0

k n—k n—k

n
(n)(ﬁ["’l"” (x;c,a; /l)(ﬁlm_l’ﬁ](y; c,a; ).
=0

64

(10)

an

12)

13)

(14)

En el 2011 en ([7, 8, 9]) encontramos que para un n € Ny, A, @, u,v € C los polinomios tipo Apostol
generalizados 7—",,(“)(x; A; u,v) de orden « se define a través de la siguiente funcién generatriz

QU a © n
( - ) eXZ=Z¢,f“)(X;/1;u,V)%; (Iz] < llog(=)D),
n=0 :

et + 1

donde

Fa (s u,v) =2 F (05 4w, v)

denotan los también llamados nimeros de tipo Apostol de orden a.

Para z € C, se define la funcién Gamma denotada I" como
I'(z) = f e dt.

Dado z € Cyn € Z", el simbolo de Pochhammer esta dado por

@ =2+ D@E+2)---(g+n-1);

(2o = 1.

64
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Este cumple las siguientes propiedades

n!
I'(z+n)
I'z) ~

(Dn
(Z)n =

Seaze C,geZy p> —1 sedefine la derivada generalizada de orden @ como

dx—z]P _ T(p+1)xr~d
[dx]2  T(p—q+1)

En particular, si hacemos z = 0 tenemos

dix? T(p+1)xP™1
@ Tp-q+ 1

65

19)

(20)

Para n,k € N, z € C se definen los nimeros de Stirling de segunda clase denotados como S (n, k) por la

siguiente funcién generatriz

IS
Il

" ZS(n,k)Z(Z—l)...(z—k+1),
k=0

(o) Zn
&+ 1) k! ZS(n,k)a,
n=k

(1-27'0-297"...(0 ko) Z S, k)", | <k
n=k
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La siguiente tabla muestra algunas relaciones de la base candcica con algunas familias de polinomios.

] X" \ Familias de polinomios
1 n
A Z (Z)Sk(x; )+ E,(x; D). (21)| Apostol-Euler
k=0
(Inc)" < k!(In c)* 11 . . .
QS[’" ] 22) Apostol-Bernoulli eneralizados nivel m
(lna)nZ( )(k+m), (x, ¢, ). (22) Ap g
k! L1 . . .
Z( ) [’"k I(x). (23)| Bernoulli  generalizados de nivel-m
pan k) (k+m)! "
1 n+1 . L.
Bi(x). (24)| Bernoulli  clésicos
n+ 1 k
Zn: n\(k+r -1 ) . . ..
s S(k+r,r)B” (x),r € Ny. (25) Bernoulli generalizados 'y numeros de  Stirling
k=0
Apostol  Bernoulli y  numeros de Stirling
n! - - (r
Z k+ r)‘(n 1> K+ rr By 06 ) r €No- (26) gepralizados

Definition 2.1. Para pardmetros a,A,u,v € C con a,c € R, la nueva clase de polinomios tipo Apostol
generalizados Q™ " (x; ¢, a; A; ; v) de orden a se define por la siguiente funcion generatriz

@

2” vym
# ZQ[’” la](x c,a; /1 M’v) (27)
peeE Sl |

cuando || < 2, A =1, | <m A=~—1 (|zlog< )|) <|log(=d), AeCi-1,1)
donde,
QM e, a; A u,v) = QN0 b, s s, v). (28)

En [9] se muestran algunos ejemplos numéricos de la nueva clase de polinomios tipo Apostol generalizados
QN xs ey a; Ay v)

Theorem 2.2. Para a,A,B,u,v € C con b,c € R* yn,m € Ny, la nueva clase de polinomios tipo Apostol
- m-lal, . o : - :
generalizados Q, (x5 ¢, a; A; w; v) satisfacen las siguientes relaciones

n

QP y b vy =) (7)Q5m‘1'“](x, c.a; u @ Py e a ), (29)
% :

J=0

i) QN y e a )= ) (”.)QE’”“’“]@, ¢, a; A5 u,v)(xlog )"/, (30)
i

J=0
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Theorem 2.3. Para a,A,u,v € C, b,c € R* y n,m € Ny, la nueva clase de polinomios tipo Apostol genera-
lizados QE,m_l’”] (x, c,a; A, u,v) satisfacen las siguientes relaciones.

n
n o _
QN ey as A u,v) = Z( .)Q,[{"jl’y e, umQ N x, ¢ 0 4w, v), 31
—\J
Jj=0
 (n
Q1 (x, ¢, a3 A u,v) = Z ( ,)Q,[lm;l’”](c, a; A;u,v)(xlogcy, (32)
=0\
cuando x = 0 los polinomios Q,[{" 71’”](c,a;/l; u,v) son los también llamados nueva clase de niimeros tipo

Apostol generalizados de orden a.

Theorem 2.4.

ParameN, a,A,a,c, yn, j € Nycon0 < j<n, entonces

n!

Qe L IY = o in e Qs as A v). (33)

Para ver detalles de la demostracion de los teoremas (2.2, 2.3,y 2.4) ver [9].

3. Foérmulas de conexion de los polinomios QElm_l’“] (x5cya; A5 u3v)

En esta seccion nuestro objetivo es demostrar formula de conexion que hay entre la nueva clase de polino-
mios tipo Apostol generalizados de orden «, nivel m y variable x QE,m_l‘”] (x; ¢, a; A; w3 v) con los polinomios
dados en la seccion 2
Theorem 3.1. Para a,A,u,v € Cya,c € R*, los polinomios Q,llmfl’”](x, c,a; A, u;v) y los polinomios de
Apostol Euler E,(x; ) estdn relacionados a través de la siguiente expresion.

QN x4y, ¢ a3 A u,v)

1 n ) n o .
=5 ;Sk(x; ) [(Z)QEZ;I,QJ()), c,a; A;u,v)(log of+2 ]Z:,; (j)(é)@h’ﬁ;lﬂl(y’ e,a; du, v)(log ey | (34)

67



William Ramirez et al. | Matua Revista Del Programa De Matemdticas VOL: III (2016) pdgina: 68-73

Demostracion 3.1.

QLm_l'”](x +v,c,a;A;u,v)

n 1 n—j n-j
= (”.)QE»’""“”(y, c,a; Asu, v (Og 2 lﬂ (n )Sk(x ) + Enj(x; /1)}
=AY k=0
n 1 n—j "= _ g
=2 (",)Q'jml’“'(y, ¢,a; d;u, V)% (n . J)Sk(x; )
=Ry k=0
n 1 n—j
+ (’;)Qg’”l’“l O ¢ a; 4 u, V)%Sn- jx )
j=0
n n ]
1 =i
=1y Z(")Q[’”“ Dy, eas s, v) 92D a) (” )Sk(x )
Jj=0 k=0
n 1 n—j
+ (’;)QS’”""“] O, c,a; A;u, V)%Sn- ()

( n .)Q[T;l,(l](y’c’a;/l; u,v )(log ) ( )Sk( /l)
n—jl " 2

(log o)*
2

+ n)aimgl’“](y, ¢, a; s u,v) Ex(x; )

X (1 - (log c)/
:AZ(; k(j)(i)@i’”jl,a](y,c,a;/l;u,v) i E(x; )
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Theorem 3.2. Para a,A,u,v € Cya,c € R*, los polinomios Q[m ]"](x, c,a; A u;v) vy los polinomios
de Apostol-Bernoulli generalizados de nivel m EB,[{" L 1](x, c,a) estdn relacionados a través de la siguiente
expresion.

[m La]

(x+y,c,a; 4, 4;v)

noJj
@y, e as s )

j=0 k=0

(Inc)/m+k n! m-1.1]
nay = PG =Rk rml Y e (33)

Demostracion 3.2.

QM+ y e as i v)

= Z (n.)Q[].’”_l’“](y, c,a; A; 3 v)(xlog )™/
i \j| -

j=0
= (’Jl)Q[m Lely e a; A s v)(log c)/x/
7=0
o () gin-ta o) <5 (H\Kine) i
= 2, (’;)Q[ L ](y,c a; A; w; v)(log c) [Elrrll;))" kZ:( )(k(+nnc;))‘%[ 11](x c, a)}
= -0

(In¢)" k!(In c) n! Jj!
(na)" (k+m)! (n— pIjl(j - k)'k!

Q" N ey a; A3 5 v)(log ) [

M-

58['" M, e, a)}

(In c)/*m+k n! (m—1.1]
(Inay =i -Rikrmy o e

M-

Q" My, e a; s v)

Theorem 3.3. Para a,A,u,v € Cya,c € R*, los polinomios QELm_l’“](x, c,a; ;w3 v) y los polinomios de
Bernoulli generalizados de nivel m B (x) estdn relacionados a través de la siguiente expresion.

Q"N+ y a3 415 v)

= Z ZQ“” F i A iIn ) " B () (36)
= ! = DG = Ok +m)! Bk

Demostracion 3.3.

QE,m_l’“](x +y,¢,a;,A; 145 v)
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i\

(n
o\

=
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~. | ~.
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Theorem 3.4. Para a,A,u,v € Cya,c € R, los polinomios ng_l‘“](x, c,a; ;w3 v) y los polinomios de
Bernoulli B,(x) estdn relacionados a través de la siguiente expresion.

QMM (x 1y ¢ a; A v)

nJ
> st (J.)(’”)B (. (37

+1
Jj=0 k=0

Theorem 3.5. Para a,A,u,v € Cya,c € R, los polinomios ng_l’a](x, c,a; A, u;v) y los polinomios de
Bernoulli B, (x) con los niimeros de Stirling estdn relacionados a través de la siguiente expresion.

QN x + y, ¢,a; 3 v)
n

J
m—1,a] n! .
= 2, ;}Qn - Yy, c,a; 2,3 v)(lnc)!( )mS(k+r MB’_ (%) (38)

Theorem 3.6. Para a,A,u,v € Cya,c € R, los polinomios QLm_l’“](x, c,a; A u;v) y los polinomios
de Bernoulli B,(x) con los niimeros de Stirling generalizados estdn relacionados a través de la siguiente
expresion.

QMM 1y ¢, a; A v)

< nlr!

J
[m—1,a] N _
2, Qe i ”)(lnc) “ )kt Dk =)

=0 k=0

Stk+r,r; /l)B;_k(x; ). (39)

Para la prueba de los teoremas 3.4, 3.5 y 3.6, se utiliza las misma técnica realizada en el teorema 3.3.

Theorem 3.7. Paraunm € N, sea {Q[m Ll e a 4; 1 Vnso la sucesion de polinomios tipo Apostol gene-
ralizados de variable x, pardmetros A, u,v € C, a,c € R*, orden a € C y nivel m. Entonces las siguientes
relaciones se cumplen.

1.

n
(”)Q"" M by e QY 050, a 0,00 = A0+ e, a, A v)
k=0
+QIm (s ¢, a; A v)

2 (Z)QL""L‘%, b, c; Lu,v)E (0 ¢, a3 )
k=0

AQY x4 1500, A3 445 v)

+ON 0 ¢y a5 A3 s ).
Demostracion 3.4. Considerando la expresion
A0 (x 4 s e, a, A s v) + QNN (x ey a; A s v)

y usando la funcion generatriz 27,se llega a la prueba.
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Theorem 3.8. Para j € Ny, la familia QL’"_I’“](X; ¢, a; A, w; v) satisface la siguiente relacion.

(o4

Zj (ZMZV)}"

n
ﬁ Z (n— J)vQ[m W](x a4 “’V) (40)
At + z loga)

Demostracion 3.5. Derivando j veces con respecto a x en ambos lados de 27 y usando (33)
(03

© P

. . u V\m
Z(logc)’ @ v Z(loga)” ——— Q" (x; ¢, a5 2; ,u,v) , 41)
Act + mZ: (Zloga)’ =0 ( )

=0

multiplicando por (log ¢)™/ en ambos lados de (41),se completa la prueba.

Theorem 3.9. Para pardmetros a, A,u,v € C con c,a € R* n,m € N la siguiente relacion se cumple
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i=1 n=0 n=0

dondea;+ar+ - +a,=ayx;+-+x =X

Demostracion 3.6.
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Resumen

En este articulo presentamos los resultados de un estudio realizado con estudiantes de educacion se-
cundaria para evaluar las actitudes hacia las matematicas y el rendimiento académico. El anélisis de
los resultados indica que las actitudes y el rendimiento correlacionan y se influyen mutuamente.

Palabras claves: Actitudes- Rendimiento académico-Matematicas-Correlaciéon

Abstract

In this article we show you the results of an investigation with high school students in order to evaluate
their attitudes in math and their academic performance. The analisis of the results reveals that the
attitudes and the academic performance are correlated and influence each other.

Keywords: Attitudes - Academic performance - Math - Correlation




Stiven Diaz et al. | Matua Revista Del Programa De Matemdticas VOL: III (2016) pdgina: 75-82 75

1. Introduccion

Los estudios que relacionan la dimension afectiva del individuo (creencias, actitudes y emocio-
nes) y el aprendizaje de las matematicas han generado gran interés y relevancia. Por ejemplo,
Gomez-Chacon [3] plantea que la abundancia de fracasos en el aprendizaje de las matemati-
cas, en diversas edades y niveles educativos, puede ser explicada, en buena parte, por la
aparicién de actitudes negativas causadas por diversos factores personales y ambientales.
Ademas que conforme los grados escolares avanzan, la actitud hacia la matematica se torna
menos favorable.

Considerando las actitudes como la predisposicion subyacente del sujeto para responder po-
sitiva o negativamente frente a un objeto, Segun Callejo [1], se distingue entre actitudes ma-
tematicas y actitudes hacia la matematica. Las actitudes matematicas tendran un marcado
componente cognitivo y se refieren al modo de utilizar las capacidades generales importantes
en el trabajo matematico y las actitudes hacia la matematica aluden a la valoracion, apre-
cio e interés por la materia y por su aprendizaje, predominando el componente afectivo. Este
ultimo se toma como objeto de estudio en el presente articulo a partir de su influencia en el
rendimiento académico (valorado como indicador del proceso de aprendizaje) [2]. Este pro-
blema ha sido abordado desde diferentes perspectivas, como menciona Narvaez [5], existe un
material heterogéneo y complejo de diferentes investigaciones y estudios realizados frente
al rendimiento académico, donde se estudian diversas variables o factores, desde la mirada
de distintas disciplinas y modelos de analisis. En este articulo presentamos los resultados
de identificar y valorar las actitudes hacia las matematicas y analizamos su relacion con el
aprendizaje de la matematica en base al modelo general del aprendizaje que identifica tres
sistemas de la personalidad (el cognitivo productivo, el afectivo-emotivo y el conativo-volitivo)
a partir de una revision de Ortiz [6].

Inicialmente se comienza estableciendo cuales son la concepciones de los estudiantes frente
a las matematicas y a su papel como individuo principal en los procesos de aprendizaje, para
de esta forma determinar las actitudes de los estudiantes. Asimismo se identificaron como se
desarrollaron las clases, la interaccién docente estudiante, la metodologia implementada por
el docente y como se correlacionan las actitudes frente el rendimiento académico para carac-
terizar la relacién que se pueden establecer entre estas dos variables, tomando el rendimiento
académico numérico (promedio) de los estudiantes en el presente afio.

El articulo esta organizado de la siguiente manera: En las secciones 2 y 3 se establece la
caracterizacion de la investigacion; en la secciéon 4, se muestran los resultados obtenido y
finalmente se emitieron unas conclusiones producto de la interpretacion y analisis profundo
de los resultados.

2. Muestra

En esta investigacion se tomaron como muestra 32 (17 Mujeres y 15 Hombres) estudiantes de
nivel de secundaria basica de una misma institucién y al docente encargado de la asignatura.
La edad de los participantes comprendié en el rango de 11- 14 anos. Con una media de 12.18
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anios de edad. La conformaciéon de la muestra es de tipo no probalisticas - intencional, me-
diante designacion [4]. Los criterios que se tomaron fueron que: (a) el estudiante debe tener
como minimo dos afios en la institucién. (b) el estudiante deberia estar matriculado. (c) no
tener ningin problema psicolégico de caracter médico.

La caracterizacién permitié establecer si la incidencia de las actitudes en la matematicas
esta relacionada con el género de los estudiantes y concretar en que edad promedio estan los
estudiantes para establecer por medio de las teorias, cual es la estructura mental de ellos.

3. Metodologia

Las etapas llevadas a cabo en la ejecucion y los instrumento de recoleccion de datos permi-
tieron medir de manera independiente los conceptos o variables con los que tienen que ver;
aunque pueden integrar las mediciones de cada una de dichas variables para decir como es y
se manifiesta el fenémeno de interés, su objetivo se centran en medir con la mayor precisién
posible. Inicialmente, se elaboraron las fichas de observaciones, formatos de entrevista y en-
cuesta actitudinal, para posteriormente aplicarlos. Para calcular la confiabilidad y la validez
de los instrumentos, estos fueron evaluados por expertos y se implementaron pruebas pilotos,
en el caso del cuestionario fue contextualizado debido a que este ya habia sido implementado
pero en otro espacio temporal.

La observacion que se realiz6 esta inscrita en la observacion participativa natural. Los inves-
tigadores hacen parte de la comunidad que se encuentra inmerso en el problema y interactian
con los sujetos observados, se busca resaltar criterios como, el desarrollo de la clase, la inter-
accién docente-estudiantes y actitud en clase, motivacion de los estudiantes de octavo grado
[8]1 [7]. Para este fin se elaboré dos hojas de codificacion llamadas fichas de observacion

Las entrevistas que se realizaron en esta investigacién fueron de tipo estructurada ya que se
definié en base a un esquema fino y un formulario de preguntas de precision con el objetivo
de controlar las respuestas. A los entrevistados se les dieron las preguntas con anterioridad,
para que las estudiaran. La entrevista estuvo dirigida al docente de matematica, entorno a
la didactica utilizada en la ensefianza de la matematica y de conforme a las actitudes de los
estudiantes.

La encuesta fue una encuesta de actitudes, elaborada por Herrera y Polo [10], esta permi-
ti6 recoger informacioén sobre las actitudes que presenta la muestra hacia el estudio de las
matematicas.

4. Resultados y analisis

Los resultados arrojados en las observaciones realizadas, permiten aseverar que los estudian-
tes sienten una predisposicion frente al estudio de las matematicas y que es exteriorizado
frente a la presencia del profesor, que en la mayoria de los casos es expresada sin temor. Este
tipo de situaciones desde el primer minuto de clase plantea una oposicién de cara al objetivo
que es liderado por el docente.
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En el transcurso del desarrollo de las clases el comportamiento de los estudiantes es regular,
segun el instrumento utilizado, solo se presentan saltos en su comportamiento, cuando el
docente se muestra perturbado y es capaz de atemoriza con un castigo. Los educandos no
se ven motivados por el estudio de las matematicas y el interés por la participacion es baja,
no les gusta participar y se presentan perezosos a la intervencion en las actividades (1éase:
ejercicios). Esta motivacién como plantea Roble, A. [11] esta directamente relacionada con
las actitudes, porque son mis valores, actitudes y opiniones los que me dictan lo que necesito
en cada momento y lo que es importante y lo que no lo es o, dicho de otro modo, es algo que

considero atrayente, valioso, dentro de mis posibilidades.

Los estudiantes cuando se enfrentan a ejercicios de matematicas solo plantean un s6lo modo
de solucionar, y cuando sus resultados no son los esperados no proponen alternativas para
solucionar el problema. Se plantea el aprendizaje de las matematicas como un conjunto de
algoritmos los cuales son absolutos e inexplicables. Uno de los resultados de la ficha de ob-
servacion, muestran que cuando el docente aclara, usa o desarrolla ideas sugerida por los
estudiantes, el dicente se confunden en las explicaciones, expresando cierto desagrado con
las respuestas. Si el docente pregunta el salén queda silencio y cuando el da instrucciones,
los estudiantes hablan por propia iniciativa en repuesta al docente. La siguiente tabla mues-
tra el porcentaje de las respuestas de la encuesta actitudinal aplicado a los estudiantes y la
caracterizacion de las justificaciones que ellos argumentaban.

77



Stiven Diaz et al. | Matua Revista Del Programa De Matemdticas VOL: III (2016) pdgina: 78-82 78

Pregunta

Resultados

1) Considero las matematicas
una materia muy necesaria en
mis estudios

El 59,38 de los estudiantes consideran que las matematicas
son muy necesarias en sus estudios, porque son fundamenta-
les para su carrera universitaria. Esto confirma que los estu-
diantes tienen una vision clara a cerca del propésito de las
matematicas como campo formativo hacia el futuro. El 31,25
piensan que no, las matematicas no representan nada impor-
tante en su vida y 9.37 restante no tiene claridad sobre la res-
puesta.

2) La asignatura de
Matematicas no me gusta

El 43,75 de los estudiantes se muestran poco gustoso o intere-
sados en una clase de Matematicas, mientras que un 37,5 no.
El 18,75 algunas veces.

3) Deseo llegar a tener un
conocimiento mas profundo de
las matematicas

El 56,25 de los estudiantes no quieren llegar a tener un co-
nocimiento mas profundo porque el profesor les asigna mucho
trajo. E1 21,88 si y el 21,88 algunas veces. La cifras demuestra
que los alumnos no desean profundizar la materia por temor
a un posible aumento de las horas y los trabajos en la asigna-
tura

4)A asignaturas de
Matematicas me generan
miedo

El 31,25 dicen que no le temen a las Matematicas porque es
una asignatura como cualquiera, el 28,13 afirman que algunas
veces a causa de sentirse presionados por las criticas de sus
compaieros y el 40,73 le temen.

5) Las Matematicas hacen que
me sienta nervioso

Las matematicas hacen que el 21,88 de los estudiantes alguna
veces se sientan nerviosos, el 31,25 no y el 46,88 si.

6) Cuando estoy frente a un
ejercicio de matematicas me
siento con dificultad de pensar
con claridad

Se concluye que el 46,88 de los estudiantes sienten dificultad
para pensar con claridad frente a un ejercicio de Matematicas.
comprobando asi con esta cifra que la mayoria de los estudian-
tes sienten ese bloqueo mental que les produce el enfrentar
un problema Matematico. El1 37,5 no siente esa dificultad y el
15,63 algunas veces.

7) Disfruto haciendo los
problemas que me dejan como
tarea en las clases de
matematicas

Aqui se encontré una incoherencia por lo que ya habiamos
analizado, el 62,5 disfruta haciendo los ejercicios, pero cabe
mencionar que por lo observado en clase esta repuesta tiene
que ser mejor estudiada. Las otras repuestas estuvieron en
28,13 y 9,37 el no y algunas veces respectivamente.

8) Prefiero estudiar cualquier
otra asignatura en lugar de
Matematicas

Los resultaron fuenron 34,38 por el no, el 48,60 dijeron siy el
restantes piensas que hay algunos.

Tabla 1. Resultado de encuesta actitudinal

Las erroneas concepciones y la falta de importancia que demuestran los estudiantes hacia

el desarrollo de las actividades matematicas, plantea que se estan cometiendo errores en la

metodologia implementada. La encuesta arrojo que los estudiantes al realizar un ejercicio

de matematicas se sienten con dificultad de pensar con claridad, este problema tiene que

se tratado. La concentracion y la tranquilada son piezas fundamentales para el estudio de

cualquier area. En el item "Siento que cada vez me gustan mas las Matematicas”, la mayoria

de los estudiantes negaron la frase como suya y se ubicaron en oposicion a ella.

Presentan un baja valoracién a la dedicacién y el esfuerzo. Para ellos no importa que tan-

to puedan hacer, su rendimiento no mejorara, estan programados para el fracaso, Colle [12]

plantea que los estudiantes son elementos de auto estructuracién del conocimiento, es de-

cir, ve al estudiante como el verdadero agente y responsable ultimo de su propio proceso de

aprendizaje, como el artesano de su propia construccion.
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4.1. Correlacién rendimientos académicos vs. encuesta actitudinal

Para el desarrollo de esta fase se le realiz6 una modificacién a criterio del grupo de investiga-
cion, en el proceso de evaluacion de las respuestas. Se le asigné una codificacion la cual nos
permitira un tratamiento estadistico (por medio de una ponderacién arbitraria) y de correla-

cién entre el rendimiento académico y este resultado.

La puntuacion fue de las siguientes maneras,

La tabla 3 muestra los promedios obtenidos por cada estudiante en la encuesta y las notas de
rendimiento académico en el primer periodo

Item positivos

Item negativos

SI

Algunas veces

NO

SI

Algunas veces

NO

10

5

1

1

5

10

Tabla 2. Ponderacion resultados de encuesta

N | x y N | x y

1 |4 32|17 1|9 7,4
2 |4 42 |18 | 4 3,3
3 |6 40119 | 6 7,0
4 |7 7212019 8,0
5 |8 58 121 |5 3,5
6 |35(31|22]|65| 177
7 16 45123 | 5 3,5
8 |5 28 124 |3 2,6
9 |3 24 125 | 7 48
10 | 6 6,3 | 26 | 8 5,6
11 | 5 3,2 |27 |7 5,7
12 | 7 48 | 28 | 6,5 | 4,8
13 | 6 51|29 | 2 2,1
14 | 5 4,130 |45 | 3,8
15 | 7 7,1131|6 6,6
16 | 6,6 | 59|32 |45 3,1

Tabla 3. Resultados actitudinal Vs. rendimiento

académico

Para realizar la correlacion de los resultados se utilizo el software de Statgraphics Centurion
para procesar los datos a través de una regresién simple y poder determinar que tan co-
rrelacionados estan el rendimiento académico con las actitudes de los estudiantes. Se puede

Notas

Grafico de Notas vs Actitud

(LN

41

5,1

Actitud

Figura 1. Notas Vs. Actitud

observar que la nube de puntos tiene una tendencia lineal (Ver figura 1).
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Grafico del Modelo Ajustado
notas = 1,72682 + 0,827948actitudes
10 T T T T T T ]

notas

D ;I 1 1 1 L L \;
2,1 3.1 4.1 51 6,1 7.1 8.1
actitudes

El coeficiente de correlacion es de 0,832452 lo que indica que el nivel de correlacién entre las
actitudes y el rendimiento académico es del 70 , es decir que un porcentaje muy significativo
lo que indica que existe una buena correlacién entre la actitud y el rendimiento académico.
El p — valor, que es un estadistico de prueba, es menor que 0,05 lo que nos garantiza que el
porcentaje de confianza de la correlaciéon es del 95 %. Los resultados obtenidos muestran que
existe una correlacion de tipo lineal entre las actitudes y el rendimiento académico, lo que
plantea que las actitudes influyen en este contexto sobre el rendimiento académico, es decir
que el bajo rendimiento académico de los estudiantes.

5. Conclusion

Después del analisis de los datos tomados a través de los distintos instrumentos de analisis
y los objetivos planteados los se resaltan las siguientes conclusiones encontradas. Los estu-
diantes presentan actitudes desfavorables hacia el estudio de las matematicas y tienen una
dependencia del docente para responder ante los compromisos que se les coloca, por lo cual es
una muestra de que no desean tener un conocimiento méas profundo de las tematicas ya que
las consideran innecesaria para su vida cotidiana. La metodologia del docente, tradicional y
basada en contenidos aislados de las necesidades de los estudiantes, hacen que la clase sea
poco innovadora Y dinamizadora, haciendo de la relacién docente-estudiante un poco hostil y
basada solo en la dictadura de clases.

Se pudo evidenciar que la correlacién entre actitud y rendimiento académico es significativa
lo que resulta ser que entre mayor actitudes desfavorable hacia las matematicas, mayor defi-
ciencia en el rendimiento y a mayor actitudes favorables, mejor rendimiento académico. Los
investigadores consideran que estas actitudes negativas en los estudiantes las cuales reper-
cuten en su rendimiento pueden mejorarse a través de las siguientes recomendaciones. Crear
un ambiente de trabajo en la clase que pueda integrar las necesidades de los estudiantes con
las tematicas propuestas a realizar. Que la predisposicion de los estudiantes hacia el estudio
de la asignatura sea reemplazada por una actitud de aprender para la vida.
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Los estudiantes ostentan actitudes negativas o desfavorables hacia el estudio de las ma-
tematicas, concibiéndolas como una ciencia estatica, acabada, desmotivante frente a su forma
de ver el mundo. También se puede concluir que presentan una motivacion intrinseca, solo
realizan las actividades cuando estan bajo presién de castigos. No se hace presente la moti-
vacion intrinseca.

La interaccion del docente con los estudiantes se establece un contexto hostil, el cual se ve
enmarcada por el comportamiento divergente de parte de los estudiantes al establecido por el
docente. Los estudiantes rechazan cualquier iniciativa planteada por el docente justificando
su desmotivacion e indiferencia. Cabe resaltar que esta situacion no se amerita solo al modo
como el docente plantea y desarrolla las actividades que la mayoria de los caso, no provienen
de un estudio sobre las situaciones que para los estudiantes son gratas, sino también a las
predisposiciones de los dicentes, generadas en alguno de los caso por ambiente cultural en
que se mueve.

A partir del estudio de las actitudes y de como se relacionan con el proceso de ensefianza de
las matematicas se puede concluir la dependencia del estudiante a su profesor de matematica.
Lo cual limita la actividad de estudiar y profundizar, conforméandose con realizar las tareas
exigidas mas que por una satisfacciéon personal.

La correlacion entre el rendimiento académico y las actitudes de los estudiantes es signifi-
cativa, lo que plantea que entre mayor actitudes desfavorable hacia las matematicas, mayor
deficiencia en el rendimiento y a mayor actitudes favorables, mejor rendimiento académico.
Lo que no se puede establecer en esta investigacién es que a mayor rendimiento académico
mejor actitudes hacia las matematicas.

El docente juega un papel importante en el desarrollo de las actitudes de los estudiantes en
las matematicas. Se pudo deducir que la poca informacién e improvisaciéon por parte del di-
namizador de accion en el aula, debido a la confianza en su experiencia, olvidando las nuevas
tendencias pedagoégicas y didacticas que generan actitudes favorables para potencializar un
aprendizaje de las matematicas.
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Resumen

En este articulo se presentan los resultados de la investigacién titulada Uso de Mablab como herramienta computacio-
nal para apoyar la ensefianza y el aprendizaje de algunos temas de dlgebra lineal en el programa de Licenciatura en
Matematicas de la Universidad del Atldntico. Esta se basé en el empleo del software Matlab para apoyar el proceso de
enseflanza y aprendizaje de la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, para la realizacién de operaciones matri-
ciales, la solucion de problemas asociados a espacios vectoriales y a transformaciones lineales y, para el cdlculo de los
valores y vectores propios de una matriz cuadrada.

Palabras claves: Matlab, herramienta computacional, ensefianza, aprendizaje, topicos de dlgebra lineal.

Abstract

This article presents the results of the research entitled Using Mablab as a computational tool to support teaching and
learning some topics of linear algebra in the degree program in mathematics from the University of the Atlantic. This
was based on the use of Matlab software to support the teaching and learning of solving systems of linear equations,
for performing matrix operations, solving problems associated with vector spaces and linear transformations and for
calculating.

Keywords: MATLAB, computational tool, teaching, learning, and topics in linear algebra.
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1. Introduccion

A lo largo de la historia el hombre ha tratado de darle sentido o de explicar el mundo que lo rodea
mediante el uso de las matematicas; pero el dlgebra no ha estado alejada de ese contexto, puesto que en la
antigiiedad los griegos trataron de explicar el mundo usando variados elementos de esta, como por ejemplo
para identificar sus elementos y las relaciones que existian entre estos. Sin embargo, a través de la historia
se le han dado diferentes significados a la palabra dlgebra; un ejemplo claro de ello fue lo hecho por el
matemdtico Leonard Euler, quien como se cito en [1], en su su libro Introduccién al dlgebra, consideraba
que el dlgebra es la teoria de los cdlculos con cantidades de distintas clases.

Con base en lo anterior y en la imperiosa necesidad de apoyar el proceso de ensefianza del dlgebra lineal,
en este trabajo se propone el uso del Matlab como herramienta para apoyar la ensefianza y el aprendizaje de
algunos temas de dlgebra lineal, fundamentada en la investigacién realizada en el programa de Licenciatura
en Matemdticas de la universidad del Atlantico.

En la ensefianza del dlgebra lineal se presentan muchas dificultades debido al alto grado de abstraccién
de algunos temas y a lo tedioso que puede ser resolver ejercicios que implican una serie de algoritmos muy
extensos; por tal motivo en muchas ocasiones los docentes optan por dejarselos como tarea al estudiante para
que sean ellos quienes los resuelvan, sin importarles que estos logren o no un aprendizaje significativo de los
mismos. Por su parte, los resultados preliminares de una prueba diagnostica aplicada a estudiantes del pro-
grama que ya aprobaron esta asignatura y con el fin de conocer su percepcion respecto de las metodologias
aplicadas por sus profesores de dlgebra lineal, mostraron que no se logra un aprendizaje significativo por
parte de los estudiantes debido a que las estrategias didacticas y metodoldgicas empleadas por los docentes
de de esta asignatura no son las mas apropiadas para abordar temas tan complejos como los que usualmente
se estudian en esta. A su vez, consideran estos que a los docentes de dlgebra lineal del programa de Licencia-
tura en Matemdticas poco les importa las aplicaciones y el uso de programas computacionales para apoyar
los procesos de ensefianza aprendizaje de la misma

Asi mismo, siendo parte de esta experiencia como estudiante y como docentes de este programa y, pen-
sando en las dificultades que existen para llevar a cabo la ensefianza y el aprendizaje del dlgebra lineal, se
desarroll6 este trabajo de investigacién con el fin de proponer la utilizacién del software Matlab como he-
rramienta que apoye la ensefianza y el aprendizaje de temas como la resolucién de sistemas de ecuaciones
lineales, para la realizacién de operaciones matrices, la solucién de problemas asociados a espacios vecto-
riales y a las transformaciones lineales y, para el célculo de valores y vectores propios de una matriz y, de
esta manera contribuir al aprendizajes significativo de estos por parte de los estudiantes.

Esta investigacion que inici6 en Enero de 2015 y finaliz6 en Febrero de 2016, se enmarcé en el paradig-
ma positivista, ya que se pretendia alcanzar una comprension objetiva de la realidad educativa que conllevara
al mejoramiento académico, teniendo como objetivo la implementacion del software Matlab para que los es-
tudiantes de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad del Atlantico se apropien de conceptos como
los sistemas de ecuaciones lineales y sus aplicaciones, las operaciones matriciales, la solucién de problemas
asociados a espacios vectoriales y a transformaciones lineales y, al calculo de valores y vectores propios
asociados a una matriz cuadrada. Para ello, se implemento la siguiente metodologia; inicialmente se pro-
cedi6 a recoger informacién de textos relacionados con las variables objeto de estudio, de modo que estos
sirvieran como soportes teéricos adecuados para la justificacion del problema y la posterior elaboracién del
marco tedrico. Luego se disefiaron los instrumentos considerados primarios por expertos, para la recoleccién
de la informacidn. Posteriormente se verifico la validez de los instrumentos de recoleccién de informacién
primarios a través del juicio de expertos. A continuacién de esto, se procedid a aplicar los instrumentos de
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recoleccidn de la informacién, a una muestra de 35 estudiantes y 5 docentes del programa de Licenciatu-
ra, en matematicas y, una ves obtenida esta, se se tabuld y grafico, para finalmente analizarla, sacar unas
conclusiones y, disefiar la propuesta y las respectivas recomendaciones.

Para la recoleccién proveniente de la poblacién muestra, inicialmente se realizaron unas observaciones
directas al desarrollo de algunas clases de algebra lineal, para a partir de ello tener una idea respecto de
como los docentes llevaban a cabo el proceso de ensefianza del dlgebra lineal y que estrategias didacticas y
pedagdgicas empleaban para el desarrollo de las mismas. La otra técnica empleada fue la entrevista, realizada
mediante mediante cuestionarios de preguntas cerradas y aplicada a un grupo de 35 estudiantes y 5 docentes
de dlgebra lineal del programa de licenciatura en matemadticas de la Universidad del Atlantico.

Las contribuciones realizadas mediante esta investigacion seran de gran utilidad para la colectividad de
docentes de matematicas, ya que les permitira hacer un replanteamiento en cuanto a la forma de enfocar sus
clases y en consecuencia propiciar ambientes de investigacién de nuevos trabajos que permitan fortalecer el
proceso de ensenanza-aprendizaje del dlgebra lineal y de las matematicas en general, sobre todo a nivel de
la educacion superior.

2. arco teorico.o Fundzimefnto teoricos | . . .
ara esta investigacion, los fundamentos teéricos fueron de gran aporte, en primer lugar porque permi-

tieron a partir de las comparaciones, determinar los puntos de coincidencias y diferencias entre las investiga-
ciones; en segunda instancia por que evita repetir aspectos que ya se encuentran suficientemente estudiados
y desarrollados; ademds permitieron identificar bajo que enfoques epistemoldgicos han sido abordados los
estudios anteriores, y por supuesto que teorias se han utilizado; finalmente porque permiten conocer las
conclusiones a que se ha llegato en estas, entre otros.

Respecto del uso de herramientas computacionales y de las nuevas tecnologfas de la informacién y de la
comunicacién (TIC) para dinamizar los procesos de ensefianza aprendizaje de las matematicas y en particular
del algebra lineal, se han llevado a cabo algunos estudios recientes; a nivel Internacional encontramos el
trabajo de (Santos, 2005)(Ver [2]), titulado Utilizacién de las nuevas Tecnologias de la comunicacién y de
la informacién en la ensefianza de las matemadticas en la educacién superior; por su parte, (Gonzélez, 2009)(
Ver [3]) propone un ambiente computacional para apoyar la ensefanza de la resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales en la educacion superior. Esta dltima investigacién arrojo como resultado el hecho que
las herramientas computacionales ayudan al alumno en su actualizacién profesional, a la vez que constituyen
un apoyo para la integracién de los distintos conceptos del dlgebra lineal.

En el contexto nacional encontramos el trabajo de (Rosales, 2012)(Ver [4]), titulado Disefio e implemen-
tacion de talleres para la ensefianza y aprendizaje del dlgebra matricial y solucién de sistemas de ecuaciones
lineales con Scilab. Si bien estos trabajos son innovadores desde el punto de vista didactico y metodoldgi-
co, se observa como solo abordan el uso de las tecnologias para estudiar y resolver problemas matriciales,
mas no consideran temas centrales del dlgebra lineal como los espacios vectoriales y el calculo de valores y
vectores propios.

De otra parte, en lo que respecta a la génesis instrumental del problema objeto de estudio, se puede
mencionar el trabajo de (Artigue, 2002)(Ver [5]) titulado Aprendiendo matemdticas en un ambiente CAS: la
génesis de una reflexion sobre la instrumentacion y la dialéctica entre el trabajo técnico y el conceptual. En
este se presenta la génesis de una reflexion acerca de algunas cuestiones relacionadas con la instrumentacién
y la dialéctica entre el trabajo conceptual y el trabajo técnico en matematicas. Los resultados de esta son el
fruto de varios afios de investigacion sobre la ensefanza y el aprendizaje de las matemdticas en ambientes
CAS. Por su parte, (Trouche, 2009)(Ver [6]) realiza una investigacion denominada De los libros de texto a
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los recursos en linea: evoluciones tecnoldgicas y evolucién de los acercamientos didacticos. Una de las con-
clusiones a la que llega el autor, es que el uso adecuado de las TIC contribuye a la generacién un aprendizaje
significativo del 4lgebra lineal, pues permite que se dé una interaccién directa entre lo tedrico y lo practico
y, entre lo previo y lo actual.

En lo que corresponde a los aspectos teéricos, sobre aprendizaje significativo versan muchos teorias es-
critos por inportantes investigadores, hechos por importantes estudiosos del tema, pero no cabe duda que los
aportes mas representativos en este campo son hechos por (Ausubel, 1983)(Ver [11]), ya que estos ofrecen
un marco apropiado tanto para el adecuado desarrollo de la labor docente, como para el estudio de técni-
cas educacionales coherentes con tales principios, convirtiéndose en un marco tedrico que favorece dicho
proceso.

A este respecto, (Ausubel 1983)(Ver [11]) afirma que un aprendizaje es significativo cuando los con-
tenidos se relacionan de manera no arbitraria y sustancial (no al pie de la letra) con lo que el alumno ya
sabe. Por relacion sustancial y no arbitraria se debe entender que las ideas se relacionan con algin aspecto
existente especificamente relevante de la estructura cognoscitiva del alumno, como una imagen, un simbolo
ya significativo, un concepto o una proposicion (Pag. 48). Agrega que para que el estudiante logre un apren-
dizaje significativo, ademas de las estratégicas didacticas y metodoldgicas empleadas por el docente, este
debe manifestar [...] una disposicién para relacionar sustancial y no arbitrariamente el nuevo material con su
estructura cognoscitiva, como que el material que aprende es potencialmente significativo para él, es decir,
relacionable con su estructura de conocimiento sobre una base no arbitraria.

3. étodo experimental . . o .
sta 1nvest1£ac1(l)1111 se ubica dentro del paradigma positivista, con enfoque cuantitativo, apoyado en un

estudio proyectivo, con disefio experimental, de campo, longitudinal, porque es un estudio de una situacién
social a través de un proceso previo de indagacién para proponer soluciones o alternativas de cambio a
una situacion determinada a partir de un proceso de indagaciéon, mediante la exploracién, la descripcién la
explicacién y la proposicion del uso de una herramienta computacional para apoyar el proceso de ensefianza-
aprendizaje del dlgebra lineal. Ademds, este estudio se imbrica dentro del enfoque Empirista Inductivista,
ya que el conocimiento generado a partir de esta, se produce y se valida a partir de los datos recogidos de la
realidad por via sensorio-perceptiva y por una orientacion concreta y objetiva de las cosas.

Como se menciond antes, los instrumento para la recoleccion de la informacién seran aplicadas a 35
docentes y 5 estudiantes de la Licenciatura en Matemadticas. Este proceso se llevo a cabo entre Mayo y
Agosto de 2015. Los docentes hacen parte del cuerpo de profesores de los programas de licenciatura en
matematicas y del programa de matemadticas de la facultad de ciencias Bdsicas y quienes en los tdltimos 5
afios habian orientado la asignatura dlgebra lineal. Por su parte, los estudiantes corresponden a una muestra
tomada del grupo de estudiantes del programa de licenciatura en matematicas, de las jornadas diurna y
nocturna y que habian cursado dlgebra lineal en los periodos 2013-1, 2013-II, 2014-1 y 2014-2, ya que por
la cercania de tiempo, se asume que estos aun tienen frescos los temas de dlgebra lineal y algunos aspectos
inherentes al desarrollo de la misma por parte de sus docentes.

En este estudio se plante6 un disefio longitudinal, experimental y de campo, donde se presenta una
situacion social para tratar de mejorar la calidad de la accién en la misma. En ese sentido, esta investigacion
validé las estrategias didacticas para el aprendizaje significativo de algunos tépicos del dlgebra lineal por
parte de los estudiantes del programa de Licenciatura en Matematicas de la Universidad del Atlantico de
Barranquilla Colombia, pero no de forma independiente, sino por intermedio de la praxis educativa.
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Es un disefio experimental en cuanto que los investigadores comprobaron los efectos de una intervencién
especifica; se enmarca dentro de los disefios de campo, porque se realiza en el mismo lugar donde esta el
objeto de estudio; es decir la investigacion se centré en hacer el estudio donde el fendmeno se daba de
manera natural. Finalmente, el estudio fue longitudinal ya que las variables objeto de estudio se observaron
tal y como se daban en su contexto natural en dos o mds momentos y en tiempos diferentes, aplicindose dos
0 mas veces el instrumento a la misma muestra para recabar la informacién que sea necesaria.

4. Resultados y analisis . . . . .,
g{ contmuam)c’)n se (fescrlben los resultados obtenidos en la primera etapa de la investigacion, la cual

consisti6 en la realizaciéon de una encuesta como prueba diagnostica a estudiantes y docentes (muestra se-
leccionada)del programa de licenciatura en matematicas, por un lado para determinar si los docentes usan o
consideran necesaria la utilizacién de algiin software para apoyar la ensefianza del algebra lineal, y por otro
para determinar que grado de conocimiento poseian los estudiante que ya habfan cursado dlgebra lineal res-
pecto de los temas objeto de estudio y si alguna vez habian utilizado algin software para apoyar el proceso
de aprendizaje de tépicos como la solucion de sistemas de ecuaciones lineales el calculo de la inversa de una
matriz y el calculo de los valores y vectores propios asociados a una matriz cuadrada.

4.1. Andlisis de los resultados de la encuesta aplicada a los docentes de dlgebra lineal de Licenciatura en
Matemadticas

Variables: uso de estrategias didacticas y Manejo o no manejo de un software como estrategia para para
apoyar la ensefianza-aprendizaje de algunos temas del dlgebra lineal.

Dimension: Docentes que usan estrategias didacticas y/o un software.

£
SUB-
DIMENSION ITEMS INDICADOR| Sl % NO % [CONCLUSION
1 Eihaghes 100% 0% La tendenciali es |
: 0, F) importante las
Estrategias 2 A% A estrategias
didacticas MEDIA 80% e didécticas
PUNTAJE 1,82 0,64 2,45

La tendencia
es importante
las estrategias

didéacticas

MEDIA 80% 20%

Tabla 1. Resultados de la encuesta a docentes respecto de la utilizacién de estrategias diddcticas para ensefiar dlgebra
lineal

Los resultados evidencian que el 100 % de los docentes afirman que usan estrategias didacticas para
llevar a cabo su proceso de ensefianza del dlgebra lineal. Por su parte, el 60 % de ellos consideran importante
el uso de algiin software como estrategia didactica para llevar a cabo la ensefianza del dlgebra lineal, mientas
que el 40 % no lo considera asi.

Por su parte, los resultados mostrados en el la Tabla 2 indican que el 73 % de los profesores encuestados
usan o han usado algun software para apoyar la ensefianza de dlgebra lineal, ademds consideran que esto les
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SUB-
DIMENSION ITEMS INDICADOR|[ Sl % NO % | CONCLUSION
3 Uso de 0% 20%
4 software | 609 40% .
La tendencia
es't:r(;?:ao ia o s
Uso de software 3 dida .g 80% 20% software como
como estrategia 5 idachica 2 estrategia
MEDIA 73% 26%
PUNTAJE 1,82 0,64 245
La tendencia
es usar
MEDIA 73% 26% St o
estrategia

Tabla 2. Resultados de la encuesta a docentes sobre la utilizacion de algin software para la ensefianza de dlgebra lineal.

brinda mayores potencialidades didécticas para la ensefianza de los mismos. Ademas se observa que el 26 %
no usan o no han usado algin software.

4.2. Andlisis de resultados de la prueba diagnostica aplicada a los estudiantes de Licenciatura en Ma-
temdticas que ya vieron dlgebra lineal
Variable: Aprendizaje de los topicos de dlgebra lineal.
Dimensiones: Manejo y no manejo de temas centrales de dlgebra lineal

Se les pregunto a los estudiantes seleccionados sobre el nivel de manejo que poseian de los tpicos
sistemas de ecuaciones lineales, operaciones matriciales, espacios vectoriales, transformaciones lineales y
el calculo de los valores y vectores propios de una matiz cuadrada y, respecto de su capacidad para resolver
problemas de aplicacién inherentes a estos temas (item 1 e item 2 de la Tabla 3)

DIMENSION | TEMS| INDICADOR | o | NO% | CONCLUSION
! Conocimiento il 1%
2 previos 26% 4% La tendencia
Coneapiande 48% 52% | esno saber
algebra lineal MEDIA 4% 66%
PUNTAJE 247 0,51 2,98
, : La tendencia
e % H6R es no saber

Tabla 3. Resultados de la encuesta aplicada a estudiantes de licenciatura en matematicas sobre el manejo de los temas
centrales de dlgebra lineal.

De acuerdo a los resultados mostrados en la Tabla 3 se puede decir que el 34 % de los estudiantes
seleccionados manejan adecuadamente cada uno de los temas antes descritos y resuelven problemas de
aplicacién sobre temas relacionados con estos, mientras que el 66 % no los manejan adecuadamente y en
consecuencia se les dificulta resolver problemas de aplicacion.
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Una ves analizados los resultados anteriores, se procedié a hacer unos talleres de refuerzos consistentes
en la resolucién de ejercicios para que los estudiantes participantes afianzaran sus conocimientos en temas
como resolucion de problemas de aplicacion sobre sistemas de ecuaciones lineales, operaciones matriciales,
, problemas de aplicacion sobre espacios vectoriales y transformaciones lineales y sobre el calculos de los
valores y vectores propios asociados a una matriz cuadrada. Posteriormente se les dio unos talleres practi-
cos sobre el uso de Matlab, para que posteriormente resolvieran estos mismos talleres mediante el uso de
Matlab, de modo que los estudiantes adquirieran destrezas tanto para el manejo de los comandos bésicos de
este software, como para la interpretacion de las soluciones y el establecimiento de comparaciones entre el
tiempo de ejecucidn del software Matlab y el empleado usando los métodos tradicionales. Finalmente y con
la intencidon de analizar el nivel de avance en cuanto al aprendizaje de cada uno de los temas tratados, se les
hizo dos pruebas tedrico-practicas, siendo las practicas resueltas usando Matlab.

La primera prueba consistié en la resolucién de problemas de aplicacién sobre sistemas de ecuaciones
lineales y operaciones matriciales. Los resultados de esta prueba se describen en la Figura 1.

Resultados de la Actividad 1

= Proceso correcto @ Proceso incormecto

Figura 1. Resultados de prueba tedrico-practica sobre sistemas de ecuaciones y operaciones matriciales.

Con base a los resultados de la Figura 1, se puede decir que respecto de la prueba diagnostica inicial
en donde los estudiantes evidenciaron dificultad para la comprensién y solucién de problemas de aplica-
cion sobre los temas sistemas de ecuaciones lineales y operaciones matriciales, usando lapiz y papel, estos
mostraron gran mejoria, pues no solo dominan los temas de mejor forma, sino que son capaces de resolver
problemas de aplicacién de manera tedrica y practica usando el software Matlab. Para ser mas precisos, la
Figura 1, muestra que 82 % de los estudiantes resolvieron correctamente la prueba tedrico-practica, mientras
que solo el 18 % lo hizo de manera incorrecta.

La otra prueba consisti6 en la resolucidn tedrico-practica de un test sobre problemas de aplicacién inhe-
rentes a espacios vectoriales, transformaciones lineales y valores y vectores propios asociados a una matriz
cuadrada. Los resultados de esta prueba se describen el la Figura 2.

La Figura 2 pone de manifiesto que el 74 % de los estudiantes resolvieron de forma correcta la prueba
tedrico-practica, mientras que el 26 % present6 dificultades para la solucién de la misma.
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Resultados de la Actividad 2

® Proceso cormecto @ Proceso incorrecto

Figura 2. Resultados de la prueba tedrico-prictica sobre espacios vectoriales, transformaciones lineales y valores y vec-
tores propios.

5. Resultados obtenidos

Como se menciono anteriormente, la prueba diagndstica inicial indicaba por un lado que a la mayoria de
los docentes no les gustaba usar softwares para llevar a cabo el proceso de ensefianza del dlgebra lineal y, por
otro, que los estudiantes no manejaban bien temas centrales de del dlgebra lineal como lo son los sistemas de
ecuaciones lineales, las operaciones matriciales, la solucién de problemas de aplicacion relativos a espacios
vectoriales y transformaciones lineales y el calculo de valores y vectores propios asociados a una matriz
cuadrada, pero que posterior al desarrollo de los talleres tedrico-practico para afianzamiento de estos temas
y la realizacién de las pruebas finales(los dos test tedrico- practicos), se encontrd que al emplear el software
Matlab, a los los estudiantes se les facilita tanto la comprensién como la solucién de problemas de aplicacién
de los topicos sistemas de ecuaciones lineales, operaciones matriciales, espacios vectoriales, trasformaciones
lineales y calculo de valores y vectores propios de una matriz cuadrada, no solo por la rapidez en la ejecucién
de los los célculos, sino por la variedad de cambios que pueden realizar a estos y obtener resultados veraces
y faciles de comparar; estableciendo similitudes y diferencias.

6. Conclusion

Gracias al empleo del software Matlab como herramienta computacional para apoyar la ensefianza y el
aprendizaje de temas centrales del algebra lineal como los sistemas de ecuaciones lineales, las operaciones
matriciales y la solucién de problemas inherentes a los espacios vectoriales y a las transformaciones lineales
y, el célculo de los valores y vectores propios asociados a una matriz cuadrada, los estudiantes se sienten
motivados a continuar profundizando en el estudio del dlgebra lineal, pues ademas de afianzar sus conoci-
mientos, le encuentran su verdadera esencia mediante la solucién de problemas inherentes a estos y a otras
areas del conocimiento. En este sentido, se considera que los resultados de esta investigacion sientan las
bases para que en cada una de las asignaturas de las matemadticas, se implemente no solo este software, sino
que docentes y estudiantes hagan uso de de las distintas herramientas que les brinda las tecnologias de la
comunicacion y de la informacién para mejorar sus procesos de ensefianza y aprendizaje, sino que estas se
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conviertan en herramientas que contribuyan a la consecucién de aprendizaje significativos y a la generacién
de conocimiento en un mundo cada vez mas globalizado.
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Resumen

La Estadistica hace parte del curriculo de matematicas en la educaciéon primaria y
secundaria en Colombia; los estandares elaborados por el Ministerio de Educacién
Nacional, los numerosos problemas evaluados en las Pruebas Saber y diversas
investigaciones reconocen la importancia de los conceptos estadisticos; sin embargo, los
topicos de Estadistica son frecuentemente relegados en la ensenanza en la educacion

primaria.
En este trabajo se presenta los resultados principales de la investigacién sobre la
Ensenanza de la Estadistica en el nivel de Educacién Primaria y se hace un anélisis en el

caso concreto de la ensenanza en las Escuelas o Centros Indigenas.
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Abstract

Statistics is part of the mathematics curriculum in primary and secondary education
in Colombia; the standards developed by the Ministry of Education, the numerous
problems evaluated in the Saber tests and the various researches recognize the
importance of statistical concepts; however, Statistics topics are often relegated to

teaching in primary education.

In this work, the main results of research on Statistics teaching at the level of
primary education is presented, as well ag an analysis on the specific case of teaching

in schools or Indigenous centers.

Keywords: education, statistics, ethnomathematics, random, probability .

1. Introduccion.

La Estadistica hace parte del curriculo de mateméaticas en la educacién primaria
y secundaria en Colombia; los estandares elaborados por el Ministerio de Educacion
Nacional, los numerosos problemas evaluados en las Pruebas Saber y diversas
investigaciones reconocen la importancia de los conceptos estadisticos; sin embargo,
los tépicos de Estadistica son frecuentemente relegados en la ensefanza en la

educacién primaria.

La investigacién se desarrollé desde finales de 2013 hasta mediados de 2015,
bajo un enfoque cualitativo naturalista, por cuanto se observé e interpretd la

ensenanza de la estadistica en la basica primaria en su contexto natural.

Se utilizd el muestreo estratificado, donde cada estrato estuvo conformado por
los diferentes nicleos educativos del municipio de Valledupar, mediante asignacién
proporcional se establecié la muestra de 59 instituciones educativas de las 154 que

cumplieron los criterios de inclusién.
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Para la recoleccién de la informacién se empled la técnica de la encuesta cuyo
instrumento fue un cuestionario aplicado a los docentes sobre la forma como
organiza, desarrolla y evalia los temas de estadistica en la asignatura de matemaéticas
en el nivel de béasica primaria. El andlisis de la informacién se realizdé desde el

enfoque interpretativo-descriptivo.

2. Laestadistica en la Basica Primaria.

Como referentes internacionales para la Ensefianza de las Mateméticas se tiene:
Los Principios y Estandares para la Educacién Matemadtica del National Council of
Teachers of Mathematic NTCM (2003), en los que se presenta lo que deberia
valorarse en la ensefianza de las matematicas desde la Educacién Basica Primaria
hasta Bachillerato. Asi mismo, los Estandares Comunes para las Matemadticas de la
Common Core State Standards Initiative CCSSI (2010), describen los distintos tipos
de conocimientos que los profesores de matemaédticas de todos los niveles deberian

intentar fomentar en sus alumnos.

Como referentes nacionales, se tuvo en cuenta la normatividad vigente
relacionada con el disefio curricular en nuestro pais: La Ley 115 de 1994 conocida
como Ley General de Educacion, Decreto 1860 de 1994, Decreto 1290 de 2009, los
Lineamientos Curriculares y los Estandares Basicos de Competencias de las
diferentes areas publicados por el Ministerio de Educacién Nacional MEN en 1998 y
2003, respectivamente; y los Derechos Bésicos de Aprendizaje DBA, socializados por
el MEN en el mes de Julio del presente afio, que permiten identificar, grado a grado,

los aprendizaje fundamentales de los estudiantes.

Diversos investigadores se han pronunciado sobre la importancia y necesidad de
abordar tépicos de estadistica y probabilidad desde la educacién primaria. Para
Alsina (2012) todas las orientaciones en materia de educacién matemédtica coinciden

en que es necesario empezar a trabajar conocimientos de estadistica y probabilidad
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desde la etapa de educacién infantil. Batanero (2013) presenta una descripcién de las
Teorias sobre el desarrollo del razonamiento probabilistico de Piaget e Inhelder y

Fischbein.

La estadistica en el Curriculo. Los Lineamientos Curriculares en
Matematicas (MEN, 2003) contempla cinco procesos generales que el estudiante debe
realizar en la solucién de preguntas planteadas en el &area de Matematicas:
Comunicar, razonar, formular y resolver problemas, modelar procesos y fenémenos de
la realidad, y formular, comparar y ejercitar procedimientos y algoritmos. Las
competencias en matematica se concretan en cada uno de los cinco Pensamientos
propuestos en los Lineamientos, dentro de los cuales tenemos, el Pensamiento

Aleatorio y Sistema de Datos, llamado también probabilistico o estocastico.

El Pensamiento Aleatorio, ayuda a tomar decisiones en situaciones de
incertidumbre, de azar, de riesgo o de ambigiiedad por falta de informacion confiable,
en las que no es posible predecir con seguridad lo que va a pasar. El pensamiento
aleatorio se apoya directamente en conceptos y procedimientos de la teoria de
probabilidades y de la estadistica inferencial, e indirectamente en la estadistica
descriptiva y en la combinatoria. Ayuda a buscar soluciones razonables a problemas
en los que no hay una solucién clara y segura, abordandolos con un espiritu de
exploraciéon y de investigaciéon mediante la construccién de modelos de fendémenos
fisicos, sociales o de juegos de azar y la utilizacion de estrategias como la exploracion
de sistemas de datos, la simulacién de experimentos y la realizacién de conteos.

(MEN, 2003).

Los estandares basicos de competencia en Matematica contemplan para la Bésica

Primaria las siguientes competencias:
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De 1° a 3°.

o Clasifico y organizo datos de acuerdo a cualidades y atributos y los presento en

tablas.

o Interpreto cualitativamente datos referidos a situaciones del entorno escolar.

e Describo situaciones o eventos a partir de un conjunto de datos.

o Represento datos relativos a mi entorno usando objetos concretos, pictogramas y

diagramas de barras.

o Identifico regularidades y tendencias en un conjunto de datos.

e Explico —desde mi experiencia— la posibilidad o imposibilidad de ocurrencia de

eventos cotidianos.

e Predigo si la posibilidad de ocurrencia de un evento es mayor que la de otro.

e Resuelvo y formulo preguntas que requieran para su solucién coleccionar y

analizar datos del entorno préximo.

En 4°y 5°

o Represento datos usando tablas y graficas (pictogramas, gréaficas de barras,

diagramas de lineas, diagramas circulares).
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o Comparo diferentes representaciones del mismo conjunto de datos.

o Interpreto informacién presentada en tablas y graficas (pictogramas, graficas de

barras, diagramas de lineas, diagramas circulares).

o Conjeturo y pongo a prueba predicciones acerca de la posibilidad de ocurrencia de

eventos.

e Describo la manera como parecen distribuirse los distintos datos de un conjunto de

ellos y la comparo con la manera como se distribuyen en otros conjuntos de datos.

« Uso e interpreto la media (o promedio) y la mediana y comparo lo que indican.

e Resuelvo y formulo problemas a partir de un conjunto de datos provenientes de

observaciones, consultas o experimentos.

Los Derechos Bésicos de Aprendizaje DBA, considera para la educacién primaria lo

siguiente:

Grado 1. Reconoce caracteristicas de objetos (como color, forma tamano, longitud,

edad, deporte, peso) y los clasifica a partir de estas particularidades.

Grado 2. Ordena objetos y/o eventos de acuerdo a su longitud, distancia, area,

capacidad, peso, duracién, etc.

Grado 3. Interpreta y representa datos dados en diferentes maneras. Usa

correctamente las expresiones posible, imposible, muy posible y poco posible.
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Grado 4. Entiende unos datos representados de cierta forma y los representa de otra.
Interpreta y presenta datos descritos como puntos en el primer cuadrante del plano

cartesiano.

Grado 5. Interpreta datos que involucran porcentajes. Calcula el promedio e
identifica la moda en un conjunto de datos. Comprende la probabilidad de obtener

ciertos resultados en situaciones sencillas. Lee e interpreta graficas.

Por otra parte, el programa TODOS A APRENDER del MEN tiene como
objetivo Mejorar las condiciones de aprendizaje en los Establecimientos Educativos
focalizados y, con ello, el nivel de las competencias bhéasicas de los estudiantes
matriculados en ellos entre transicién y quinto grado, especificamente en las dreas de
Lenguaje y Matemadticas, dado que la meta para 2014 era que méas del 25% de los
estudiantes de estos establecimientos educativos ascienda de nivel, al menos en las

areas de Lenguaje y Matemadticas, en la prueba SABER de 3° y 5°.

FEn el marco de este programa, el MEN entrega material didactico a todos los
nifios y niflas que incluye: textos en papel, cuadernos de trabajo, objetos digitales de
trabajo, cuadernillos de evaluacién y libro digital; y un plan de formaciéon y

acompaflamiento para los docentes en sus propias aulas.

Dentro del plan general de contenidos, incluyen en el Pensamiento Aleatorio los
siguientes tépicos:  Grado Primero: recoleccién de datos, graficos de barras,
pictogramas; Grado Segundo: tabulacién de datos, graficos de barras, interpretacién
de graficos; Grado Tercero: tabla de frecuencias, la moda; Grado Cuarto: frecuencia
vy moda, graficos de lineas, probabilidad de un evento; y Grado Quinto: Proceso
estadistico, tablas de frecuencias, graficas de barras y de lineas, construcciéon e
interpretaciéon, medidas de tendencia central: moda, mediana y media; graficas

circulares, construccién e interpretacién, probabilidad de un evento.
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El contexto en el Aprendizaje de la Estadistica en las Comunidades
Indigenas. FEl contexto del aprendizaje de las matemaéticas es el lugar —no sdélo
fisico, sino ante todo sociocultural- desde donde se construye sentido y significado
para las actividades y los contenidos matematicos, y por lo tanto, desde donde se
establecen conexiones con la vida cotidiana de los estudiantes y sus familias, con las
demas actividades de la instituciéon educativa y, en particular, con las demas ciencias

y con otros ambitos de las matemadticas mismas. (MEN, 2003).

El contexto extraescolar. El municipio de Valledupar estd ubicado al
nororiente de la costa caribe colombiana, cuenta con 453.215 habitantes, 386.733 en
la cabecera municipal y 66.482 en el resto de municipio', posee 7703 km?2 de
extensién. Estd dividido en seis (6) comunas en la zona urbana y en corregimientos
en la zona rural. Su poblaciéon es pluriétnica, compuesta por grupos indigenas: los
kankuamos, wiwa, arhuacos y koguis que habitan tanto en la zona rural como en la
urbana®; los afrodescendientes en la zona oriental y suroriental; mestizos en la zona

centro y occidental.

La poblaciéon indigena en el municipio no alcanza el 8,52 por ciento, siendo la

mayor etnia La kankuama que representa el 3,4% de la poblacién del municipio® .

El Municipio de Valledupar cuenta con 202 establecimientos educativos, 170
oficiales y 32 no oficiales; los establecimientos educativos oficiales estén distribuidos

en 10 nucleos educativos, tres de ellos se encuentran en territorio indigena.

" Proyeccion DANE 2015.
2 Aproximadamente el 40% de su poblacién ha sido desplazada y se han asentado en el casco urbano del
municipio.
> Segln estadistica DANE, 2005.
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El nicleo 7, formado por 26 instituciones: [.E. Agricola La Mina, y las escuelas:
Cerro Morillo, El Mojao, Hatico 1 y 2, La Mina, Ramalito, Rancho de Goya, San
Fernando, Antonio Enrique Diaz (Sede Principal), Alto de la vuelta, Las Raices, José
Celestino Mutis (Sede Principal), El Jabo, Guaochito, Los Corazones, Patillal (Sede
Principal), La Vega Arriba, Promociéon Social Guatapuri — Chemesquemena (Sede
Principal), Chemesquemena, San Isidro Labrador (Sede Principal), El Triunfo, Las

Flores, Lucila Carrillo de Diaz y Pontén.

Nicleo 9, con 15 establecimientos: Centro Indigena Cherua, con las escuelas:
Ahyumal (Sede Principal), Bernaka, Cherua, Konchurua, Surimena y Tezhumke;
Centro Indigena San José, lo conforman las escuelas: Koggi Sarachui (Sede
Principal), Maruamake, Pueblo Herndndez y San José; Escuela Indigena de Rongoy,
pertenecen a éstas las escuelas: Sanabas de Higuerén (Sede Principal), Rongoy,

Dungakare, Piedra Liza y Yurrua.

Nicleo 10, lo componen 13 escuelas: Centro Indigena Gun-Aruwan, con las
escuelas: Geygekan, Isarwa, Birwa (Sede Principal), Fugaka, Penimake, Seykun,
Umiriwa; Escuela Indigena Donachui, y las escuelas: Aruamake, Donachui, Sogrome,

Seynimin y Timaka.

El Contexto Escolar. Legislacion Etnoeducativa. El Estado Colombiano
“reconoce y protege la diversidad étnica y cultural de la Naciéon colombiana”;
establece que “la cultura en sus diversas manifestaciones es fundamento de la
nacionalidad por lo que reconoce la igualdad y dignidad de todas las que conviven en
el pais”, que “los integrantes de los grupos étnicos tendran derecho a una formacién
que respete y desarrolle su identidad cultural” y “la enseflanza que se imparte en las

comunidades con tradiciones lingtiisticas propias sera bilingtie”.

La educacién para grupos étnicos en Colombia estd definida como: “la que se

ofrece a grupos o comunidades que integran la nacionalidad y poseen una cultura,
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una lengua, unas tradiciones y unos fueros propios y auténomos. Esta educacién
tiene que estar ligada al ambiente, al proceso productivo, al proceso social y cultural

con el debido respeto de sus creencias y tradiciones”

Educacién en la Etnia Kankuama. La educaciéon se desarrolla de acuerdo con el
Calendario Académico, que consta de 42 semanas, comprendidas desde la segunda
semana de enero hasta la tercera semana de octubre, segin la cosecha del café; y con
base el marco general de la educacién de la FKEtnia Kankuama. Segin El
Ordenamiento Educativo del Pueblo Indigena Kankuamo (2008), la educacién
Kankuama tiene como principios una educacién integral y colectiva, basada en el
desarrollo de valores que hacen posible la formacion de kankuamos y kankuamas de
acuerdo a su ideologia, mediante estrategias y un enfoque pedagdgico propios;
consideran los principios de: Respeto, reciprocidad, solidaridad, autoproteccién,

comunidad, unidad.

La educacion que recibe el pueblo indigena kankuamo se fundamenta en un
proceso escolar basado en estdndares y competencias, en conocimientos de
informacién y no en el pensar y reflexionar. Se rige por lineamientos nacionales, es
impuesta, se educa para preparar jévenes a competir en el mercado y no para
defender la cultura y la tradicién, la pedagogia no articula el proceso con lo
tradicional, se evalia por rendimientos académicos de los estudiantes, no se tiene en

cuenta la falta de preparacion de algunos docentes ni su desempeno como personas.

El plan de estudios se delimita a partir de ocho areas para la béasica primaria,
dentro de las cuales se encuentran las matematicas y quince asignaturas con una
intensidad semanal de 25 horas. Las matemaéticas desarrollan desde 1°. hasta 11°. en
5 horas semanales, temas convencionales, con una variacién importante en cuanto a
la concepcién del espacio y el tiempo, los sistemas numéricos, las cifras en lengua y

una serie de medidas tradicionales.
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El Contexto de Awula. El ordenamiento educativo del Pueblo Indigena
Kankuamo contempla: Es funcién de la escuela propiciar en los estudiantes la
observacién, el andlisis y la reflexién constante para afianzar la investigacién propia;
fortalecer a partir del trabajo colectivo el valor de ser y sentirse indigena kankuamo,
la identidad y el respeto por la diferencia; fomentar en la comunidad el respecto por
la naturaleza, el agua, las plantas, los animales, los cerros, las piedras y todo lo que
existe; y fortalecer la formacion de los miembros de la comunidad educativa para la
ley de origen, en tanto los docentes no pueden ensenar algo en lo que no estan

capacitados.

Algunos elementos que pueden ser transmitidos en el aula de clases: Las
artesanias, miusica tradicional en cuanto manipulacién y construccién de los
instrumentos, danzas propias, la alimentacién y el conocimiento cotidiano de las
plantas de manejo comun, el manejo de la produccién y uso tradicional de la tierra, el
aprendizaje del idioma e investigacion lingiiistica acerca de la lengua Kankuama, los
juegos tradicionales, el respeto por la mnaturaleza y el equilibrio que debemos
mantener, la practica constante de la observacién y la reflexién, las estructuras de
gobierno actual (OIK), el valor que tienen los trabajos espirituales; la tradicién oral
en: la poesia, leyendas, anécdotas, décimas, cantos a la naturaleza, andlisis de la
musicalidad de las aves; un elemento definitivo en la recuperacién cultural y
espiritual del pueblo kankuamo como indigena en la Sierra, es el trabajo colectivo; a
través de él y para él se debe orientar el proceso escolar, en general todos los

conocimientos formales de nuestra cultura .

3. Resultados y discusion.

El nivel de formaciéon académica de los docentes responsables de la asignatura
Matemaéticas, se distribuyen asi: 22.4% son Bachilleres o Normalista Superior, 29.7
son Licenciados en Bdsica o Administracién Educativa, 41.8% son Licenciados en

Bésica Primaria con énfasis en Matemadticas o Licenciados en Matemédticas y 6.1%
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corresponden a otras profesiones. Los afios de experiencias como docentes oscilan
entre uno y més de 15 aflos y la experiencia como docentes de matematicas es en

promedio de: 9 anos.

En general, los maestros afirman que segin cronograma se debe dedicar una hora
a la semana a Ensenanza de la Estadistica, sin embargo advierten que el tiempo

programado no es suficiente.

Los docentes en su mayoria utilizan como estrategia pedagoégicas para la
ensenanza de la estadistica, la recoleccion de datos dentro del aula, en menor
proporcién los graficos que aparecen en los medios de comunicacién y en las facturas
de los servicios. Realmente, no utilizan los disefios y ejecucién de pequefios proyectos

o la recoleccién de informacion a través de la observacién de hechos o situaciones.

Para la clase de estadistica utiliza regularmente, el tablero y los libros de textos;
algunas veces periddicos y revistas, ldminas y otros materiales graficos; nunca han
utilizado programas o paquetes estadisticos, calculadoras, peliculas y videos.
Consideran importantes las TICS en la ensenanza de la Estadistica, sin embargo,
manifiestan haber recibido poca formacién sobre el uso de las TICS en el aula, y
ninguna relacionada con la ensefianza de la estadistica utilizando las TICS; estan en

disposicién de a asistir a sesiones de formacion sobre el uso de las TICS.

Los docentes consideran importante los temas de estadistica y sefialan que dichos
topicos son evaluados en las Pruebas Saber. Los pocos temas desarrollados son
escogidos tal como aparecen en los textos, no se organizan de acuerdo a las
condiciones y limitaciones contextuales de los estudiantes, por lo tanto no promueven
la utilizacién de estrategias de aprendizaje que se adaptan al interés del estudiante.
En general, no articulan las tematicas de la estadistica con las ciencias naturales,
sociales u otras areas. En la evaluacién de los tépicos de estadistica se considera

actividades realizadas dentro del aula utilizando graficos y tablas.
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4. Conclusiones.

Existen y han sido socializados los referentes curriculares y caracteristicas de la
evaluacion. El MEN ha brindado todas las orientaciones pertinentes,
acompaniamiento v ha dotado de material didactico a docentes y estudiantes, sin
embargo, se presentan dificultades en cuanto al desarrollo de los contenidos

estadisticos, algunas se relacionan a continuacién:

- Falta de preparacién de los profesores en la ensefianza de la estadistica. Un
gran numero de profesores reconoce que necesitan dominar los conceptos béasicos de la
estadistica para poderlos utilizar no sélo en el aula de clases, también en el contexto

extraescolar.

- La ensefnanza del Pensamiento Aleatorio y Sistemas de Datos se deja para el
final del programa, tal y como aparece en algunos texto. En el caso de las Escuelas
Indigenas realmente no se contempla en la basica primaria, sélo se aborda en el grado

11°. con una intensidad de 1 hora semanal.

- En el evento que se aborden algunos tépicos del Pensamiento Aleatorio y
Sistemas de Datos, los mismos se desarrollan muy brevemente, de manera algoritmica
y sin relacién con otras areas. De manera general, se omiten dichos conceptos por

falta de tiempo.
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- Los estudiantes de la basica primaria de las escuelas indigenas son evaluados
en igual condiciones y con los mismos parametros con que se evalian los demés

estudiantes del pais.

- Se hace necesario la capacitacion tipo Talleres a los docentes de las diferentes
instituciones educativas del municipio de Valledupar en los contenidos contemplados
en el Pensamiento Aleatorio y Sistemas de Datos de la Bésica Primaria. Asi mismo,
disenar e implementar estrategias didacticas para la ensenanza de este pensamiento,
tales como: guias didacticas, proyectos para desarrollar dentro y fuera del aula,
estrategias metodolégicas que utilizando las TICS.

Investigaciones en curso y trabajos futuros. Actualmente se adelanta una
investigacién con un estudiante de la Licenciatura en Matemaéticas y Fisica de la
Universidad Popular del Cesar en el Diseio de una unidad didéactica para la

enseflanza de la estadistica en el grado 5° utilizando Excel.
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Resumen

Los procesos para develar debilidades en lo que a educacion con calidad se refiere, se
desarrollan desde el andlisis y sintesis de numerosas situaciones que resefian como los
problemas en el desarrollo de las competencias cognitivas en las instituciones de educacion
basica y media se fundamentan en debilidades a nivel curricular y muy seguramente estas son
consecuencia de la ausencia de un modelo pedagdgico estable, sin previa seleccién de nucleos
formativos que actlen de cara a las necesidades institucionales y al contexto social y temporal
gue involucra la escuela.

La anterior realidad motivo el interés para plantear la presente investigacion, a partir de la
cual se va a observar el desempefio profesional y la creatividad del docente de matematicas
del municipio de Valledupar Cesar, para posteriormente generar algunos aportes y
planteamientos que logren sugerir algunos cambios en los docentes de matematicas en
relacién con la forma de enfocar, practicar, evaluar, y planificar los procesos de ensefianza de
las matematicas. Esto conduce posteriormente a reflexiones sobre la manera como se ha
hecho hasta ahora, asumiendo la necesidad de buscar y determinar los factores que repercuten
en estos y su relacion con la utilizacién de las nuevas tecnologias, para lograr un aprendizaje
significativo en los alumnos.

El resultado de esta investigacion, incorpora nuevos elementos, tanto a nivel curricular,
metodoldgico, pedagdgico y tecnoldgico a partir de la comprension generada desde espacios
de gestion curricular colectiva, a partir de la transformacion, almacenamiento y uso de los
conocimientos que el estudiante de la basica debe construir en el area de matematicas
conforme a los estandares curriculares teniendo como referente el uso de las tecnolégicas para
la gestion del conocimiento.

Palabras claves: Disefios curriculares, debilidades pedagdgicas, gestion curricular, nivel
béasico, estandares curriculares, herramientas metacognitivas.
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Abstract

The processes to reveal weaknesses as far as quality education is concerned, are developed from
the analysis and synthesis of many situations that outlines how the problems in the development of
cognitive skills in primary and secondary education institutions and are based on weaknesses
curricular level and most likely these are the result of the absence of a stable teaching model,
without prior selection of training centers who act in the face of institutional needs and social
context that involves school.

The above fact has prompted interest to raise the present investigation, from which it is to
observe professional performance and creativity of teachers of mathematics of the municipality of
Valledupar Cesar, also it aims to generate some contributions and approaches that achieve a
change in mathematics teachers regarding how to approach, practice, evaluate and plan the
teaching of mathematics, generating reflections on the way it has been done so far, assuming the
need to seek and identify factors that impact in this and its relationship with the use of new
technologies to achieve meaningful learning in students.

The result of this research, will incorporate new elements, both curricular, methodological,
pedagogical and technological level from the understanding generated from spaces of collective
curriculum management, in order to contribute to solving problems in education from the
transformation, storage and use of knowledge that students must build basic math in the area under
curriculum standards.

Keywords: curriculum design, pedagogical weaknesses, curriculum management,
basic level, curriculum standards, metacognitive tools.

1. Introduccion.

Segun informe sobre Debilidades Pedagogicas, Chamorro (2009), “es necesario la
aplicacion de la reingenieria curricular y la seleccion de contenidos y nucleos de formacion,
gue respondan a las necesidades del campo laboral, no existe un proceso evaluativo
consolidado... La evaluaciéon continla siendo un proceso coercitivo, manipulador y poco
practico en el sentido de obtener un efectivo y motivador aprendizaje”, dice el informe
(pp.12-13).

En este sentido se hace necesario que la escuela involucre las experiencias vividas en el
proceso educativo con el fin de que estas apunten hacia la construccion de un curriculo acorde
con las necesidades individuales de cada estudiante, con proposiciones que formulen
relaciones entre diferentes aspectos de la realidad tedrica, a partir de los cuales se generen
interrogantes que alimenten el planteamiento de ndcleos generadores de problemas,
incorporando el componente tecnoldgico sin transgredir lo formal. Al respeto dice Morales
(2011). .. “la capacidad didactica de los disefios curriculares por nicleos problémicos reside
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en la creatividad de la propuesta de aprendizaje; es decir, en la coherencia entre el medio, la
mediacion, los mediadores, las estrategias de aprendizaje y la propuesta de evaluacién.

Con esta propuesta de investigacion, se pretende que la escuela involucre las experiencias
vividas en el proceso educativo con el fin de que estas apunten hacia la construccion de un
curriculo acorde con las necesidades individuales de cada entorno educativo actual,
fortalecido en las tics.

El marco tedrico de esta investigacion se constituye en la descripcion de ejes articuladores
de los ciclos o campos de formacién que se concretan en las diferentes disciplinas del
conocimiento. En este sentido, es fundamental valorar el desempefio profesional y la
creatividad del docente, como instrumento de avanzada, creativos, capaces de ejercer
influencia en los resultados obtenidos por los alumnos y su responsabilidad por mejorar el
proceso educativo, las técnicas, métodos y procedimientos didacticos, que apliquen para la
realizacion de su labor pedagégica en el aula, y ademas que proporcionen elementos
determinantes para hacer realidad el proposito de la accién pedagdgica.

Los resultados obtenidos en la investigacién van a permitir observar el desempefio
profesional y la creatividad del docente de matematicas del municipio de Valledupar Cesar,
ademas los avances que se visualizan en la ensefianza de esta area a nivel de la bésica, los
requerimientos del proceso educativo y las pruebas externas que hacen en pro de mejorar la
calidad educativa de los estudiantes. Todos estos insumos pretenden ademas, generar algunos
aportes y planteamientos que logren un cambio en los docentes de matematicas de béasica
primaria del municipio de Valledupar, en la forma de enfocar, practicar, evaluar, planificar los
procesos de ensefianza de la matematica, generando reflexiones sobre la forma como se ha
hecho hasta ahora, asumiendo la necesidad de buscar y determinar los factores que repercuten
en este y su relacion con la utilizacion de las nuevas tecnologias, para lograr un aprendizaje
significativo en los alumnos.

2. Planteamiento del problema.

Varios estudios relacionados con el desempefio del docente de matematicas, ha
demostrado que existen una serie de factores o condiciones asociadas al desarrollo de su
gjercicio, su dedicacion, su creatividad y su didactica, las cuales se relacionan con el nivel de
dificultad, exigencias y caracteristicas de las asignaturas orientadas hacia el desarrollo de
nacleos problémicos que desequilibren su realidad o posicion frente al entorno.

Frente a los anteriores argumentos surge la pregunta de investigacion:
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¢Cuéles deben ser los elementos a incorporar en el ejercicio docente, para que desde lo
curricular, metodologico, pedagogico y tecnoldgico, se contribuya a resolver inconvenientes a
nivel educativo a partir de la transformacion, almacenamiento y uso de los conocimientos que
el estudiante de la basica y la media deben construir en matematicas?

3. Obijetivos.

Disefiar una estrategia metodoldgica fundamentada en el desarrollo de nicleos
problémicos en el area de matematica de la escuela basica, de la ciudad de Valledupar, que
incorpore nuevos elementos, tanto a nivel curricular como metodol6gico pedagodgico y
tecnologico a partir de la comprension generada desde espacios de gestion curricular
colectiva, y que contribuya a resolver inconvenientes a nivel educativo a partir de la
transformacion, almacenamiento y uso de los conocimientos por parte de los estudiantes,
satisfaciendo sus necesidades principales

4. Justificacion.

El presente articulo aborda un tema importante dado que la universidad cumple ;una
funcidn social; que consiste en crear los conocimientos, y propagarlos, con el propoésito de
formar individuos mas selectos por su cultura, capaces de desarrollar acciones formativas
fundamentadas en la busqueda de la verdad, y encaminada al servicio social.

En este orden de ideas, a través de este trabajo de investigacion se articulan la docencia, la
investigacion y la extension asumiendo la cultura de formacién de formadores, en lo referente
al quehacer de la docencia. La propuesta se desarrolld desde el andlisis de documentos e
instrumentos que evidencian las debilidades a nivel curricular, ya sea por la falta de
actualizacion de los docentes o por la falta de control institucional en lo referente a la
contextualizacion del curriculo en las distintas areas del saber, pero principalmente en las
matematicas; lo que invita a realizar una restructuracion curricular de cara a los adelantos
tecnolégico para el fortalecimiento de lo pedag6gico y metodoldgico.

5. Marco teorico.

Aprendizaje basado en problemas.

El Aprendizaje Basado en Problemas, segn Barrows (1996) se define como “un método
de aprendizaje basado en el principio de usar problemas como punto de partida para la
adquisicion e integracion de los nuevos conocimientos” . Para Barrell, (1999) EI ABP, es
una estrategia de ensefianza/aprendizaje que intenta desplazar la concepcion de la ensefianza
basada predominantemente en el profesor como Unico responsable de transferir
conocimientos y los estudiantes meros receptores pasivos de los mismos, hacia la
identificacion del estudiante como centro y responsable de su propio aprendizaje.
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En orden de lo anterior, el docente esta llamado a acudir a estrategias estructuradas, que le
permitan al estudiante, incrementar sus potencialidades ayudandolo a incentivar su
motivacién de aprender, enfrentandolo a situaciones en las que tenga que utilizar su capacidad
de discernir para llegar a la solucién de problemas propios de su entorno.

Royer y Allan (1998), hacen referencia a la teoria desarrollada por Tolman y Barlett, la
cual describe:

El ser humano almacena, recupera y procesa la informacion a través del estimulo que le
llega, es decir, el mismo es un participante muy activo del proceso de aprendizaje. En
consideracion a lo anterior, es importante que el docente se familiarice con las tres teorias (la
operante, la asociativa y la cognoscitiva) para que pueda usarlas en la préctica educativa como
instrumentos valiosos para resolver problemas de aprendizaje’.

Estrategias de Motivacion para la Ensefianza de la Matematica.

Las estrategias motivacionales son consideradas como el grupo de las técnicas y recursos
que debe utilizar el docente para potencializar el aprendizaje de la matematica logrando la
satisfaccion de las necesidades de aprendizaje del alumno.

En este sentido se requiere la creacién de propuestas creativas que repercutan en el
entusiasmo de parte de los estudiantes hacia el aprendizaje de las matematicas y sus areas
(Ryan et al., 2007; Chiu and Xihuaa, 2008). Lo que significa que el aprendizaje debe ser
motivante y eficiente.

Sobre el particular, Roa (2007), afirma que el aprendizaje eficiente requiere, entre otras
cosas, de la creacion y mantenimiento de un ambiente que propicie el logro de los objetivos
de la educacién. Lo anterior significa que las instituciones educativas deberian proporcionar a
la poblacién estudiantil lugares 6ptimos donde se produzca un aprendizaje significativo.
Lamentablemente no siempre es asi y es comlin observar que muchas instituciones no
cumplen con este principio, lo que justifica el desarrollo de investigaciones que al igual que
esta, han propiciado al menos una iniciativa a nivel curricular y metodolégico que invita a los
docentes a convertir el aula de clase en un entorno generador de inquietudes, de necesidades
de aprendizaje y de retorno permanente de acciones motivacionales.

En relacion con la motivacion y el aprendizaje, se han realizado varios estudios.
Decharms (1984) puso especial énfasis en aquello que él denomina motivacion intrinseca
como un poderoso factor de potenciacion del aprendizaje. Algunos estudiosos sobre el tema
de la motivacion en la ensefianza de la matemética y la administracion, afirman que la

" Martinez, Nury. Universidad de los Andes. (1998).
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mayoria de las investigaciones sobre este particular son de tipo documental y que ademas en
ellas se reflejan los enfoques, criterios, conceptualizaciones, reflexiones, conclusiones y
recomendaciones que realmente consiste en la mera caracterizaciéon de un fenémeno o
situacion indicando los rasgos mas peculiares o diferenciadores, sin que dichas
investigaciones generen una propuesta de cambio radical en los procesos en el aula.

En términos generales se puede afirmar que a través de la motivacion, el docente tiene a
su disposicion un gran nimero de estrategias que le conducen a ayudar a lograr un verdadero
aprendizaje en el alumno.

Sobre este particular, los autores Good y Brophy (1998), afirman que los docentes en el
proceso de ensefianza deben lograr varios objetivos motivacionales aprendizaje:

1. Crear un ambiente de aprendizaje favorable en el aula, modelando la motivacién para
aprender, esto ayuda a minimizar la ansiedad haciendo que los alumnos logren un
mejor desempefio en sus actividades.

2. Los docentes necesitan estimular la motivacion para lograr aprender en conexion con
contenidos o actividades especificas proyectando entusiasmo, induciendo
curiosidad, disonancia, formulando objetivos de aprendizaje y proporcionando
retroalimentacion informativa que ayude al alumno a aprender con conciencia
sensatez y eficacia.

3. El docente debe ser modelador de los aprendizajes, para esto debe proporcionar a los
educandos, las herramientas que le hagan valorar su propio aprendizaje, viéndolo el
mismo como un desarrollo recompensante y de autorrealizacion que les
enriquecera su vida, trayendo consigo satisfacciones personales.

4. Explicar y sugerir al estudiante que se espera que cada uno de ellos disfrute el
aprendizaje.

5. Ejecutar las evaluaciones, no como una forma de control, sino como medio de
comprobar el progreso de cada alumno.

6. Ayudar al estudiante adquirir una mayor conciencia de sus procesos y diferencias

referente al aprendizaje, mediante actividades de reflexion, estimulando la conciencia
metacognitiva de los alumnos.
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La Metacognicion.

La metacognicion como herramienta de educacion, se entiende como el control de la
cognicion, (Flevel 1976 ), en (Vargas y Arbeldez, 2002), la define como el enfoque
metacognitivo, el cual se refiere al grado de conciencia o conocimiento que los individuos
poseen sobre su forma de pensar (procesos y eventos cognitivos). Chadwick (1985 en Vargas
y Arbeldez, 2002) por su parte, denomina metacognicion a la conciencia que una persona
tiene acerca de sus procesos y estados cognitivos.

El disefio de las herramientas cognitivas, posibilitan la necesidad del uso canales de
comunicacién efectivos, que potencialicen el desarrollo cultural y social de los sujetos actores

como proceso bilateral, para lo cual se requiere de posturas integracionistas abiertas,
participativas y reconstructivas, incorporando las nuevas tecnologias de la informacion y la
comunicacién, a partir de las cuales se desarrollen de manera efectiva todas y cada una de las
etapas del proceso.

Con lo anteriormente dicho, se requiere que los procesos de motivacién en el aula para la
ensefianza de las matematicas en cualquiera de los niveles de formacion requiere no solo un
cambio de estrategias metodoldgicas y de procesos sino también de la incorporacion de
nuevas herramientas cognitivas y tecnoldgicas, que garanticen no solo el aprendizaje en los
estudiantes, sino que dé respuestas a sus inquietudes motivacionales.

6. Metodologia.
6.1. Tipo de investigacion.

La investigacion desarrollada es de tipo cualitativa y se ubica dentro del campo de la
investigacion etnografica interpretativa.

6.2. Técnicas de recoleccidn de la informacion.

El método para la recoleccion de la informacion fue la encuesta aplicada. Se seleccion6
una muestra representativa de los docentes de mateméticas del Municipio de Valledupar para
el conjunto del estudio a realizar, utilizando un muestreo aleatorio simple en la base de datos
de los docentes del Municipio de Valledupar
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6.3. Poblaciéon y muestra.

Para el célculo de la muestra se utilizé el Muestreo Aleatorio Simple para poblaciones
finitas, con un nivel de confianza de 90%, mediante la siguiente formula:

Z?pgN
n =
e’(N-1)+Z%pq

Donde:

n = Ndmero de elementos de la muestra.
N = Numero de elementos del universo.
p = Probabilidad con las que se presenta

g = Probabilidad
Z% = Valor critico correspondiente al nivel de confianza elegido.
E = Margen de error o de imprecision permitido.

o (1.645)° (0.5)(0.5)(169)
- (0.10)°(169-1) + (1.645)* (0.5)(0.5)
n =49

En las 49 instituciones educativas se aplicé un instrumento tipo encuesta y se obtuvo los
siguientes resultados:

7. Resultados de la investigacion.

Los datos obtenidos fueron utilizados para la realizacion de dos tipos de analisis:

* Analisis Descriptivos; con el propésito de conocer cdmo los docentes de
matematicas del Municipio de Valledupar contextualizan los contenidos programéticos hacia
la construccidn de nicleos generadores de problemas en el aula.

* Anadlisis Correlacional e inferencial; con el fin de hacer un estudio predictivo de los
resultados obtenidos por los estudiantes de la bésica y de la media cuando se analizan
situaciones matematicas contextualizadas

8. Andlisis e interpretacion de los resultados.
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Para esta investigacion se disefid y aplicO un instrumento que permitio recoger
informacidon general de los docentes, relacionados con su perfil profesional y opiniones acerca
de la forma cémo de los docentes orientan el proceso ensefianza de las matematicas. En
relacion con los resultados obtenidos del instrumento aplicado se tuvo la siguiente
informacion:

*  Perfil profesional de los encuestados:

Titulo de Pregrado
Titulo de especialistas 18%
Titulo de maestria 9%
Otro titulo 13%

* Tiempo de antigiiedad:

Menos de 10 afios 18.1%
Entre 10 y 15 afios 0,0%
Entre 15 y 20 afios 36,4%
Mas de 20 afios de experiencia 45,5%

* Enrelacion con las planeaciones de la asignatura:
Un 70 % planean en forma grupal y el 30 % planean en forma individual

* Enrelacion con los recursos utilizados para el desarrollo de la actividad docente:

Alto 90% 95% 2% 0 0 0 14% 14% 18% 0 25%
Medio | 10% 5% 28% 18% 46% 28% 14% 14% 46% 28% 25%
Bajo 0 0 0 82% 54% 2% 72% 72% 36% 72% 50%

* Estandarizacion de la planeacion; respeto a este tema en particular se les pregunto a
los docente encuestados sobre si las situaciones que propone en clase conforme los
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establecido en los estandares curriculares apuntan hacia el desarrollo del pensamiento:
numérico, espacial, métrico, aleatorio, variacional.

Pensamiento Numérico 100% 0%
Pensamiento Espacial 90% 10%
Pensamiento Métrico 100% 0%
Pensamiento Aleatorio 63% 37%
Pensamiento Variacional 63% 37%

*Proceso Evaluativo; se pretendid conocer la forma de evaluacién de los docentes en el

area de matematicas.

Evaluacion Individual

Evaluacion grupal 100% 0%
Trabajo colaborativo 90% 10%
Evaluacion abierta 63% 37%
Evaluacion cerrada 36% 64%
Evaluacion tipo prueba saber pro 9% 91%
Evaluacion por proyectos 18% 82%
Evaluacion por estudio de casos 9% 91%

*  Planeacion:

Presenta los temas a partir de ndcleos generadores de 55% 45% 0%
problemas

Reconoce y relaciona el valor del contexto en la 55% 45% 0%
formulacidn de situaciones en matematicas

Al realizar la planeacion articula informacion con docentes 9% 91% 0%
de las distintas areas de la institucion

Reconoce y utiliza el entorno para la formulacién de 36% 63% 0%
acciones en el aula

Clasifica los ejes tematicos de acuerdo con los estdndares 73% 27% 0%
curriculares y los procedimientos matematicos que se

deben desarrollar en el &rea.
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9. Conclusiones y recomendaciones.
La presente investigacion permite concluir que:

* El 60% de los docentes aun se encuentran con titulo de pregrado, sin estudios de
especializacion en el area especifica.

* El 45,5% de los docentes encuestados tienen una amplia experiencia en el ejercicio
de su profesion, sin embargo su experiencia no garantiza la actualizacién en lo que a
estrategias metodoldgicas para la ensefianza se requiere.

* La mayoria de los docentes planean en forma grupal y por éreas, sin embargo no
existe la transversalidad conceptual.

* En relacion con los recursos utilizados para el desarrollo de su actividad docente, la
mayoria de los docentes utilizan en un alto rango: el tablero, los libros de textos y las
guias para el desarrollo de las actividades de aprendizaje.

* El uso de las TIC, hace parte de un sofisma en la mayoria de los docentes y se
reGisan a incorporarlas en el desarrollo de los proceso en el aula.

* En relacion con la estandarizacion en la planeacion para el desarrollo de los
pensamientos: numérico, espacial, métrico, aleatorio y variacional; la mayoria de los
docentes trabaja mas en funcion del desarrollo de los pensamientos: numérico,
métrico y espacial, dejando de lado el desarrollo del pensamiento aleatorio y
variacional.

* Se aprecian incongruencias entre lo que los profesores manifiestan respecto a las
estrategias de ensefianza y al tipo de evaluacion que aplican a sus estudiantes.

*Los docentes encuestados no relacionan las estrategias pedagogicas para la

ensefianza con la planeacion del proceso educativo, ni tampoco las vislumbran como
un componente de una actividad mas general dentro de su diario hacer.
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* Los docentes encuestados se han basado en el desarrollo de las competencias del
hacer y estan dejando de lado, las competencias del ser y del saber hacer en contexto.

10. Recomendaciones

Para desarrollar una propuesta pedagdgica en la que se visionen nuevos escenarios de
construccion académica, se requiere la formulacién de nlcleos generadores de problemas que
vinculen no solo el saber especifico del &rea afin, sino también hechos historicos, culturales,
sociales y de responsabilidad ciudadana en un marco holistico.

Lo anteriormente dicho requiere de algunos procesos minimos por parte del docente que
garanticen la construccion de dichos escenarios, en razon a esto; el docente debe:

* Planear la ensefianza; la planeacién es el punto de partida para que el estudiante logre
identificar el problema objeto de estudio. Esta planeacion debe estar ajustada a los estandares
curriculares emitidos por el MEN, y ademas acorde con las necesidades del entorno, las
necesidades individuales de los estudiantes y también conforme a las necesidades de la
familia.

* Garantizar al estudiante el derecho a tener intereses diferentes sobre el analisis de un
contexto especifico, dado que ello fortalece el caracter interpretativo de la historia, y garantiza
la construccion del hecho histérico que abarca la situacion problema.

* Provocar el andlisis de relaciones rigurosas entre lo estudiado con otra area del saber, de
manera que se logre que los estudiantes: interpreten, argumenten, comparen, propongan y
elaboren su propio discurso, bajo criterios de cierta rigurosidad y espiritu critico.

* Posibilitar el uso de las tecnologias en el aula y fuera de ellas de manera que el estudiante
tenga acceso a toda la informacion que el internet proporciona en la actualidad y de esa
manera posibilitar el analisis critico respecto a las distintas posturas de los autores.

* Procurar que la institucion donde labora genere espacios y mecanismos de reflexién y
didlogo entre profesores docentes pares en los que se aborden temas relacionados con el
curriculo y los procesos de transformacion del mismo.

* Participar de procesos de actualizacion y profundizacion en temas relacionados con las
tecnologias.
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