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Abstract

We study three romantic relationships with differential equations.
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Resumen

Estudiamos tres modelos de relaciones romanticas con ecuaciones diferenciales.

Palabras claves: Relaciones romanticas; Ecuaciones diferenciales.

1. Introduccion

La ecologia humana nos permite conocer como nos relacionamos con los demds y la evolucién de dichas
relaciones, en nuestro caso particular las relaciones amorosas entre una pareja, pueden ser modeladas me-
diante ecuaciones diferenciales lineales autonomas. Strogaz en 1988 (ver referencia [1]) introdujo un modelo
de relaciones amorosas entre una pareja donde la mujer es una amante voluble en el tiempo. Estudiaremos
este modelo en detalle, otro modelo de amores correspondidos en una pareja y un tercer modelo donde la
velocidad de crecimiento del amor de la mujer es constante. Estos tltimos dos modelos son propuestos por
T. P. Dreyer en la referencia [2]. Para el estudio de los dos primeros modelos usaremos la tranformada de
Laplace en el caso real y el ultimo modelo lo trataremos como un sistema no acoplado.

2. Preliminares matematicos

DEerFINICION 1. Sea [ : [0, 00) — R una funcion, la transformada de Laplace dela funcion f es la funcion

0o T
Lif] = Fls] = f e f(t)dt = lim f e f(n) dt
0 =00 0
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siempre y cuando dicho limite exista. Usaremos indistintamente las notaciones L[ f], F(s) o L[f]1(s), la va-
riable s en general es una variable compleja, pero para nuestro trabajo basta con considerar s y F(s) reales
tinicamente. Notemos que la transformada de Laplace real que estamos considerando nos provee de un
puente entre dos dominios, el dominio tiempo y el dominio de la transformada de Laplace que determina-
remos mds tarde. A continuacion vamos a dar un lema que nos garantiza la convergencia de la integral
impropia.

00 00

Lema 1. Si f e f (D) dt converge, entonces f e~ f(r) dt converge, o sea, que una integral absolutamente
0 0
convergente es convergente.
Proof. Tenemos que —|f(¢)| < f(¢) < |f(?)| por tanto O < f(¢) + |f(¥)] < 2|f(¢)|, entonces

T

T T
Osfe‘”f(t)dHf e‘s’lf(t)ldtszf e~ f(t) dt
0 0
0

y tenemos

T T
0< Th’m f e @)+ 1f(D]dr < 2T11'm f e f(o) dt.
T
Entonces f e*' f(f) dt converge. m
0

DErFINICION 2. Una funcion f de una variable real a valor real es de orden exponencial en [0, 00) si existen
niimeros ¢ y a, con c¢ positivo, tales que |f(t)| < ce™ para todo t > 0. Si f es acotada entonces es de orden
exponencial ya que existe M tal que |f()] < M = Me". Por tanto, f es de orden exponencial y como las
funciones sen x y cos x son acotadas, entonces son de orden exponencial.

Esempro 1. Calcular la transformada de Laplace de

Df={ty:y=e"1>20 ID)g=1 D) h(t) = e™.
Solucion.
T T T
1) L{e"|(s) = lim e e dt = lirnf f &9 dy
[ ] T—oo 0 T—oo 0 0
T
i
Iim [e(“_S)T - eo] =
a—§ T—ow s—a

Entonces la funcion f en el dominio t, es transformada en la funcion F = {(s, y:y=
de s.

II) g(t) = 1 = e™. Aqui a = 0, entonces por I) L[1](s) = %

er(u—s)

lim [

T—oo

a—s

sis>a

1

s—a

} en el dominio

IIl) Reemplazando a por —a en I) nos queda L{e™*](s) = sia> —s.

s+a

33
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Esempro 2. Calcular la transformada de Laplace de f(t) = senat.

Solucion.
Tenemos que

00

T

L[senat] = F(s) = fe_s’ senatdt = lim e *'senatdt.
T—oo 0
0

T s (T 1 s (™
- —f e cosatdt| = — — —f e cosat dt.
0 a Jo a a Jo

Una segunda integracion por partes nos da

Integrando por partes resulta

e %" cosat

1 s (™ . 1
F(s)=———2 e’ senatdz‘:———zF(s),
a a 0 a a

de donde resulta
a? + §?
a2

1
F(S) = ;

a

— s>a
s2 +a?’

Entonces F(s) =

DErINICION 3. Decimos que una funcion f de variable real a valor real es continua por tramos en un inter-

valo cerrado [a,b] si f es continua con la excepcion de un niimero finito de puntos {t;}!_, en el intervalo

la, b], existen los limites laterales f(t}) = hh’r%)l+ fti+h); f(t) = ]h'nol f(t; + h) y en los extremos del intervalo
— h—0~

[a, b] solo uno de estos limites es pertinente f(a*)y f(b™).

DEFINICION 4. Decimos que una funcion f es de clase E si estd definida en [0, ), es de orden exponencial,
continua por tramos en todo intervalo finito y f(t;) = % [ faEH+ f (tl.‘)] en cada punto de discontinuidad.

Lema 2. Sea & = {f : [0,0) — R|f es de clase E y de orden exponencial}, tenemos que si f,g € EypL e R,
entonces (f + g) y (Bf) pertenecen a &.

Proof. Como f y g son continuas por tramos en [a, b], entonces existen un nimero finito de intervalos
(a,t1),(t1,12), ..., (s D) y (@, v1), (V1,V2), . .., (v, D) tales que f es continua en (a, t1), (t1,12), ..., (4, D) y &
es continua en (a, v1), (vi,v2), . .., (Vy, b); ademds existen los siguientes limites laterales: lim f(¢); lim f(¥);

t—at t—t;

lim f(?); lfrl? f@®);parai=1,2,...,n, lim g(¢); lim g(¢); lim g(¢); lirgl g(®);i=1,2,...,n Por tanto consi-
t—tf t—b~ t—a* 1=t -t} t—b~

deremos los subintervalos (a, uy), (u, u2), . . ., (up, b) donde los u; los hacemos coincidir con v; o con #; segiin
el caso. Es inmediato que (f + g) es continua en los intervalos (a, uy), (U1, u2), ..., (up, b) y que existen los
limites

llfm+(f +8)) = 111'111 f@+ 111'm+ 8
(7 + 0= Jim £+ Jim g0
tliruq(f +8)(0); tlir;l-(f +8)(1)
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parai = 1,2,...,n; en consecuencia (f + g) es continua por tramos en [a, b]. Como (Bf)(r) = Bf(f) con
B € R, entonces Sf es continua por tramos en [a, b] con los mismos puntos de discontinuidad que f, salvo
cuando 8 = 0, pero entonces (Bf)(f) = 0 es continua en [0, c0) y por tanto continua por tramos en [0, o).
Como f'y g son de orden exponencial, entonces existen constantes positivas m,my y @1, @, € R tales que
If (O] < mpe™?; |g(f)] < mye™ para todo ¢t > 0. Sea m = max{m,mp} y @ > méx{ai, a,}, entonces

I(f + D] = 1f @) + g®] < If D]+ |g®)] < me™ + mpe™ < me™ + me™ = 2me™.

Entonces (f + g) € E.
Ahora, [(Bf)@®)| = |BIIf (@) < |Blme®" = me™?, con m = my|B]. Entonces (8f) € E. Sea t; un punto de
discontinuidad de (f + g) en [a, b], entonces
(f +9)t) = f(t) + g(ty) = sLFAD) + fGD] + 5[8(57) + g(t)]
= (f+ ) + 3(f + 1))
= H(f + D) + (f + ()]

Entonces (f + g) € &.
Andlogamente (Bf)(t;) = BILF(E) + f()] = LB + (B(E)]. entonces Bf € &. Con las dos

operaciones anteriores poddemos dotar a & de estructura de espacio vectorial. m
3. Existencia de la transformada de Laplace

Lema 3. Si f es continua por tramos en [0, ) y de orden exponencial o para t > T, entonces existe la
transformda de f para todo s > a. Ademds 1im L[ f](s) = 0
§—00

T )
Proof. Tenemos que L[f](s) = fe“”f(t) dt + fe‘”f(t) dt=1+1,.
0 T

Claramente, f es continua por tramos en [0, 7] con T > 0, sean {ti},.j:1 los puntos de discontinuidad de f
n [0, T'], entonces

T t1—h tr—h T—h
A =f e f(Hdt = lim f e_s’f(t)dt+f e‘”f(t)dt+~~-+f e‘”f(t)dt]
0 h=0% | Javn ti+h ti+h
t—h tr—h T—h
= lim e f(t)dt + lim e f@)dt+ -+ lim f e f(1) dt
h=0" Jain h=0" J4 h=0" Jyvn

1 5] T
f e f(r)dr + f e ftyde + - + f e f()dt =m < oo,
0 n

1y

. . . T .
por ser el integrando continuo. En consecuencia I} = fo e~ f(¢) dt existe. Ahora,

Il = f Hf@) dr < f e (o) d
T T

00 00
< cf e e dt = cf 9 gy
T T

Ce(a—s)t o Ce(a—s)T
= cuando s > a.
T Nl 04

a—S8
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Entonces, porellema 1, I, = fe‘“f(t) dt existe, la existencia de I; e I implica que L[ f](s) = fooo e f(2) dt
T

existe para s > a. Ademas |L[f](s)| =

}oe‘” f)dt
0

(9
<c f e dt = ~= para todo ¢ > 0. En consecuencia
0

Iim L[f](s) =0. m
§—00

Por el lema anterior podemos afirmar que el dominio de definicion de la transformada de Laplace siempre
incluye un intervalo semi-infinito de la forma (3, o).

DEFINICION 5. LLamaremos abcisa de convergencia de la funcion F(s) = L[f1(s) al infimo del conjunto de
todos los s para los cuales existe la transformada, siempre y cuando este conjunto esté acotado y dicha
abcisa la notamos s, es decir, so = inf{s : existe F(s) = L[ f](s)}. En consecuencia el dominio de definicion
de la transformada de Laplace es de la forma (s, 00) o0 [so, 00). Si el conjunto de las s tales que F(s) existe
no estd acotado inferiormente, entonces decimos que la abcisa de convergencia es —co. Esto sucede, por
ejemplo, con las funciones f(t) =0y f(t) = e".

Veamos a continuacién que existen funciones que no son continuas por tramos y, sin embargo, tienen
transformada de Laplace.

EsempLo 3. f(¥) = % = t72 no es continua por tramos en ningiin intervalo cerrado que contenga el cero

(o)
“112 = 400, Ahora de los cursos de andlisis es conocido que fe‘xz dx = % Vr;

ya que lim f(¢#) = lim¢
t—0* t—0* 0
calculemos L[ f](s) = fow et dt, s> 0.
Sea st = y* entonces
2\"1/2 172
-12 _ (2 — ()7 2 5.
t _() =(2)" =%
—
dt==dy,y

; ; 2
ey V)dr = e ﬁ dt=e” - ﬁ il dy = 257127 dy.
y y S

00 00 1
L{f1(s) = 2f 5712y 2 dy = 2s_l/2f e dy =2s"172. 3 i = \/g
0 0

At L[r7'2](s) = F(s) = \/E
N

El ejemplo anterior nos dice que el lema 3 nos proporciona solo condiciones suficientes pero no necesa-
rias para la existencia de la transformada de Laplace ya que existen funciones que no cumplen la hipétesis de
ser continuas por tramos y tienen transformada de Laplace. También muestra que el conjunto & est estricta-
mente contenido en el conjunto de las funciones que tienen transformada de Laplace, pero para el desarrollo
del trabajo y muchas aplicaciones que usan transformada de Laplace, el conjunto & es suficiente y nosotros
nos restringiremos al conjunto &.

Entonces

LEmA 4 (LINEALIDAD DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE). Si fi y f> son funciones reales cuyas transformadas
de Laplace existen para s > 1y § > §, entonces

Lici i) + c2o(0] = ei LLAD] + LI LD e, €R.
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Proof. Para s = max{sy, s»} se tiene
Llci1 fi(D) + c2f2(0)] = f e e fi(0) + erfo(D)] dt
0

= ¢ f "o filtydt + ¢ f "o folt) dr
= C1L[(}1 (O] + 2L L D). 0
|
EsempLo 4. Hallar
D) L{senhat]  II) L{coshat]  III) L[senh Vabt]  IV) L[cosh Vabt]

con a, b positivos.

Solucion.
1) Usando el ejemplo I y la linealidad de la transformada de Laplace se tiene

Lsenhat] = L[4 — )| = $L[e" - e™]

1 1
_ 1 a 1 —aty _ 1
_EL[e’]—EL[e t]—§|:s_a—s+a

a

2 — a2

sis>aya<—s, osea, sis>|al

1 1 1 1
_(eat + e—at)} — _[
2

+
S—da s+a

s .
= si s > al.

II) Licoshat] = L >
s?—a

2
1) y 1V) reemplazando a por ab tenemos

L[senh \/cEt] = 2ﬂ
s* —ab

si s >|Vabl|y
Licosh Vabr] = —— si s> Vab.
s> —ab

4. La transformada de la derivada

Lema 5. Si f es continua en el intervalo [0, 00), de orden exponencial « y la derivada f’ es continua en el
intervalo [0, ), entonces la transformada de Laplace de [’ existe para s > a y se tiene L[ '] = sL[f]—f(0).

00

T
Proof. L[f'](s) = f e (N dt = Tll’m f e *" f'(t) dt. Integrando por partes, haciendo u = ™% y
0 - Jo
dv = f'(t)dt entonces v = f(¢) y resulta

T

T
LLf') = lim [e“’f(t) +s fo e”f(r)dt] = lim [¢™"£(T) = fO)] + SLLA ).

0

Como f es de orden exponencial, existen constante ¢ y « tales que para t > T, [f(¢)] < ce® lo que implica
|e’” f(t)' < el si s > a esto implica que Th’m e ' f(t) = 0y, ademds, la existencia de L[f] estd garanti-

zada por el lema 3. Asi L[ f’] = sL[f] — f(0). m
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EsempLo 5. Calcular la transformada de Laplace de f(t) = cos at.

Solucion.
Sea f(t) = — (% cos at), entonces f'(t) = senat, entonces por el lema 5,
, 1 1 s 1 , a
L[f'] = L[senat] = sL[f] - f(0) = sL|——cosat|+ — = ——L[cosat] + — = L[f'] = -
a a a a s?+a

Por tanto,
s

s2+a%’

1
L[cos at] =—C—l[——+L = s> a.

s| a s2+4ad?

al-s*-d®+d
a(s? + a?)

N

1
LEmA 6. Si f es de clase E, entonces F(t) = f f(o)do es continua y de clase E.
0

Proof. Como f es de clase E, entonces es de orden exponencial a, luego existen C, T tales que |f(¢)] <
Ce® para todo t > T y estd definida en [0, 00). Veamos que F es continua en cualquier intervalo [a, b] C
[0, c0).

Sean #y € (a,b) y h > 0 tal que (a + h) € (a, b), entonces

to+h to+h to+h
|F(to + h) — F(tp)| = flo)do| < f |f(o)ldo < Cf e do
to to fo
h
_ Eeaa fo+ _ g |€a(t0+h) _ e(lfo| -0
a fo 07

cuando & — 0%, entonces lh’r(r)1+ F(tg + h) = F(ty). Sih <0 con (ty + h) € (a, b) tenemos

|F(to + h) — F(10)l = ‘— flo)do

to+h

fo fo c
< f lf()ldo < C f 7 dor = = (¢ — ") 0
to @

+h to+h

cuando & — 0, entonces 1im,,_,5 F(ty + h) = F(ty) y deducimos con lo anterior que F es continua en .

+h +h
flo)do — f flo)ydo
0

flo)do
0
+h +h
< fﬂ |f(o)ldo < Cfa e do

E |ea(a+h) _

Ahora |F(a+ h) — F(a)| =

a

e‘m| — 0 cuando & — 0*.
Entonces hh’lg F(a + h) = F(a). Andlogamente se prueba que hln}){ F(b + h) = F(b). Entonces F es continua
en [a, b].

Como f es de orden exponencial existen C, @, T con C positivo tales que |f(¢)| < Ce® paratodot > T.
Seat € [T, o), entonces

t

! !
C
|[F(5)| = f flo)do| < Cf e do = —e*”
T T @ T
— E [eozt _ eaT] < Eeat
a a
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paratodor>Ty g positivo. Entonces F es de orden exponencial.
Sea t; un punto de discontinuidad en el dominio de f, tenemos

fif(t)dt=f[ f(t)dt=f[ f@adt,
0 0 0

F) = f " fod = %[ f " rodr+ f " dt] = L[F(e) + F(5)).
0 0 0

por lo tanto,

Como F es continua, entonces F es continua a trozos y por ser de orden exponencial estd definida en [0, o)
con F(t;) = %[F (£7) + F(£)]; t; un punto de discontinuidad, entonces F es de clase E. m

A continuacién vamos a anunciar el teorema de aproximacion de Weierstrass, el cual vamos a necesitar
para probar el teorema de Lerch. La prueba de dicho teorema se encuentra en la referencia [3].

TeOREMA 1 (TEOREMA DE APROXIMACION DE WEIERSTRASS). Para cualquier funcion h : [a,b] — R continua y &
un niimero pequerio y positivo, existe un polinomio p(x) tal que |h(x) — p(x)| < € para todo x € [a, b].

Proof. Ver referencia [3] T. M. Apostol. m

1
LEmaA 7. Si h es una funcion continua definida en el intervalo cerrado [0, 1] a valor real y, f X"h(x)dx =0

0
paran=0,1,2,.... Entonces h(x) = 0 en el intervalo cerrado [0, 1].

Proof. Como A(x) es continua en el cerrado [0, 1], entonces por el teorema de aproximacion de Weiers-
trass existe un polinomio p(x) = Zﬁ:o a,x"; n,k naturales y € > 0 tales que |h(x) — p(x)| < & para todo
x € [0, 1], tenemos que

1 1 k k 1
h dx= | h px" dx = "h(x)dx = 0.
j(; (xX)p(x)dx j(; (x)Za x"dx Zj(; x"h(x)dx

n=0 n=0

Sea M = max{h(x) : x € [0, 1]} y & positivo arbitrario.
1 1 1 1
f W (x)dx = f W (x)dx — f h(x)p(x)dx = f h(x)[h(x) — p(x)]dx
0 0 0 0

1
< Mf [h(x) — p(x)|dx < Me
0

1
y como & es arbitrario se sigue que f h*(x)dx = 0.

0
Veamos que i(x) = 0 en [0, 1]. Si A(x) # 0 para algin xy € (0, 1), entonces por continuidad existe 6 > 0
tal que (6 — xp,0 + xp) € (0, 1) y h(x) # 0 para todo x € (xg — 6, xo + 6) y resulta

1 X0—0 X0 +0 1 X+
f W (x)dx = f W (x) dx + f W (x)dx + f W (x)dx > f W (x)dx >0
0 0 x0—6 X()+5 )C()—5

contradiccién. Por tanto debemos tener A2(x) = 0 para todo x € [0, 1] y en consecuencia, h(x) = 0 para todo
xe[0,1]. m
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5. Unicidad de la transformada de Laplace

Para usar la transformada de Laplace para resolver ecuaciones diferenciales necesitamos la existencia
de la inversa de la aplicacién u operador L para resolver la ecuacién L[y] = & y recuperar y con L™'(@),
para ello debemos ver que L es inyectiva, o sea, que debemos ver que si f es una funcidén continua con
transformada F’, entonces no existe otra funcién continua g que tenga la misma transformada de Laplace.
Este hecho nos lo proporciona el

TeoREMA 2 (TEOREMA DE LERCH). Dos funciones de clase E que no son iguales tienen diferentes transforma-
da de Laplace.

Proof. Sean f, g dos funciones de clase E con orden exponencial a tales que L[ f] = L[g] para todo s > «
y sea h(t) = f(r) — g(¢), entonces por el lema 2 & es de clase E de orden exponencial a y

H(s) = L[h] = L[f — g] = L[f] - L[g] = 0 para todo s > a.

1
Definamos h(t) = f e P"h(t) dr donde B es cualquier niimero real > @. Como e#" es continua y A(t) es
0
continua por tramos, entonces por el lema 6 con f(7) = e #"h() se tiene que

() = f f(r)dr = f e Ph(t)dr
0 0

es continua en cualquier intervalo [a, b] C [0, ) y, ademads, por dicho lema h(t) es de clase E con h(0) =

0 «
[P h(r)dr =0y h(c0) = [ ePTh(r)dT = 0 por ser B > a
0 0

H(B) = L[h](B) = fo e PTh(r)dt = fo e f(r) - g(M]dr = LIf1(B) - LIg(B)] = 0.

Entonces /i(c0) = H(B).
Ademas

H(s+B) = LIhl(s +B) = f " e P dr = f " e L) d.
0 0

Integrando por partes, haciendo u = e y dv = e?'h(t) dt tenemos

!
du=—-se y v(t)=fe_ﬁ7h(‘r)dr
0

y resulta

Hes + ) = uonofy +5 | " ety dr
0

00 00 !
= e"”f e PTh(r)dr + sf e (f e PTh(1) dT) dt
0 0 0

= e ()|, + sf e "h()dr =0 + sf e~ *"h(r) dt
0

0
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por ser h(0) = h(c0) = 0. Como (s+/8) > a, entonces H(s+f3) = fom e~ h(f) dt = 0 para todo s > 1 por ser
oo 1

B > a, lo que implica que fe‘"l_z(‘r) dtr = 0 para todo s > 1. Sea z(¢) = ¢/, entonces fss‘ll_d(— Inz)dz =0
0 0

para todo s > 1, ya que cuando z = 1 se tiene (—Inz) = 0, entonces i(—1nz) = h(0) = Oy de z = ™' se
deduce r = —Inz, por tanto z » 0* &t — ooy, en consecuencia,

! 00
h(=1n2) = lim (- In) = lim h(s) = lim f e Ph(t) dr = f e PTh(t) dr = h(co) = 0
z—0* —00 —o Jo 0

y por consiguiente tenemos que /(- In z) es continua en el intervalo [0, 1] y el lema 7 implica que A(—Inz) =
t

0 para todo z en el intervalo [0, 1], donde h(¢) = f e PTh(t)dt = 0 para todo ¢ > 0, lo que implica a su vez
0

t

que I(t) = f e P™h(t) dr = 0 para todo a arbitrario con a > 0; supongamos que 4 es continua en un intervalo
a

(a, b), como I(¢) es idénticamente cero en este intervalo, su derivada I’ (f) = e #'h(¢) también es idénticamente

cero en este intervalo (a, b). Como e # 0 para todo t € (a,b), entonces h(f) es idénticamente cero en
este intervalo, asi hemos probado que X(f) es cero sobre todo intervalo abierto (a, b) donde / es continua.
Como £ es de clase E es seccionalmente continua, sean ¢; < t, < --- < t, los puntos de discontinuidad
de & en [a, 00) entonces h(f) = 0 en los intervalos (a, ty), (t1,t2), ..., (-1, ;) y existen h(t;'), h(t;) para
i=1,2,...,ny h(a"), entonces por la continuidad de % se tiene h(a*) = h(a) = 0; h(t]) = h(t;) = 0 para
i =1,2,...,n, entonces hemos demostrado que si L[f] = L[g], entonces h(t) = f(t) — g(t) = 0 para todo
t € [0,00) y, en consecuencia, la aplicacién L es inyectiva y tiene inversa L™' : L(E) — &y se tiene que

F(s) = LIf(0] & f()=L"[F(5)]. =

Lema 8. Sean cy,cy constantes reales arbitrarias y F1[s], F2[s] las transformadas de Laplace de fi(t) y
S (1), respectivamente. Entonces

L' [c1F1(5) + c2F2(5)] = ¢ L7 [F1(5)] + caL ™ [Fa(s)].

Proof. Sean F(s) y F»(s) las transformadas inversas de fi(f) y f>(f), respectivamente. Entonces F(s) =
LI fi(0)] & L F\(s)] = @)y Fa(s) = LI H()] © f() = L~'[F5(5)]. Por el lema 5 tenemos que

Llc1 f1(@) + c2f2(0] = 1 LLAD] + 2 L[ f2(D] = c1 F1(s) + c2Fa(s).
Entonces

L' [e1F1(s) + e2F2(s)] = L™ {L[c1 /(D) + e2 fo()])
=c1fi(t) + c2fo()
= ;L7 [Fi(s)] + oL [Fa(s)].

Entonces hemos probado que el operador L~! es lineal. m

6. Primer modelo a considerar

Supongamos que William estd enamorado de Zelda, pero Zelda es una amante inconstante, voluble,
cuanto mds William le ama ella comienza a no gustarle; pero cuando él pierde interés por ella, sus senti-
mientos por él reviven. El por otra parte, tiende a demostrarle que su amor crece cuando ella le ama y se
convierte en odio cuando le odia. Determinemos la ley que rige los sentimientos de William y los de Zelda.
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Sean w(r) = los sentimientos de William por Zelda en el instante ¢, z(¢) = los sentimientos de Zelda por
William en el instante ¢ donde los valores positivos de w y z significan amor, valores negativos significan
odio, las unidades exactas en las cuales estas variables pueden ser medidas se dejan a la imaginacién de
los lectores. Asumimos que las funciones w(?) y z(¢) son continuamente diferenciables con respecto a ¢ para
t > 0, con primeras derivadas continuas, son de clase £ y de orden exponencial a.

La velocidad con que varian los sentimientos de una persona en el tiempo es directamente proporcional
a los sentimientos de la otra. Asf tenemos el sistema

W) =az(t);  w0) =« }

Z(t) = —bw(t); z(0)=p (1

donde a y b son constantes positivas, el signo (—) muestra que z decrece cuando w es positiva y reciproca-
mente w crece cuando z es positiva, & y S denotan los sentimientos iniciales de w y z respectivamente.

Asf hemos construido el modelo matematico 1, ahora debemos hacer su andlisis y determinar las solu-
ciones del sistema (1) para ver como evolucionan las relaciones amorosas de William y Zelda; usaremos la
transformada de Laplace real en dicho andlisi.

Tenemos de (1) que

W () = a7 (t) = a(-bw(t)) & (1) + abw(t) = 0. 2)
Busquemos una solucién de (2) en la forma w(f) = Ae' con A y A constantes con A # 0, tenemos que
W' (1) = AdeV; " (1) = AA%e". Reemplazando en (2) resulta

W' (1) + abw(t) = A" + abAe" = AeV[A* +ab] = 0siysolosi A’ +ab =0

cuyas raices son complejas y en consecuencia w y z son combinaciones de cos Vabt y sen Vabt, entonces
existen constantes a1, 81, a2, 3, tales que

w(t) = a; cos Vabt + B sen Vabt

7(t) = a, cos Vabt + B, sen Vabt

Como w(0) = @y z(0) = B tenemos

w(t) = acos Vabt + (1 sen Vabt : w(0) = a; w'(0) = Bi Vab
z(t) = Bcos Vabt + 3, sen Vabt : z(0)=p; 7(0) =5, Vab

Continuamos el andlisis usando la transformada de Laplace.

Como cos Vabt y sen Vabt son acotadas, entonces son de orden exponencial y por el lema 2 w(f) y
z(¢) son de orden exponencial y como son de clase E por hipétesis, entonces por el lema 3 existen las
transformadas de Laplace W(s) = L[w(f)] y Z(s) = L[z(?)], entonces por el lema 5 y la linealidad de la
transformada de Laplace se tiene

sL{w()] — w(0) = L[w’(#)] = Llaz(t)] = aL[z(?)] = aZ(s)

LIZ (0] = sLIzO] - 2(0) = LI-bw(t)] = ~bLIw(t)] = ~bW(s) )

y tenemos el sistema

sW(s) —a = aZ(s)
sZ(s) — B =—-bW(s)

42



D. Solano / Matua Revista MATUA VOL: V (2018) pgina: 43-50 43

el cual tiene solucién tnica y resulta

—bW(s
a+aZ(s) C""“[%] _as +ap — abW(s)

2

W(s) =

N N

y se deduce
$*W(s) + abW(s) = W(s)[s*> + ab] = as + af8

y se tiene

as +af s . ap  Vab
=a .

52+ ab s24+ab  Algp s*+ab

Como W(s) = L[w(?)] de los ejemplos 2; 4 y la linealidad de la transformada se deduce

W(s) =

Llw(®)] = aL[cos Vabt] + \/_

Aplicando la transformada L™' y el lema 8 resulta

w(t) = acos Vabt +,8\/gsen Vabt.

En forma andloga se deduce
b
7(t) = Bcos Vabt — « \/jsen Vabt.
a

Podemos escribir las ecuaciones para w(t) y z(f) en forma compacta introduciendo el angulo de fase ¢ y
haciendo tan ¢ = g \/? , donde 0 < ¢ < 360° y el cuadrante estd determinado por los signos de « y 8. Por
ejemplo, @ > 0y 8 < 0 implican que ¢ estd en el cuarto cuadrante donde 270° < ¢ < 360°.

LemA 9. Sitan¢ = g %, entonces

_ ba? + ap? ba? + ap? _ \/E
Da= T-cosq& I \ZT'Semﬁ—ﬁ 5
{ 2 2 , 2 2
il)) ba+aﬂ-sen¢=ﬁ IV) ba+aﬂ-cos¢=a\/g

a
Proof. Tenemos que tan¢ = = . [—, entonces el cateto opuesto al dngulo ¢ es g \/% . El cateto adyacente

b
al dngulo ¢ es igual a 1 y la hipotenusa de dicho tridngulo rectangulo es

A O
> b o« b

y resulta
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b 2 + 2 b 2 + 2
11D ,/a—aﬁ.sengbz @ +ap” =
a a 1 ba?+ap? =
A Vb
) . ba? + af? b
IV) En forma anéloga se tiene \| ——— -cos¢ = a+/—. W
a a

De acuerdo al lema anterior tenemos

w(t) = acos Vabt +8 \/gsen Vabt
, 2 2 2 2
=[ WCosqﬁ]cos \/a_bt+[ I#senqﬁ] sen Vabt
ba” + af? ba?® + ap?
=\ [cosqﬁcos Vabt + sen ¢ sen \/a_bt] i | — cos( Vabt - ).

Andlogamente se tiene

z(t) = Bcos Vabt — a\/gsen Vabt

’b 2 2 ’b 2 2
= %ﬂlﬁ Sen¢cos \/CE[ - QT-’-aﬁ COS¢Sen mt

f 2 2
= w [sen ¢ cos \/Et — cos ¢ sen @t]
baZ + 61,82 bCYZ + aﬁz
= - T [cos¢ sen \/cEt — sen ¢ cos \/cEt)] =- T sen( \/Ef - 9).

Las graficas de w(?) y z(¢) se explicardn a continuacién. Tomemos a > b. Como a > b tenemos las cadenas

de desigualdades
2 2 2 2 2 2 2 2
_\/ba +ap <_\/baf + af <0<\/ba + af <\/ba/ Z(lﬁ'

a

b a

Si iniciamos la grafica de w(?) en un ¢ tal que

2 2 2 2
O<a<w()<p< \/ba/ *ab < \/ba/ Ztlﬁ,
a
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ba? + af? . .
——— y tendrd un minimo

ba? + aB? ..
ent = t, cuando Vabt, — ¢ = m, 0 sea, cuando t, = % con w(h) = — \/ T'B y existird un #; con
a

. . . . /ba/2 + af?
tp < t; < tp tal que w(t) = 0, también un #4 donde w tiene un maximo relativo con w(ty) = Tﬁ y

por continuidad existird un #3 con #, < t3 < t4 tal que w(#3) = 0.
Si z() se inicia en un ¢ tal que

entonces w(t) tendrd un maximo en ty = \%b y el valor de dicho médximo es
a

2 2
O<a<pf<zit)< M=Z(¢o)
a

entonces como w(f) es positiva para tales ¢, del sistema (1) se deduce que z(f) debe ser decreciente para

dichos ¢ y tendrd un minimo en un ¢} donde Vabt; —¢ =5 o 1] = 2% =11, ya que w(t) y z(¢) tienen el
mismo dngulo y alcanzard un mdximo en un #; tal que
2¢ + 31

3n
Vabti-¢p= = o =
’ 2 77 2vab

y tendrd un minimo en un #; tal que

2
Vabt*—¢:2n<:>t*:¢+ =1
4 4 /—ab

y a partir de #; = #4 comienza la misma situacién que en fy para w(f) y z(f) y el proceso se repite lo que
implica que William y Zelda estdn en un ciclo permamente de amor y odio.
El gréfico de w(?) y z(¢) se muestra en la grafica de abajo

b2 2
,a;aﬁ ,\ _ -
VARRN 1
har2+aﬁ2 J : 1 / :\
a A 1 2N ()
BN 1 /7 \‘ Y
LN AR
vy 1oy
Voo oy Ve
VLo [ S
v [ HE
v [ S
wd ond nb o5 oyl s
L N Voo
Voo Vo
R N
\ I N A 1 \ | \I
Vv, Vil
NEZTEN N A
AJ :I \
,ba/2+aﬁ2 - \“'/ kN
a
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Interpretacion de las relaciones amorosas de William y Zelda. En el tiempo 7y = %

por Zelda se encuentra en los mas alto y Zelda es neutral en su amor hacia William, mientras el tiempo

transcurre, o sea, para t > fy Zelda comienza a perderle carifio a William (z(#) < 0) y William también

disminuye su amor por Zelda hasta cero en t; = #y + ’57 = % + %, donde el amor de Zelda por William ha

el amor de William

. [ba? + ap? e . . .
llegado a un minimo en w(t;) = — —'B, para t > t; William inicia su indiferencia hacia Zelda quien
a

comienza a mirar a William con mejores ojos aumentando su carifio hacia él y en #, donde Vabt, — ¢ = m,

osea,ent; = % donde Zelda ha dejado su indiferencia por William, pero desafortunadamente la falta de
» . . ba? + aﬁz .
carifio por Zelda ha llegado a su minima expresioén en w(t;) = —4/ ————. Para t > #, Zelda comienza
2¢+3m

a mirar a William con otros ojos aumentando su carifio hasta t3 = donde Zelda estd en la ciispide de

2vVab’
. e ba? + aﬁz .
su carifio por William en z(#3) = 4/ — y el amor de William en #; es neutral. Para ¢ > #; el amor de
a

Zelda hacia William comienza a enfriarse nuevamente pero el amor de William por ella comienza a crecer

. ) ba? + af8?
hata alcanzar su mayor intensidad en #4 = ¢\+52;r con w(ty) = 4/ Tﬁ y entonces volvemos a tener otra

vez la misma situacidon que en fy y a partir de aqui, o sea, en 7 el proceso se repite en cada intervalo de la
forma [ty + 2kn, t4 + 2kn] con k € Z*, por lo tanto estamos en presencia de una relacion periddica de amor y
odio entre William y Zelda y en efecto ellos se aman el uno al otro simultineamente solamente en una cuarta
parte del ciclo.

7. Espacio de fase

Eliminando el pardmetro ¢ en el sistema (1) resulta

< d

a9 B bwdw+azdz =0,

dz dz bw

dt
integrando en [0, 7] resulta

bo?  a _ bw’(0)+az(0) bw? . az?
2 2 2 bw*(0) + az2(0)  bw?(0) + az>(0)
) 5 )
bw az

= + =
ba? +ap?  ba? + af?

cuya grafica en el plano z, w es una elipse con a > b, en dicha elipse pensamos en t como un pardmetro. Los
correspondientes valores para t = ty, 1, 1, 13, 4 estin sefialados en la elipse y obtenemos los mismos puntos
otra vez cuando nos movemos en sentido contrareloj en la elipse corroborando con esto que estamos, en un
movimiento periddico, o sea, en una relaciéon permanente de amor y odio entre William y Zelda.
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Gréfico de (2) con a > b.

' ba2+zz/32
=1 a

t=0n [=t()=[4

8. Segundo modelo de amores correspondidos

Consideramos un segundo modelo entre William y Zelda, pero ahora con la diferencia que William ama
mucho a Zelda y también Zelda ama mucho a William cuando se aman y que sienten mucho odio entre ellos
cuando se odian. Estudiamos la evolucién de la relacion amorosa entre William y Zelda y el espacio de fase
asociado al sistema resultante, de acuerdo a nuestra hipétesis en este caso obtenemos el sistema
W' () = az(1); w(0) =« } )
Z(0) = bw(); z0)=p

donde @ y b son constantes positivas y representan las constantes de proporcionalidad de los sentimientos
de la relacién amorosa entre William y Zelda, @ y 8 son los sentimientos iniciales de William y Zelda.
Consideramos que w(t) y z(¢) satisfacen las mismas hipdtesis aceptadas para el sistema (1), tenemos el
sistema (5) que

W () = az (t) = abw(t) & W’ (t) — abw(t) = 0.

Si buscamos como antes una solucién de la forma w(f) = Ae" llegamos a que w(?) es solucién si y solo
si 2 — ab = 0 cuyas raices reales son Vab y —Vab lo que implica que las soluciones w(f) y z(f) son

combinaciones lineales de e V' ye Vabt , por tanto existen constantes a1, 81, a2, 3, tales que

(6)

w(t) = ale‘@’ +ﬁle“/”7”; w(0) = a
2t) = are VP 4 Bre VO z(0) =
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Como w(?) y z(?) son de clase E y de orden exponencial a, entonces existen las transformadas de Laplace
de w(?) y z(t), sean estas W(s) = Llw(?)] y Z(s) = L[z(¢)], entonces por el lema 5 y la linealidad de la
transformada de Laplace tenemos

SLlw(D)] - w(0) = L[w' (0] = Llaz()] = aL[z(n)] = aZ(s)
L[Z' ()] = sL[z(£)] — z(0) = L[bw(?)] = bL[w(t)] = DW(s).

Recordando que W(s) = L{w(?)] = Lw(®)](s); Z(s) = L[z()](s); w(0) = a'y z(0) = B tenemos el sistema

sW(s) —a =aZ(s); w(0)=a
SZ(s) —B=D0W(s); 20)=8

el cual tiene solucidn tnica y resulta

bw(s
a+aZ(s)y «@+a [ﬁ—Jr . ( )] as + a3 + abW(s)
W(s) = = = - :
Ky s s
entonces
$*W(s) — abW(s) = (s> — ab)W(s) = as + ap;
asi

as+af ( s ) ap ( \/%]; & % ab

W(S):sz—ab_ 52 —ab +\/CE s2 —ab
= aL[cosh \/cEt] + ﬁL[senh \/czt].
Vab

Aplicando la transformada inversa y su linealidad se tiene

L' [W(s)] = L™ (L[w(®)]) = aL™"(L[cosh Vabt]) + ﬁL—l(L[senh Vabt])
Vab
© w(t) = acosh Vabt + \j_f_b senh Vabt.

Anglogamente se tiene z(r) = Scosh Vabt + « \/% senh Vabt. Determinemos el espacio de fase del sistema
(5). Tenemos

7 dw az
dr _ _ _
el _dz = % S bwdw —azdz = 0.

Integrando en [0, #] resulta

bw*  az? : bw*(0) — az%(0)

2 2 2
bw? az’
1= - =1
bw?(0) — az2(0)  bw?(0) — az2(0)
o2 2

ba*-ap? - ba?-ap? -
a

48



D. Solano / Matua Revista MATUA VOL: V (2018) pgina: 49-50 49

Con la hipétesis adicional |a| > |B] se tiene % > 1, entonces < o> 2—’ Por tanto (aa’® — bB?) > 0 y

B
. ad®—bp? aa’-bp? . . . .
en consecuencia ——— — "y por tanto el eje conjugado de la hipérbola es el eje w, ahora por la

proporcionalidad de las razones de crecimiento de los sentimientos de William y Zelda el espacio de fase es
la hipérbola sefialada abajo.

9. Tercer modelo

En este caso tenemos que la velocidad de crecimiento de los sentimientos de William es proporcional
a los sentimientos de Zelda con constante de proporcionalidad a > 0 y la velocidad de crecimiento de los
sentimientos de Zelda hacia William permanece constante, resultando el sistema
W' () =az(t); w0)=a @
7=k 20)=8

con a y 3 los sentimientos iniciales de William y Zelda respectivamente, w y z funciones continuamente
diferenciales con respecto a ¢, t en R, y w con primeras derivadas continuas. Para estudiar la evolucién
del sistema (7) podemos usar la transformada de Laplace como en los modelos anteriores, pero como el
sistema es no acoplado su solucion resulta mds sencilla. De la segunda ecuacién de (7) deducimos que
z(t) = kt + z(0) = kt + 5. Reemplazando en la primera ecuacién de (7) obtenemos

W' (f) = a(kt + B) = akt + aB

de donde resulta ) 5

k k
w(t)=%+aﬁt+w(0)=%+aﬁ’t+a.

Esta es la ecuacién de una pardbola que abre hacia arriba o hacia abajo dependiendo de si k es positivo o
negativo, cuando k > 0 el espacio de fase estd formado por una pardbola que abre hacia arriba y la recta
z(t) = kt + B con pendiente positiva. Del espacio de fase no podemos deducir si Zelda ama mas a William o
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si William ama mas a Zelda.

_app
w(t) = Skt* + aft + a

2(t)=kt+

/
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