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Resumen

El concepto de digrupo ha sido propuesto como una extensién de grupos continuos cuyo espacio tangente es
un dlgebra de Leibniz. En este articulo estudiamos una generalizacién de la estructura de digrupo en la cual
no requerimos que los inversos sean necesariamente bilaterales. Nosotros caracterizamos un digrupo genera-
lizado como una unién de grupos y como un producto directo. También exploramos propiedades algebraicas
de tipo grupo. Palabras claves: Coquecigrue, didlgebra, digrupo, homomorfismo, unidades barra .

Abstract

The concept of digroup has been proposed as an extension of continuous groups whose tangent space is a
Leibniz algebra. In this paper we study a generalization of the digroup structure in which we don’t require
bilateral inverses. We characterize a generalized digroup as an union of groups and as a direct product. Besides,
we explore algebraic properties of group type.

Keywords: Coquecigrue, dialgebra, digroup, homomorphism, bar-units.

1. Introduccion

Las algebras de Leibniz fueron introducidas de manera independiente por A. Bloh (en [1] como D-élgebra), en
1965, y por J. L. Loday (en [8]), en 1989, como una generalizacién de las dlgebras de Lie.

Definicién 1 Una dlgebra de Leibniz sobre un campo K es un espacio vectorial L sobre K con un producto bilineal
llamado corchete de Leibniz [-,-] : L x L — L que satisface la identidad de Leibniz:

[:C’ [y,z]} = [[Ivy}wz} + [y7 [:E,Z”, Vx,y,z € L.
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Si el corchete es antisimétrico, entonces L es un algebra de Lie.

Un problema abierto en el contexto de dlgebras de Leibniz, conocido como el problema Coquecigrue, consiste
en encontrar una generalizaciéon del tercer teorema de Lie theorem el cual consiste en encontrar una varie-
dad con una estructura algebraica compatible que funcione como el concepto de grupo de Lie, cuyo espacio
tangente sea la correspondiente 4lgebra de Leibniz.

Lie group — Lie algebra
1 A
? — Leibniz algebra

La primera aproximacién a resolver el problema del Coquecigrue fue dada por A. Bloh (ver ejemplo 1 en [1]).

De manera independiente M. Kinyon [6], R. Felipe [4] y K. Liu [7] propusieron una generalizacién de grupos
como un candidato para el problema Coquecigrue, los digrupos.

La estructura de digrupo de Lie conduce a consideraciones en ciertas dlgebras de Leibniz basadas en el estudio
de vectores en el espacio tangente de algunos elementos especiales. De aqui se obtiene una solucién parcial al
problema Coquecigrue (ver [6] y [13]).

Nosotros estudiamos una estructura ligeramente diferente, permitiendo inversos no bilaterales. Aqui presenta-
mos las propiedades basicas conceptos que de manera natural surgen al comparar los digrupos generalizados
con los grupos.

Todo el trabajo presentado estd basado en el articulo [18] y por eso no hacemos ninguna prueba aqui.

2. Digrupos generalizados

Definicién 2 Un digrupo generalizado D es un conjunto con dos operaciones asociativas 4y \- que satisfacen:

(1) Para todo x,y, z en D:
zb(yd4z)=(xky)dz
zd(ydz)=xz4(yt 2),
(zFyFz=(xdy k2

(2) Existe (por lo menos) un elemento e en D, tal que para todo x en D:
x4 e=a = et z Tales elementos e son llamados unidades barra, al conjunto de unidades barra lo denotamos por E
y lo llamamos el halo de D.

(3) Para una unidad barra especifica e y para cada x en D, existen inversos z;.' y z; " en D tales que x - 2. = ey

:cl_14a::e.

Nota 1 Un digrupo generalizado es un grupo si las operaciones binarias - y \- coinciden.
En particular, si existe n € D tal que n 4 x = x, para todo x € D, x - n = x, para todo x € D, entonces las operaciones
coinciden.
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Ejemplo 1 Sea G un grupo con unidad e, y X un G-conjunto bajo la accién ae . Entonces, D = G x X tiene estructura
de digrupo generalizado con las operaciones

(a,a) F (b, 8) = (ab,a e 3),
(a,a) A (b, B) = (ab, )

Enestecaso, E = {(e,a) : a € X)}. Mids atin si (e,§) € E, entonces

(a’a)l_fl - (a_17§) Y (ava)r_gl = (a‘l,a_l .5)
Algunas propiedades basicas que pueden enunciarse y que se derivan de las definiciones son:
Proposicién 1 Sea D un digrupo generalizado con una unidad barra especifica e. Entonces, para todo x en D,

1. 2 ' F ey e -z, ! son inversos a derecha y a izquierda de x, respectivamente.

-1_ -1, -1 _ 1
2oeda =z yz, Fe=ux. .

-1, 1 i -1 _ 1 -1 _ -1
3. x; "y, soninicos, x; " Fe=x, yedr =z .

4. x4zt =x -z ya; ' b o =2+ a son unidades-barra en D.

5. (x;l);lle—ey(xlzl)lj:e%x
6. y—(m:elzy—(xl_elyxl_el by =, +y, para cualquier x,y en D.

7o (xbky)t =@yt =yt bat =yt b ant y tenemos identidades similares para los inversos a izquierda.

Hay otras propiedades que podemos obtener de las anteriores.

3. Subconjuntos especiales de un digrupo generalizado
En el proceso de relacionar con la estructura de grupo podemos obtener unas primeras definiciones.

Definicién 3 Sea (D;t, ) un digrupo generalizado y S C D. Decimos que S es un subdigrupo de D (S < D) si S,
con los productos en D restringidos a S, es un digrupo generalizado.

Este subconjunto especial satisface

Proposicién 2 Sea S un subdigrupo de D.

1. Bs=EpnS

2. 8L, =GL NS<G. yS;, =G, NS <G
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Lema 1 Sea D un digrupo generalizado con unidad barra especifica e, entonces

—1 —1
gle = =€,

Te

para todo § € E. Ademds, E = {e} siy solo si D es un grupo.

Los resultados previos implican

E:{a:l_elF:z:|o:€D}:{x%x;elweD}:{J:GD|9:Z_51::1:7T€1:6}
De manera natural surge también el siguiente concepto.

Definicién 4 Sea (D, F, ) digrupo generalizado y sea N un subdigrupo de D.

Decimos que N es un subdigrupo normal de D, denotado por N < D si
tFy-dz 'eN, VreD,VyeN,

ie,sizt N -z~ C N, paratodoz € D.
Lema 2 Sea N un subdigrupo de D. Si x = N = N - z para cualquier x € D, entonces N < D.

Por ejemplo E < D.

Si consideramos el corchete en D definido por
[z,y] =2zt yAda=t 4yt Va,yeD,
entonces N < D iff [D, N] C N.

Teorema 1 Sea (D,t, ) un digrupo generalizado y e € E. Para cada x € D, tenemos que mfel =

satisface la identidad x + e 4 2~' = e, para cada x € D.

Nota 2 Podemos ver que el conjunto de elementos en D con inversos bilaterales respecto a e satisface

B. ::{w€D|xl:1::U:el}:{xeD\x}—e—Mc_lze}.

;' siysolosie

Dado B;' = {z~1 |z € B.}, tenemos que (B;',) es un subgrupo de (G1, ) y (B, 1, ) es un subgrupo de (G, ).

Lema 3 Sea D un digrupo generalizado. Para cualquier e € E, tenemos que
ECB,., B;'!=G'NnG" C B, = Stab,,

donde Stab, es el estabilizador de e respecto a la accibn xee =zt e -z 1.
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Estos resultados dicen que B, es un digrupo generalizado igual a D si y solo si e € E es un punto fijo de la

accion definida por z e e.

En general, si e no es un punto fijo, tenemos que B, < D.

Ejemplo 2 En el ejemplo previo By = By = {xg, 21,724,705}, By' = {wo, 4} y By' = {x1,25}. En general,
B, # B¢, parae # £ in E.

De manera independiente, K. Liu [7] y A. Magyar et al en [10]; definieron dos nociones de centro de un digrupo
como

ZY(D)={z€eD:ydz=zty,Vye D}
Z*(D)={x€eD :yktx=x-y, Vy e D}

Como Z'y Z* son subestructuras de D y no son equivalentes, A. Magyar et al consideran que ambas defini-
ciones son candidatas para el concepto de centro de un digrupo.

Para nuestro ejemplo, tenemos que Z*(D) = {zg, x1, x4, 25} and Z5(D) = 0.

En general, E C Z'(D) y e € E es un elemento en Z*(D) si y solo si e es un punto fijo de la accién e.
Definicion 5 Nosotros definimos el centro como Z(D) :={x € D : z - y-Hz~t =y, Vy € D}.

Pasamos ahora a definir un par de conceptos que son de importancia en una de las caracterizaciones de digru-
po.

Definicion 6 Sea D un digrupo generalizado, denotamos los conjuntos de inversos a izquierda y a derecha respecto a la
unidad barra e por GL y G respectivamente.

Proposicion 3 Sea D un digrupo generalizado con una unidad barra especifica e, entonces (G4, ) y (G%, ) son grupos
isomorfos con unidad e.

Mais atin, el isomorfismo estd dado por

¢: (Gi,H) — (GL,F)

—1 —1 _ 1
r, - — z Fe=ua
Lema 4 Sea D un digrupo generalizado con una unidad barra especifica e y £ € E, entonces

GL=¢4GL y Gi=GlFe
Mis aiin, Gy = G} = Gy = G, para §,¢ € E.

Ejemplo 3 El halode D es E = {x¢, 1} y los inversos son
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R EAENENEAEAEAENER I ENENEAENEAEENE
Lo || Lo | Lo | X2 | X2 | Tq | L4 | Te | L6 Lo |[[Lo | L1 [ L2 | L3 | Xq | X5 | T | L7
T T1 | X1 | X3 | X3 | X5 | X5 | 7 | Ty T To | X1 | X2 | X3 | Xy | Ty | T | L7
T2 T2 | X2 | Xy | Xg | X | e | o | Lo T2 T3 | X2 | X5 | Xg | X7 | T | 1 | To
I3 T3 | X3 | X5 | X5 | T7 | X7 | X1 | X1 T3 || X3 | T2 | X5 | Xy | X7 | T | 1 | X
Ty Ty | Xy | Xg | Xg | Lo | Lo | T2 | T2 Ty Ty | X5 | Xg | X7 | o | X1 | T2 | T3
Is I | X5 | X7 | X7 | X1 | X1 | XT3 | T3 Is Ty | X5 | Xg | L7 | T | X1 | T2 | T3
Te || L6 | Lo | Lo | Lo | X2 | T2 | Tq4 | L4q Te || L7 |Le | L1 | Lo | X3 | X2 | T5 | T4q
L7 || ®7 | L7 | L1 | L1 | L3 | X3 | L5 | s L7 || X7 | %6 | X1 | Lo | L3 | L2 | X5 | T4

— 4q Q 1 2 3 4 5 6 7

J:l_ﬁl To | To | Tg | Te | Ta | T4 | T2 | X9

z 1 Xo | To | x7 | X7 | T4 | X4 | T3 | T3

[(€=T71 T To [ X1 [ X2 T T3 T T4 [ T5 [ T [ L7 ]

£y i) T xT7 Ty Is Is T3 I3

x X T Te Te Is Ts ) i)

4. Caracterizaciones

Los digrupos generalizados pueden describirse en términos de estructuras conocidas. Una de tales expresiones
y que se puede verificar usando resultados de la seccién anterior estd dada por

Proposicién 4 Sea D un digrupo generalizado, entonces
_ ' I _ ) T
D= U&E Gi= UEGE Gy
Para la segunda forma de considerar un digrupo generalizado primero veamos.

Teorema 2 Sea D un digrupo generalizado y sea E el conjunto de unidades barra.

Para cualquier e € E, tenemos que E es un Gl-conjunto respecto a la accién definida por

aeé=aFt-4at, Yaec G, VECE.

Ademis, G'. x E es un digruvo generalizado con operaciones
€

(a,0) F (b,B):=(a-bat B 4a"") = (ab,a e B),
(a,a) 4 (b, 5) := (a 4b,c) = (ab, )

La segunda caracterizacién de digrupos generalizados es una extensién de los resultados de M. Kinyon (ver
[6]) y E. Ongay (ver [14]).

Teorema 3 Sean D,E'y Gl5 como en el teorema previo, entonces la funcion
or:D— Gé x E definida por ¢i(x) = ({ 4z, acl_El),
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proporciona un isomorfismo de digrupos generalizados con inverso
¢, "1 Gy x E— D dado por (a,a) — a a.

Un digrupo generalizado puede ser visto como un producto cartesiano entre un G-conjunto E y el grupo G,
donde el conjunto de unidades barra es {e} x E.

Lema 5 Sea D un digrupo y sea e una unidad barra especifica, entonces r; ' = ;! para todo x € D, si y solo si e es un
. :

punto fijo respecto ala accion x e v := x - o - z; ' (i.e. z @ e = e, para todo x € G'). En este caso tenemos la definicion

cldsica de digrupos.

5. Homomorfismos

Con la definicién de homomorfismo entre digrupos que ademds de imitar de nuevo un concepto entre grupos,
permite enunciar conceptos que ya habiamos definido pero ahora considerando los digrupos generalizados
como producto cartesiano.

Definicién 7 Dados dos digrupos generalizados (D, &, ) y (D',F', ") un homomorfismo f : D — D’ es una funcion
tal que

1. flxFy) = flx) - f(y)

2. flzAy) = flz) ¥ fy)

Teorema 4 Sea V : D — D’ un homomorfismo de digrupos generalizados. Entonce existe un tinico homomorfisno
v Gf xE— Gf x E que hace conmutar el diagrama

D Y, D

/| t

G5 xE —— Gf/ x E'
\Il/
donde V' = (p, ), con
1 ¢:G5 — Gf/, y ¢(a) =& 4 ¥(a), es un homomorfismo de grupos.
2. w:E— E', con p(a) = U(a), es un U y o una funcién equivariante, i.e.
uzea) = U(z)epu(a) y plasa)=V(a)epa),

para todo o € E, todo x € D y todo a € G.

Dada la factorizacién de un digrupo generalizado D = G} x E, podemos enunciar definiciones equivalentes
para el concepto de subdigrupo y el de subdigrupo normal.
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Lema 6 Si S C D, entonces S < D siy solo existen H, ' C S tales que H < Gl§ (o H < Gg), F CFE FesH
invariante (ie He F = F)y S = H x F.

Teorema 5 Sea G x E un digrupo generalizado. Entonce H x K < G x E siy solos si [(a, ), (b, 8)] € H x K, para
todo (a,a) €e G x Ey (b,0) € H x K.

De manera equivalente, si ([a,b],a e §) € H x K.
Podemos concluir entonces acerca de normalidad de un subdigrupo.

Teorema 6 Sea G x E un digrupo generalizado y H x K C G x E. Los siguientes enunciados son equivalentes

1. HxK <G x E.

2. (a,a) F (H x K) 4 (a,a)"! C H x K para todo (a,a) € G x E.
3. (a,0) F (Hx K)=(H x K) 4 (a,a) para todo (a, o) € G x E.
4 HIGyGeK =K.

Teorema7 Sea N < D, entonces N < D si y solo si para cualquier e € E, tenemos que Nf < Gj, N7 1 GSy
De EN = EN.

Finalmente, podemos enunciar el primer teorema de isomorfismos de digrupos.
Teorema 8 Sea V¥ : D — D’ un homomorfismo de digrupos generalizados y sea U’ : Gl5 xFE— H é, x F como en el

Teorema 4, entonces 1 envia Ker(p)-0rbitas en E conjuntos unitarios en F.

Ademds si definimos Ker(u) como la relacién de equivalencia dada por o ~ ( siy solo si p(«) = u(B), y si llamamos
Gé x E/Ker(¥') := (Gé/Ker((p)) x (E/Ker(u)),

entonces
Gy x E/Ker(¥) ~ V' (G} x E),

es decir,
D/Ker(¥) ~¥(D).

6. Conclusion

A través de este articulo puede verse la relacion estrecha entre las estructuras de grupo y de grupo generalizado
lo cual permite hacerse preguntas y en muchos casos obtener respuestas acerca de la segunda estructura a partir
de lo que se sabe de la primera. Esto permite hacer un avance en el tema de los digrupos generalizados si se
considera su aproximacién a partir de estructuras conocidas a pesar de existir otros enfoques bajo los cuales se

puede pensar el tema.
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