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Vol. IV , No 1, (2017)

APLICACIÓN DEL MÉTODO DE DESCENSO DE MAYOR
PENDIENTE PARA OPTIMIZAR FUNCIONES DE VARIAS

VARIABLES.

1Julio Cesar Romero Pabon, 2Humberto Barrios E., 3Marı́a J. Ortega Wilches.
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Resumen

Los Métodos de Optimización Basados en Derivadas, son técnicas básicas utilizadas en la solución iterativa de pro-
blemas de optimización sin restricciones. Ofrecen la forma más simple y directa de resolver estos problemas, en términos
prácticos son una referencia con relación a la dificultad de implementación y velocidad de convergencia. En general, las
técnicas avanzadas se comparan con estas técnicas básicas. La estructura que presentan estos métodos con:
1. Se inicia en un punto.
2. Se determina la dirección de descenso mediante una regla fija. (Primera diferencia entre Algoritmos)
3. Y luego se desplaza hacia el mı́nimo en esa dirección. (Búsqueda lineal).

La forma general de los métodos básicos de descenso se puede expresar como, ~xi+1 = ~xi + α~d.

Palabras claves: optimización, minimizar, maximizar y gradiente.

Abstract

Derivative Based Optimization Methods are basic techniques used in the iterative solution of unrestricted optimization
problems. They offer the simplest and most direct way of solving these problems, in practical terms they are a reference
in relation to the difficulty of implementation and speed of convergence. In general, advanced techniques are compared
with these basic techniques. The structure of these methods with:
1. It starts at one point.
2. The direction of descent is determined by a fixed rule. (First difference between Algorithms)
3. And then it moves towards the minimum in that direction. (Linear Search).

The general form of the basic methods of descent can be expressed as, ~xi+1 = ~xi + α~d

Keywords: optimization, minimize, maximize, and gradient.
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1. Introducción

Las técnicas de búsqueda lineal son realmente procedimientos de optimización para una sola variable, y
que es realizado repetidamente en problemas de varias variables. La elección de una dirección de búsqueda
tiene un alto costo computacional, es por ello que los métodos de descenso basados en gradiente sufren mo-
dificaciones con el objeto de minimizar o reducir el número de cálculos de gradiente, Hessiano, e inversión
de matrices.

La modificación fundamental consiste en reducir el problema a uno de optimización a lo largo de la
dirección de descenso. Especı́ficamente se debe resolver el sub-problema de optimización:

Encontrar α
mı́n
α

( f (xi−1 − α~d))

Donde ~d es la dirección de descenso. Hallado el α óptimo se inicia una nueva iteración de descenso.

Este sub-problema es sensiblemente más sencillo que la optimización general ya que es un problema de
una dimensión con una única variable α.

La elección de un método adecuado de búsqueda lineal es de gran importancia en un algoritmo de
optimización. La búsqueda lineal es responsable de un alto porcentaje del costo de la evaluación de la
función objetivo. Estos métodos pueden ser con o sin uso de derivadas.

2. ANÁLISIS DEL MÉTODO DE OPTIMIZACIÓN

2.1. MÉTODO DEL DESCENSO MÁS RÁPIDO

Este método, denominado también método del gradiente, es una de las técnicas más antiguas para mi-
nimizar una función definida en un espacio multidimensional. Su filosofı́a es muy sencilla: la dirección
contraria a la del vector gradiente en un punto es la dirección de más rápido decrecimiento de la función en
ese punto.
El procedimiento a seguir es el siguiente:

1. Se selecciona un punto inicial xi sobre la superficie, se determina el gradiente ∇ f (xi) en ese punto, y
se multiplica dicho gradiente por menos uno, para que el vector gradiente apunte hacia el mı́nimo de
la función y no hacı́a el máximo de la misma.

2. Para determina un nuevo punto, se hace uso del algoritmo iterativo del método de mayor pendiente,
el cual esta dado por fórmula: ~xi+1 = ~xi − α∇ f (xi) ,donde α es un número positivo que minimiza la
f (xi − α∇ f (xi)) . Esto significa que a partir del punto se busca en la dirección del gradiente negativo,
hasta un nuevo punto xi+1, el cual representa el mı́nimo de esa recta.

3. Se repite el paso 2 hasta que se encuentre un punto xi+1 tal que ∇ f (xi + 1) = 0.

El método de la máxima pendiente, es un método muy usado por su sencillez. Para ciertos tipos de
funciones puede zigzaguear mucho y ser lento. Únicamente requiere primeras derivadas. Es un método de
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descenso. Dado un punto crı́tico xi se escoge la dirección di como mejor dirección local de descenso en xi .
Sean: λ un valor fijo, positivo y suficientemente pequeño, d , 0 una dirección tal que ||d||2 = 1 ,

f (xi + λd) = f (xi) + λ f ′(xi)T d +
λ2

2
f ′′(xi)di · · ·

La expresión anterior depende únicamente de d y como λ es pequeño se puede aproximar por

ψ(d) = f (xi) + λ f ′′(xi)T d

Para escoger d de manera óptima local, hay que resolver

mı́nψ(d) = f (xi) + λ f ′′(xi)T d

||d||2 − 1 = 0

La función ψ es afı́n, luego convexa y la función que define la igualdad es estrictamente convexa. Las
condiciones necesarias de KKT (karush-Kuhn-Tucker) dan:

λ f ′(xi) + 2vid = 0

Si se escogen

d = −
f ′(xi)
|| f ′(xi)||2

v1 =
λ|| f ′(xi)||2

2
> 0

Se cumplen las condiciones necesarias y suficientes de KKT. Como las direcciones −
f ′(xi)
|| f ′(xi)||2

y − f ′(xi)

son equivalentes se puede tomar la segunda como la dirección de di , lo que garantiza que sea una dirección
de descenso. El algoritmo se puede esquematizar ası́:

dato : x0, εg,Maxit, ...
Para k = 0, ...,Maxit

Si || f ′(xi)|| ≤ εg ent parar
di = − f ′(xi)

λ+
k = arg mı́n f (xi + λdk), λ > 0

xi+1 = xi + λ+
k dk

Fin para k

No siempre este método funciona bien, ni si quiera para funciones cuadráticas. A continuación se presentan
los resultados del programa realizado en Matlab para la aplicación de este método.

Proposición 1. : Sean f (x) = 1
2 xT Hx + cT x , con H definida positiva, x+ el único minimizador global,

λ1 > 0 el valor propio de H más grande, λn > 0 el valor de H más pequeño, {xk} una sucesión determinada
por el método del descenso más pendiente, k = k2(H) = (ρ(HT H))1/2 ≥ 1 , el condicionamiento o número

de condición espectral de H (para matrices definidas positivas k =
λ1

λn
. Entonces
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f (xk+1) − f (x+) ≤
(λ1 − λn)2

(λ1 + λn)2 ( f (xk+1) − f (x+))

f (xk+1) − f (x+) ≤
(k − 1)2

(k + 1)2 ( f (xk+1) − f (x+))

xk → x+

(xk+1 − xk)(xk − xk−1) = 0

f ′(xk)T f ′(xk−1) = 0

Según los resultados anteriores, el método del descenso de mayor pendiente tiene convergencia glo-
bal. La sucesión { f (xk)} tiene convergencia lineal. La tasa de convergencia está acotada superiormente por
(k − 1)2

(k + 1)2 =
(λ1 − λn)2

(λ1 + λn)2 . Es decir, entre más pequeño sea el condicionamiento (más cercano a 1), se garantiza

una taza de convergencia menor, o sea, una convergencia más rápida. Dicho de otra forma, la convergencia
será mejor cuando λ1 y λn sean semejantes. El caso ”perfecto”se tiene cuando λ1 = λn , o sea k = 1, . Dos
pasos consecutivos son ortogonales, o sea, la sucesión de puntos {xk} avanza formando ángulos de 90 grados.

2.2. Calcular el mı́nimo de la función z = xe−x2−y2

Para el analizar esta situación, se procedió de la siguiente forma: Primero se elaboró la gráfica de la
función en Matlab, con sus respectivas curvas de contornos:

Gráfica de curvas de contornos en le plano xy
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3. PROGRAMACIÓN DEL MÉTODO DE MAYOR PENDIENTE

PROGRAMACIÓN DEL MÉTODO DE MAYOR PENDIENTE
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4. APLICACIÓN DEL MÉTODO DE DESCENSO DE MAYOR PENDIENTE PROGRAMADO
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4.1. CALCULO DEL MÍNIMO DE LA FUNCIÓN

f (x, y) = xe−x2−y2

UTILIZANDO EL COMANDO DE MATLAB fminunc
La instrucción en Matlab para esta función fueron:
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4.2. CALCULO DEL MÍNIMO DE LA FUNCIÓN

f (x, y) = xe−x2−y2

UTILIZANDO EL COMANDO DE MATLAB fminsearch
La instrucción en Matlab para esta función fueron:
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5. CALCULAR EL MÍNIMO DE LA FUNCIÓN CUADRÁTICA CONSTRUIDA

Ahora se generará una función cuadrática, partiendo de f (X) = XT AX + bT X + C , en donde X =

(
x
y

)
, A es una matriz de 2x2 definida positiva, b es un vector de 2x1, y c es un número real.

f (x, y) = (x, y)
(

2 0
0 3

) (
x
y

)
+ (1,−2)

(
x
y

)
− 5

f (x, y) = (2x, 3y)
(

x
y

)
+ (x − 2y) − 5

f (x, y) = (2x2, 3y2) + (x − 2y) − 5

f (x, y) = 2x2 + 3y2 + x − 2y − 5

Para el analizar esta situación, se procedió de la siguiente forma:
Primero se elaboró la gráfica de la función en Matlab, con sus respectivas curvas de contornos:

Gráfica de curvas de contornos en le plano xy
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6. APLICACIÓN DEL MÉTODO DE DESCENSO DE MAYOR PENDIENTE PROGRAMADO

FUNCIÓN A MINIMIZAR: f (x, y) = 2x2 + 3y2 + x − 2y − 5
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6.1. CALCULO DEL MÍNIMO DE LA FUNCIÓN

f (x, y) = 2x2 + 3y2 + x − 2y − 5

UTILIZANDO EL COMANDO DE MATLAB fminunc
La instrucción en Matlab para esta función fueron:
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6.2. CALCULO DEL MÍNIMO DE LA FUNCIÓN

f (x, y) = 2x2 + 3y2 + x − 2y − 5

UTILIZANDO EL COMANDO DE MATLAB fminsearch
La instrucción en Matlab para esta función fueron:

7. Conclusiones.

El método analizado del descenso más rápido, es un método de optimización local, debido a que está ba-
sado únicamente en información proveniente de las derivadas de la función. Esto significa que si la función
objetivo es multimodal, es decir, tiene varios mı́nimos locales y globales, el método encontrará aquel mı́nimo
(global o local) que esté más cercano al punto inicial seleccionado.

En la práctica se utilizan estrategias de descenso que utilizan varios métodos, de la siguiente manera:

1. Se emplea el método de Newton clásico, si no hay descenso (esto lo responde búsqueda lineal).
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2. Se emplea el método de Levenberg-Marquardt con un λ inicial, λK = 0,001, si no hay descenso se
incrementa en una razón, λK = βλK .

3. Si no hay descenso después de varios intentos, se emplea el método del descenso más rápido.
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