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Resumen

Se enuncian los resultados de representacién de funciones definidas positivas en la recta real dados por S. Bochner,
F. Riez y M. Crum. En forma autocontenida se demuestran resultados sobre funciones definidas positivas en grupos
abelianos y ecuaciones funcionales. Estos resultados son utilizados para:

(i) Dar ejemplos no triviales de funciones definidas positivas en la recta real que se anulan en casi todo punto.
(i) Dar ejemplos de funciones definidas positivas en la recta real con infinitos puntos de discontinuidad.
(iii) Mostrar que existen funciones definidas positivas en la recta real que no son medibles.

Palabras claves: definida positiva, funcién multiplicativa, funcién aditiva, caracter, medible.

Abstract

The representation results for positive definite functions on the real line given by S. Bochner, F. Riez and M. Crum are
stated. In self-contained way, some results about positive definite functions in abelian groups and functional equations
are proved. These results are used to:

(i) Give non trivial examples of positive defined functions on the real line which are null at almost every point.
(i) Give examples of positive definite functions on the real line with infinite points of discontinuity.

(iii) Show that there exits non measurable positive definite functions on the real line.

Keywords: positive definite, multiplicative function, additive function, character, measurable.
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1. Preliminares

Como es usual por N, Z, Q, R, C se denotardn los conjuntos de los niimeros naturales, los enteros, los
racionales, los reales y los complejos respectivamente. Sea (€2, +) un grupo abeliano.

Definicion 1. Se dice que una funcion f : Q — C es definida positiva si dado un entero positivo n, una
coleccion de puntos w, . .. ,w, en Qy una coleccion de escalares c, . .., c, en C se tiene que

Z flwj—w)cjcr 2 0.
k=1
Ejemplo 1. Si 0 denota el elemento neutro de Q se tiene que la funcion f : Q — C definida por

1 siw=0,

fw) =

0 otro caso.

es definida positiva, ya que
n n
— 2
Z f(w_,' — wy) cjCr = Z |Cj| > 0.
Jk=1 j=1

Definicion 2. Se dice que una funcion M : Q — C es multiplicativa si
M(w; + w) = M(wy) M(wy) para todo wy,w; € Q.
Se dice que una funcion ¢ : Q — C es un caracter si ¢ es multiplicativa y |p(w)| = 1 para todo w € Q.

Observacion 1. Notar que si M es una funcion multiplicativa y M(w,) # 0 para algiin w,, entonces M(w) #
0 para todo w € Q, M(0) =1y
M(w))
M(w»)

M(w; —wy) = para todo w1, w, € Q.

Si @ es un caracter, entonces
—_ 1
o(—w) = p(w) = —— para todo w € Q.
P(w)
Proposicion 1. Todo caracter es una funcién definida positiva.

Demostracion. Sea g un caractery seann € N, wy,...,w, € Q, cy,...,c, € C, entonces

2
n

D e —woeit= ). gwpejpwe =Y ¢jgw)| 0.

k=1 k=1 =1

O

Observacion 2. Notar que la funcion ¢(x) = 1 es un caracter. Por lo tanto la funcion constante igual a 1 es
definida positiva.

Como toda combinacion lineal, con coeficientes positivos, de funciones definidas positivas es una funcion
definida positiva, combinando caracteres se pueden obtener funciones definidas positivas.
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2. Representacion de funciones definidas positivas en la recta

De acuerdo con la Definicién 1, una funcién f : R — C es definida positiva si dado un entero positivo n,
una coleccién de puntos xi, ..., x, en R y una coleccion de escalares ¢y, ..., c, en C se tiene que

Z fxj=xp)cjce = 0.

Jk=1

En el afio1932 Salomon Bochner en su trabajo [2] demostré que una funcién continua f : R — C es definida
positiva si y solo si f es la transformada de Fourier de una medida de Borel positiva y finita en la recta (ver
también [7]).

Posteriormente, en el afio 1933 Frigyes Riesz en su trabajo [8] extendi6 el teorema de Bochner, demostrando
que una funcién medible f : R — C es definida positiva si y solo si f coincide en casi todo punto con la
transformada de Fourier de una medida de Borel positiva y finita en la recta. Es decir, si f : R — Ces
definida positiva y medible, entonces

f=r+r
donde f* es continua y definida positiva 'y f° es nula en casi todo punto. Luego en el afio 1956 M. M. Crum
([4]) demostrd que f° también es definida positiva.

Una demostracién geométrica del resultado de M. M. Crum se puede encontrar en [3]. Al estudiar estos
resultados, surgen de manera natural las siguientes preguntas e interrogantes: ;Existen funciones definidas
positivas no medibles? ;Se pueden dar ejemplos de funciones definidas positivas que se anulan en casi todo
punto y que tienen un conjunto infinito de puntos de discontinuidad?

Las respuestas a ambas preguntas son afirmativas, sin embargo una revision bibliografica muestra que no
es facil encontrar una respuesta autocontenida de estas interrogantes. Es usual que los ejemplos que se dan
siempre refieren a construcciones dadas en diferentes trabajos sobre ecuaciones funcionales.

En lo que sigue se resolverdn estas interrogantes de una manera autocontenida y usando técnicas bastante
basicas de andlisis. Antes de llegar a los ejemplos concretos serd necesario obtener una serie de resultados
auxiliares que se dan en las Secciones 3,4y 5.

3. Un resultado sobre funciones definidas positivas en grupos abelianos

Teorema 1. Sean (Q,+) un grupo abeliano, Q, un subgrupo de Q y g : Q, — C una funcion definida
positiva. Entonces si f : Q — C se define por

g(w) siweQ,,

flwy= 0 siw ¢ Q,.

se tiene que f es definida positiva.

Para la prueba es necesaria la siguiente proposicion.
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Proposicion 2. Sean (Q,+) un grupo abeliano, Q, un subgrupo de Qy g : Q, — C una funcion definida
positiva. Si wy, . .., w, es una coleccion de puntos de Q tales que w;—wy € Q, para j,k =1,...,n, entonces

n

> s - w) ;T 20
jk=1

para cualquier coleccion de escalares cy, ..., c, en C.
Demostracion. Para j=1,...,nseaé; = w; — x;. Entonces £; € Q, y
éi—&=wj—wy, parajk=1,...,n

Por lo tanto el resultado sigue de que g es definida positiva.

Demostracion del Teorema 1.
SeanneN, wy,...,w, €Qycy,...,c, €C.

Paso 1: Para j=1,...,nsea
Aj=QO+a)j={a)+u)j . Ll)EQj}.
Entonces, si j, k € {1,...,n} se tiene que
AjﬂAkZQ o AjZAk.

Supdngase que A; N Ag # 0. Sea w € A; N Ay. Entonces existe w, y w;, en £, tales que

W=w,+w; y W=w,+w,
por lo tanto w; — wy = W, — w, € £,, de donde sigue que A; = A;. Notar que, para j = 1,...,n, se tiene que
(/.)jGAj.

Paso 2: Sean ji, ..., j, €{1,...,n} tales que Aj,...A; son disjuntos y
{(A)],...a)n}CAjl U'“UAJ'F‘

Parar=1,...,p, sean
A, = {] P wj e Ajr}'

Entonces los conjuntos Ay, ... A, son disjuntos y

p
UA,:{l,...,n},
r=1

por lo tanto

z”: flwj—wpcje, = Zp: Zp: Z flwj = wocjcr.

Jok=1 r=1 s=1 jeA,
ke

Sir#s,j€A ykeAy, setiene que w; — wy € €, y, por lo tanto f(w; — wy) = 0, luego

p

Zn: flwj— wp)ejer = Z Z flwj = wiejcy.

k=1 r=1 jkeA,

Por la Proposicion 2 cada uno de los sumandos es no negativo, de donde sigue el resultado deseado. O
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4. Funciones aditivas
Definicion 3. Se dice que una funcion A : R — C es aditiva si
A(x +y) = A(x) + A(y) paratodo x,y € R
Proposicion 3. Sea A : R — C una funcion aditiva. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) A es continua.
(ii) Existe ¢ € C tal que A(x) = cx para todo x € R.

Idea de la demostracion.
(i1)= (i) es inmediato.
(1)= (ii) De la condicion de aditividad sigue que si n € N entonces f(n) = nf(1) y de aqui se deduce que

f(@)=qf(1) paratodogq e Q.
Como A se supone continua, el resultado se obtiene utilizando la densidad de Q en R. O

La demostracion que se va a dar del siguiente teorema fue dada por Stephen Banach en su articulo [1]. Esta
demostracién también se puede encontrar en el libro de Palaniappan Kannappan [6], que es una excelente
referencia para el estudio de ecuaciones funcionales.

Teorema 2. Si A : R — C es una funcion aditiva y medible entonces se tiene que A es continua y, por lo
tanto, existe ¢ € C tal que tal que A(x) = cx para todo x € R.

Demostracion. Sean x, e Ry e > 0.Seana,beR,a<byseaoc = ’% Por un teorema de Lusin (ver [9])
existe una funcién continua F : R — C tal que

m({x € [a,b] : F(x) # A(x)} < o,

donde m denota la medida de Lebesgue. Como F es continua existe 6 > 0, que se puede tomar menor que
o, tal que si |h| < ¢ entonces |F(x + h) — F(x)| < € para todo x € [a, b].

Sea h, tal que |h,| < 6. Como A(x) = F(x) para x € [a, b], salvo en un conjunto de medida menor que o,
se tiene que A(x+h,) = F(x+h,) para x € [a, b], salvo en un conjunto de medida menor que o +|h,| < o+9.

Por lo tanto la medida del conjunto
{xela,b] : A(x) # F(x) 6 A(x + h,) # F(x + h,)}
es menor que 200+ 6 < b —a.

De lo anterior se concluye que existe x € [a, b] (que depende de #,) tal que A(x) = F(x) y A(x + h,) =
F(x + hy,), luego

|A(xo + ho) = A(xo)| = |A(ho)| = |A(x + ho) — A(X)| = |[F(x + ho) — F(x)| < €.

Por lo tanto A es continua y de la Proposicién 3 sigue el resto del resultado.
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Teorema 3. Existen funciones aditivas no medibles.

Demostracion. Se tiene que el cuerpo de los nimeros reales R es un espacio vectorial sobre el cuerpo Q de
los niimeros racionales y por lo tanto tiene una base de Hamel, es decir existe un conjunto {r;},ca € R (A un
conjunto de indices), tal que todo niimero real r se puede expresar de manera tnica de la siguiente manera

r:Zq/lr/{,

donde g, € Qy g = 0, salvo para una cantidad finita de indices A.
Sea A, un elemento de A, se define

1 sid=A4,,
0 otro caso

Algy) = {

y se extiende por linealidad a todo R.
Asi se obtiene una funcién A : R — C que es aditiva y que no es de la forma que aparece en la
Proposicién 3. Por el Teorema 2 esta funcién no es medible.
O

5. Funciones multiplicativas
Tal como se dijo en la Seccién 1 una funcién M : R — C es multiplicativa si
M(x +y)=M(x)M(y) paratodo x,y € R
y una funcién ¢ : R — C es un caracter si ¢ es multiplicativa y ademas
lo(x)| =1 paratodo x € R.
Teorema 4 (Hille and Phillips, [5]). Un caracter ¢ : R — C es medible si y sélo si existe A € R tal que

Ax

o(x) = e para todo x € R.

Demostracion. Si ¢(x) = ¥ donde A € R entonces es claro que ¢ es un caracter medible. Supéngase que
o es un caracter medible. Como ¢ es acotada se tiene que ¢ es integrable en todo intervalo acotado.

Parax e Rya,d > 0 se tiene

$x +96) — p(x)

d
o) )¢@)x

f(<P(X+5—y)—90(X—y)) <P(y)dX=f(
0 0

=j1wx+®—¢u»dx
0

=a (p(x +6) — ¢(x)).
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Luego

1 a
(o +6) = (] < - f G+ 8~ ) — plx — )l dx.
0

Como ¢ es acotada y medible se tiene que ¢ es integrable. Por un conocido resultado de medida el lado
derecho de la desigualdad anterior tiende a 0 si & — 0, por lo tanto ¢ es continua.

También se tiene que

-1\ [ 1
(‘”()6 )fw(x)dx - f(¢<x+6>—¢<x))dx
0 0
a+6 5
=éft,o(x)dx—%ftp(x)dx
a 0

Como ¢ no se anula nunca, debe existir a > 0 tal que foa((p(x) dx # 0. Como los limites cuando 6 — 0 del
lado derecho de la dltima igualdad existen, se tiene que ¢ es diferenciable en 0.

Sea 8 = ¢’(0). De la propiedad multiplicativa se deduce que ¢ es diferenciable en todo punto de la recta

¢'(x) = Bp(x) paratodo x € R,

por lo tanto ¢(x) = @(0)e’~.
De que ¢(0) = 1y |¢| = 1 se deduce que ¢(x) = ¢**, donde A € R.

0
Teorema S. Existen caracteres no medibles.
Demostracion. Sea A : R — R una funcidén aditiva no medible y sea ¢ : R — C definida por
o(x) = 4%,
Entonces ¢ es un caracter y no puede ser medible, ya que no es de la forma dada en el Teorema 4.
O

6. Ejemplos

6.1. Una funcion definida positiva que es medible, que tiene infinitas discontinuidades y se anula en casi
todo punto

El conjunto de los nimeros racionales Q es un grupo aditivo, por lo tanto la funcién g : Q — C definida
por
g(x)=1 paratodoxe@Q

es definida positiva.
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Como el conjunto de los niimeros racionales Q es un subgrupo aditivo del conjunto de los nimeros
reales, por el Teorema 1, se tiene que la siguiente funcién:

_ 1 sixe@Q,
f(x)_{o sixeQ,

es definida positiva.
Es importante destacar que esta funcién también es un ejemplo de funcidn definida positiva que se anula
en casi todo punto.

Observacion 3. Procediendo de la misma manera se puede demostrar que, si A € R, la funcion

ilx

e sixe@Q,
f(x)_{O six¢Q

es definida positiva.
Sumando este tipo de funciones con cualquier otra funcion definida positiva se obtienen una variedad
de ejemplos de funciones definidas positivas medibles con infinitas discontinuidades.

6.2. Una funcion definida positiva que no es medible

Por la Proposicion 1 un caracter ¢ : R — C es definido positivo y por el Teorema 5 existen caracteres
¢ : R — C que no son medibles.
Asi que un caracter no medible es un ejemplo de funcién definida positiva no medible.

Observacion 4. Sumando este tipo de funciones con cualquier otra funcion definida positiva medible se
obtienen una variedad de ejemplos de funciones definidas positivas que no son medibles.
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