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e-mail: alejandrourieles@mail.uniatlantico.edu.co

Resumen
Sean m ∈ N, α, λ, µ, ν ∈ C, a, c ∈ R+, y sea Q[m−1,α]

n (x; c, a; λ; µ; ν) la nueva clase de polinomios tipo Apostol gene-
ralizados de orden α, nivel m y variable x. En el presente trabajo estudiaremos algunas propiedades de esta familia de
polinomios y la utilizaremos para demostrar fórmulas de conexión entre éstos polinomios y los polinomios de Apostol
Euler y los polinomios de Bernoulli generalizados de nivel m.

Palabras claves: Polinomios de Apostol Euler, polinomios de Bernoulli generalizados de nivel m y polinomios tipo
Apostol generalizados.

Abstract
Let m ∈ N, α, λ, µ, ν ∈ C, a, c ∈ R+ and let Q[m−1,α]

n (x; c, a; λ; µ; ν) be the new class of generalized Apostol-type poly-
nomials of α order, m level and variable in x. In the present document we study some properties of these polynomials
being used to proof formulas in connection with Apostol-Euler polynomials and generalized Bernoulli polynomilas of
m level.

Keywords:
Polynomials Euler Apostol, generalized Bernoulli polynomilas of m level and generalized polynomials type Apostol.

1. Introducción

Recientemente en [9], para parámetros α, λ, u, v ∈ C con a, c ∈ R+, la nueva clase de polinomios tipo
Apostol generalizados Q[m−1,α]

n (x; c, a; λ; µ; ν) de orden α nivel m se define por medio de la siguiente función
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generatriz 
(2µzν)m

λcz +
m−1∑
l=0

(z ln a)l

l!


α

cxz =

∞∑
n=0

Q[m−1,α]
n (x; c, a; λ; µ; ν)

zn

n!
, (1)

donde |z| < 2π cuando λ = 1, |z| < π cuando λ = −1,
(∣∣∣∣z ln

(
c
a

)∣∣∣∣ < | log(−λ)|
)

cuando λ ∈ C\{−1, 1}, y 1α := 1.
Esta proporcionan una unificación de las nuevas clases de polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli,
polinomios generalizados de Apostol-Euler y los polinomios generalizados Apostol-Genocchi dados en [7]
con los polinomios tipo Apostol generalizados dados en [8, 12, 13]. En este trabajo demostraremos fórmulas

de conexión de los polinomios Q[m−1,α]
n (x; c, a; λ; µ; ν) con los polinomios de Bernoulli clásicos, los polino-

mios de Apostol-Euler, los polinomios de Bernoulli generalizados de nivel m, los polinomios de Apostol-
Bernoulli generalizados de nivel m, los polinomios de Bernoulli generalizados y numeros de Stirling y los
polinomios de Apostol Bernoulli y números de Stirling generalizados.
La organización es como sigue. La sección 2, es dedicada a la nueva clase de polinomios tipo Apostol gene-

ralizadosQ[m−1,α]
n (x; c, a; λ; µ; ν) dados en [9], ası́ como tambien algunas propiedades requeridas para el desa-

rrollo de nuestro propósito. En la sección 3 fórmulas de conexión de los polinomios Q[m−1,α]
n (x; c, a; λ; µ; ν)

con otros polinomios serán demostradas.

2. Preliminares

En esta sección mostraremos las funciones generatrices de las familias de polinomios tipo Apostol ge-
neralizados que dieron soporte al trabajo publicado en el 2015 titulado ”About Extensions of Generalized
Apostol-Type polynomials [9], ası́ como también analizaremos algunas de sus propiedades.
Para parámetros complejos o reales arbitrarios α ∈ C y para a, c ∈ R+, n,m ∈ N la nueva clase de polinomios

Apostol-Bernoulli generalizados B[m−1,α]
n (x, c, a; λ), la nueva clase de polinomios Apostol-Euler generaliza-

dos E[m−1,α]
n (x, c, a; λ) y la nueva clase de polinomios Apostol-Genocchi generalizados G[m−1,α]

n (x, c, a, c; λ),
m ∈ N, λ ∈ C se definen en un entorno adecuado de z = 0, a través de las siguientes funciones generatrices([9,
13])

 zm

λcz −
∑m−1

l=0
(z log a)l

l!

α cxz =

∞∑
n=0

B
[m−1,α]
n (x, c, a; λ)

zn

n!
, |z log(

c
a

)| < | log(λ)|. 2m

λcz +
∑m−1

l=0
(z log a)l

l!

α cxz =

∞∑
n=0

E
[m−1,α]
n (x, c, a; λ)

zn

n!
, |z log(c)| < | log(−λ)|. (2z)m

λcz +
∑m−1

l=0
(z log a)l

l!

α cxz =

∞∑
n=0

G
[m−1,α]
n (x, c, a; λ)

zn

n!
, |z log(c)| < | log(−λ)|.

A continuación mostraremos algunas propiedades de estos polinomios ver ([9]).
Para m ∈ N, sea {B[m−1,α]

n (x; c, a; λ)}n≥0, {E[m−1,α]
n (x; c, a; λ)}n≥0 y {G[m−1,α]

n (x; c, a; λ)}n≥0 las sucesiones de
los polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y Apostol-Genocchi en la variable x,
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parámetros λ ∈ C, a, c ∈ R+, de orden α ∈ C verifican las siguientes relaciones.

B
[m−1,0]
n (x; c, a; λ) = E[m−1,0]

n (x; c, a; λ) = G[m−1,0]
n (x; c, a; λ) = (x ln c)n. (2)

B
[m−1,α]
n (x; c, a; λ) =

n∑
k=0

(
n
k

)
B

[m−1,α]
n−k (c, a; λ)(x ln c)k

=

n∑
k=0

(
n
k

)
B

[m−1,α−1]
n−k (c, a; λ)B[m−1,1]

k (x; c, a; λ). (3)

E
[m−1,α]
n (x; c, a; λ) =

n∑
k=0

(
n
k

)
E

[m−1,α]
n−k (c, a; λ)(x ln c)k

=

n∑
k=0

(
n
k

)
E

[m−1,α−1]
n−k (c, a; λ)E[m−1,1]

k (x; c, a; λ). (4)

G
[m−1,α]
n (x; c, a; λ) =

n∑
k=0

(
n
k

)
G

[m−1,α]
n−k (c, a; λ)(x ln c)k

=

n∑
k=0

(
n
k

)
G

[m−1,α−1]
n−k (c, a; λ)G[m−1,1]

k (x; c, a; λ). (5)

n
n−1∑
k=0

(
n − 1

k

)
B

[m−1,α]
n−k (x; c, a; λ)B[m−1,−1]

n−k−1 (x; c, a; λ) = λB[m−1,α]
n (x + 1; c, a; λ)

−B[m−1,α]
n (x; c, a; λ).

(6)
n∑

k=0

(
n
k

)
E

[m−1,α]
n−k (x; c, a; λ)E[m−1,−1]

n−k (x; c, a; λ) = λE[m−1,α]
n (x + 1; c, a; λ) (7)

+E[m−1,α]
n (x; c, a; λ).[

B
[m−1,α]
n (x; c, a; λ)

]( j)
=

n!
(n − j)!

(ln c) j
B

[m−1,α]
n− j (x; c, a; λ)

[
E

[m−1,α]
n (x; c, a; λ)

]( j)

=
n!

(n − j)!
(ln c) j

E
[m−1,α]
n− j (x; c, a; λ)

[
G

[m−1,α]
n (x; c, a; λ)

]( j)

=
n!

(n − j)!
(ln c) j

G
[m−1,α]
n− j (x; c, a; λ). (8)

x1∫
x0

B
[m−1,α]
n (x; c, a; λ)dx =

ln c
n + 1

[
B

[m−1,α]
n+1 (x1; c, a; λ) −B[m−1,α]

n+1 (x0; c, a; λ)
]

=

ln c
n∑

k=0

1
n − k + 1

(
n
k

)
B

[m−1,α]
k (c, a; λ)


((x1 ln c)n−k+1 − (x0 ln c)n−k+1). (9)
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x1∫
x0

E
[m−1,α]
n (x; c, a; λ)dx =

ln c
n + 1

[
E

[m−1,α]
n+1 (x1; c, a; λ) − E[m−1,α]

n+1 (x0; c, a; λ)
]

=

ln c
n∑

k=0

1
n − k + 1

(
n
k

)
E

[m−1,α]
k (c, a; λ)


((x1 ln c)n−k+1 − (x0 ln c)n−k+1). (10)

x1∫
x0

G
[m−1,α]
n (x; c, a; λ)dx =

ln c
n + 1

[
G

[m−1,α]
n+1 (x1; c, a; λ) −G[m−1,α]

n+1 (x0; c, a; λ)
]

=

ln c
n∑

k=0

1
n − k + 1

(
n
k

)
G

[m−1,α]
k (c, a; λ)

 (11)

((x1 ln c)n−k+1 − (x0 ln c)n−k+1).

B
[m−1,α]
n (x + y; c, a; λ) =

n∑
k=0

(
n
k

)
B

[m−1,α]
n−k (x; c, a; λ)B[m−1,β]

n−k (y; c, a; λ). (12)

E
[m−1,α]
n (x + y; c, a; λ) =

n∑
k=0

(
n
k

)
E

[m−1,α]
n−k (x; c, a; λ)G[m−1,β]

n−k (y; c, a; λ). (13)

G
[m−1,α]
n (x + y; c, a; λ) =

n∑
k=0

(
n
k

)
G

[m−1,α]
n−k (x; c, a; λ)G[m−1,β]

n−k (y; c, a; λ). (14)

En el 2011 en ([7, 8, 9]) encontramos que para un n ∈ N0, λ, α, u, v ∈ C los polinomios tipo Apostol
generalizados F (α)

n (x; λ; u, v) de orden α se define a través de la siguiente función generatriz(
2uzv

λez + 1

)α
exz =

∞∑
n=0

F (α)
n (x; λ; u, v)

zn

n!
; (|z| < |log(−λ)|), (15)

donde
F (α)

n (λ; u, v) =: F (α)
n (0; λ; u, v) (16)

denotan los también llamados números de tipo Apostol de orden α.

Para z ∈ C, se define la función Gamma denotada Γ como

Γ(z) =

∞∫
o

tz−1e−t dt. (17)

Dado z ∈ C y n ∈ Z+, el sı́mbolo de Pochhammer esta dado por

(z)n = z(z + 1)(z + 2) · · · (z + n − 1); (z)0 = 1. (18)

64



William Ramı́rez et al. / Matua Revista Del Programa De Matemáticas VOL: III (2016) página: 65–73 65

Éste cumple las siguientes propiedades

(1)n = n!

(z)n =
Γ(z + n)

Γ(z)
.

Sea z ∈ C, q ∈ Z y p > −1 se define la derivada generalizada de orden α como

dq[x − z]p

[dx]q =
Γ(p + 1)xp−q

Γ(p − q + 1)
. (19)

En particular, si hacemos z = 0 tenemos

dqxp

(dx)q =
Γ(p + 1)xp−q

Γ(p − q + 1)
. (20)

Para n, k ∈ N, z ∈ C se definen los números de Stirling de segunda clase denotados como S (n, k) por la
siguiente función generatriz

zn =

n∑
k=0

S (n, k)z(z − 1) . . . (z − k + 1),

(ez + 1) = k!
∞∑

n=k

S (n, k)
zn

n!
,

(1 − z)−1(1 − 2z)−1 . . . (1 − kz)−1 =

∞∑
n=k

S (n, k)zn−k, |z| < k−1.
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La siguiente tabla muestra algunas relaciones de la base canócica con algunas familias de polinomios.

xn Familias de polinomios

1
2

λ n∑
k=0

(
n
k

)
Ek(x; λ) + En(x; λ).

 (21) Apostol-Euler

(ln c)m

(ln a)n

n∑
k=0

(
n
k

)
k!(ln c)k

(k + m)!
B

[m−1,1]
n (x, c, a). (22) Apostol-Bernoulli generalizados nivel m

n∑
k=0

(
n
k

)
k!

(k + m)!
B[m−1,1]

n−k (x). (23) Bernoulli generalizados de nivel-m

1
n + 1

n∑
k=0

(
n + 1

k

)
Bk(x). (24) Bernoulli clásicos

n∑
k=0

(
n
k

)(
k + r

r

)−1

S (k + r, r)B(r)
n−k(x), r ∈ N0. (25) Bernoulli generalizados y numeros de Stirling

n!
n∑

k=−r

r!
(k + r)!(n − k)!

S (k + r, r; λ)Bn−k
(r)(x; λ), r ∈ N0. (26)

Apostol Bernoulli y numeros de Stirling
genralizados

Definition 2.1. Para parámetros α, λ, u, v ∈ C con a, c ∈ R+, la nueva clase de polinomios tipo Apostol
generalizados Q[m−1,α]

n (x; c, a; λ; µ; ν) de orden α se define por la siguiente función generatriz
(2uzv)m

λcz +
m−1∑
l=0

(z log a)l

l!


α

cxz =

∞∑
n=0

Q[m−1,α]
n (x; c, a; λ; µ; ν)

zn

n!
, (27)

cuando |z| < 2π, λ = 1, |z| < π, λ = −1 (|z log
(

b
a

)
|) < | log(−λ)|, λ ∈ C{−1, 1}

donde,
Q[m−1,α]

n (c, a; λ; u, v) := Q[m−1,α]
n (0, b, c; λ; u, v). (28)

En [9] se muestran algunos ejemplos numéricos de la nueva clase de polinomios tipo Apostol generalizados
Q

[m−1,α]
n (x; c, a; λ; µ; ν) .

Theorem 2.2. Para α, λ, β, u, v ∈ C con b, c ∈ R+ y n,m ∈ N0, la nueva clase de polinomios tipo Apostol
generalizados Q[m−1,α]

n (x; c, a; λ; µ; ν) satisfacen las siguientes relaciones

i) Q
[m−1,α+β]
n (x + y, b, c; λ; u, v) =

n∑
j=0

(
n
j

)
Q

[m−1,α]
j (x, c, a; λ; u, v)Q[m−1,β]

n− j (y, c, a; λ; u, v), (29)

ii) Q[m−1,α]
n (x + y, c, a; λ; u, v) =

n∑
j=0

(
n
j

)
Q

[m−1,α]
j (y, c, a; λ; u, v)(x log c)n− j. (30)
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Theorem 2.3. Para α, λ, u, v ∈ C, b, c ∈ R+ y n,m ∈ N0, la nueva clase de polinomios tipo Apostol genera-
lizados Q[m−1,α]

n (x, c, a; λ; u, v) satisfacen las siguientes relaciones.

Q[m−1,α]
n (x, c, a; λ; u, v) =

n∑
j=0

(
n
j

)
Q

[m−1,α−1]
n− j (c, a; λ; u, v)Q[m−1]

j (x, c, a; λ; u, v), (31)

Q[m−1,α]
n (x, c, a; λ; u, v) =

n∑
j=0

(
n
j

)
Q

[m−1,α]
n− j (c, a; λ; u, v)(x log c) j, (32)

cuando x = 0 los polinomios Q[m−1,α]
n (c, a; λ; u, v) son los también llamados nueva clase de números tipo

Apostol generalizados de orden α.

Theorem 2.4.
Para m ∈ N, α, λ, a, c, y n, j ∈ N0 con 0 ≤ j ≤ n, entonces

[Q[m−1,α]
n (x; c, a; λ; µ; ν)]( j) =

n!
(n − j)!

(ln c) j Q
[m−1,α]
n− j (x; c, a; λ; µ; ν). (33)

Para ver detalles de la demostración de los teoremas (2.2, 2.3, y 2.4) ver [9].

3. Fórmulas de conexión de los polinomios Q[m−1,α]
n (x; c, a; λ; µ; ν)

En esta sección nuestro objetivo es demostrar fórmula de conexión que hay entre la nueva clase de polino-
mios tipo Apostol generalizados de orden α, nivel m y variable x Q[m−1,α]

n (x; c, a; λ; µ; ν) con los polinomios
dados en la sección 2

Theorem 3.1. Para α, λ, u, v ∈ C y a, c ∈ R+, los polinomios Q[m−1,α]
n (x, c, a; λ; µ; ν) y los polinomios de

Apostol Euler En(x; λ) están relacionados a través de la siguiente expresión.

Q
[m−1,α]
n (x + y, c, a; λ; u, v)

=
1
2

n∑
k=0

Ek(x; λ)


(
n
k

)
Q

[m−1,α]
n−k (y, c, a; λ; u, v)(log c)k + λ

n∑
j=k

(
n
j

)(
j
k

)
Q

[m−1,α]
n− j (y, c, a; λ; u, v)(log c) j

 . (34)
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Demostración 3.1.

Q[m−1,α]
n (x + y, c, a; λ; u, v)

=

n∑
j=0

(
n
j

)
Q

[m−1,α]
j (y, c, a; λ; u, v)

(log c)n− j

2

λ n− j∑
k=0

(
n − j

k

)
Ek(x; λ) + En− j(x; λ)


= λ

n∑
j=0

(
n
j

)
Q

[m−1,α]
j (y, c, a; λ; u, v)

(log c)n− j

2

n− j∑
k=0

(
n − j

k

)
Ek(x; λ)

+

n∑
j=0

(
n
j

)
Q

[m−1,α]
j (y, c, a; λ; u, v)

(log c)n− j

2
En− j(x; λ)

= λ

n∑
j=0

n− j∑
k=0

(
n
j

)
Q

[m−1,α]
j (y, c, a; λ; u, v)

(log a)n− j

2

(
n − j

k

)
Ek(x; λ)

+

n∑
j=0

(
n
j

)
Q

[m−1,α]
j (y, c, a; λ; u, v)

(log c)n− j

2
En− j(x; λ)

= λ

n∑
k=0

n∑
j=k

(
n

n − j

)
Q

[m−1,α]
n− j (y, c, a; λ; u, v)

(log c) j

2

(
j
k

)
Ek(x; λ)

+

n∑
k=0

(
n
k

)
Q

[m−1,α]
n−k (y, c, a; λ; u, v)

(log c)k

2
Ek(x; λ)

= λ

n∑
k=0

n∑
j=k

(
n
j

)(
j
k

)
Q

[m−1,α]
n− j (y, c, a; λ; u, v)

(log c) j

2
Ek(x; λ)

+

n∑
k=0

(
n
k

)
Q

[m−1,α]
n−k (y, c, a; λ; u, v)

(log c)k

2
Ek(x; λ)

Q[m−1,α]
n (x + y, c, a; λ; u, v)

=
1
2

n∑
k=0

Ek(x; λ)

(nk
)
Q

[m−1,α]
n−k (y, c, a; λ; u, v)(log c)k + λ

n∑
j=k

(
n
j

)(
j
k

)
Q

[m−1,α]
n− j (y, c, a; λ; u, v)(log c) j

 .
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Theorem 3.2. Para α, λ, u, v ∈ C y a, c ∈ R+, los polinomios Q[m−1,α]
n (x, c, a; λ; µ; ν) y los polinomios

de Apostol-Bernoulli generalizados de nivel m B[m−1,1]
n (x, c, a) están relacionados a través de la siguiente

expresión.

Q
[m−1,α]
n (x + y, c, a; λ; µ; ν)

=

n∑
j=0

j∑
k=0

Q
[m−1,α]
n− j (y, c, a; λ; µ; ν)

(ln c) j+m+k

(ln a)n
n!

(n − j)!( j − k)!(k + m)!
B

[m−1,1]
j (x, c, a) (35)

Demostración 3.2.

Q[m−1,α]
n (x + y, c, a; λ; µ; ν)

=

n∑
j=0

(
n
j

)
Q

[m−1,α]
j (y, c, a; λ; µ; ν)(x log c)n− j

=

n∑
j=0

(
n
j

)
Q

[m−1,α]
n− j (y, c, a; λ; µ; ν)(log c) jx j

=

n∑
j=0

(
n
j

)
Q

[m−1,α]
n− j (y, c, a; λ; µ; ν)(log c) j

 (ln c)m

(ln a)n

j∑
k=0

(
j
k

)
k!(ln c)k

(k + m)!
B

[m−1,1]
j (x, c, a)


=

n∑
j=0

j∑
k=0

Q
[m−1,α]
n− j (y, c, a; λ; µ; ν)(log c) j

[
(ln c)m

(ln a)n

k!(ln c)k

(k + m)!
n!

(n − j)! j!
j!

( j − k)!k!
B

[m−1,1]
j (x, c, a)

]

=

n∑
j=0

j∑
k=0

Q
[m−1,α]
n− j (y, c, a; λ; µ; ν)

(ln c) j+m+k

(ln a)n

n!
(n − j)!( j − k)!(k + m)!

B
[m−1,1]
j (x, c, a).

Theorem 3.3. Para α, λ, u, v ∈ C y a, c ∈ R+, los polinomios Q[m−1,α]
n (x, c, a; λ; µ; ν) y los polinomios de

Bernoulli generalizados de nivel m B[m−1,1]
n (x) están relacionados a través de la siguiente expresión.

Q
[m−1,α]
n (x + y, c, a; λ; µ; ν)

=

n∑
j=0

j∑
k=0

Q
[m−1,α]
n− j (y, c, a; λ; µ; ν)(ln c) j n!

(n − j)!( j − k)!(k + m)!
B[m−1,1]

j−k (x) (36)

Demostración 3.3.

Q[m−1,α]
n (x + y, c, a; λ; µ; ν)

=

n∑
j=0

(
n
j

)
Q

[m−1,α]
j (y, c, a; λ; µ; ν)(x log c)n− j

=

n∑
j=0

(
n
j

)
Q

[m−1,α]
n− j (y, c, a; λ; µ; ν)(log c) jx j

=

n∑
j=0

j∑
k=0

Q
[m−1,α]
n− j (y, c, a; λ; µ; ν)(log c) j

[
k!n! j!

(k + m)!( j − k)!(n − j)! j!k!
B[m−1,1]

j−k (x)
]

=

n∑
j=0

j∑
k=0

Q
[m−1,α]
n− j (y, c, a; λ; µ; ν)(ln c) j n!

(n − j)!( j − k)!(k + m)!
B[m−1,1]

j−k (x).
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Theorem 3.4. Para α, λ, u, v ∈ C y a, c ∈ R+, los polinomios Q[m−1,α]
n (x, c, a; λ; µ; ν) y los polinomios de

Bernoulli Bn(x) están relacionados a través de la siguiente expresión.

Q
[m−1,α]
n (x + y, c, a; λ; µ; ν)

=

n∑
j=0

j∑
k=0

Q
[m−1,α]
n− j (y, c, a; λ; µ; ν)

(ln c) j

j + 1

(
n
j

)(
j + 1

k

)
Bn(x). (37)

Theorem 3.5. Para α, λ, u, v ∈ C y a, c ∈ R+, los polinomios Q[m−1,α]
n (x, c, a; λ; µ; ν) y los polinomios de

Bernoulli Bn(x) con los números de Stirling están relacionados a través de la siguiente expresión.

Q
[m−1,α]
n (x + y, c, a; λ; µ; ν)

=

n∑
j=0

j∑
k=0

Q
[m−1,α]
n− j (y, c, a; λ; µ; ν)(ln c) j

(
k + r

r

)
n!

(n − j)!( j − k)!k!
S (k + r, r)Br

j−k(x). (38)

Theorem 3.6. Para α, λ, u, v ∈ C y a, c ∈ R+, los polinomios Q[m−1,α]
n (x, c, a; λ; µ; ν) y los polinomios

de Bernoulli Bn(x) con los números de Stirling generalizados están relacionados a través de la siguiente
expresión.

Q
[m−1,α]
n (x + y, c, a; λ; µ; ν)

=

n∑
j=0

j∑
k=0

Q
[m−1,α]
n− j (y, c, a; λ; µ; ν)(ln c) j n!r!

(n − j)!(k + r)!(k − k)!
S (k + r, r; λ)Br

j−k(x; λ). (39)

Para la prueba de los teoremas 3.4, 3.5 y 3.6, se utiliza las misma técnica realizada en el teorema 3.3.

Theorem 3.7. Para un m ∈ N, sea {Q[m−1,α]
n (x; c, a; λ; µ; ν)}n≥0 la sucesión de polinomios tipo Apostol gene-

ralizados de variable x, parámetros λ, µ, ν ∈ C, a, c ∈ R+, orden α ∈ C y nivel m. Entonces las siguientes
relaciones se cumplen.

1.

n∑
k=0

(
n
k

)
Q[m−1,α]

k (x, b, c; λ; u, v)Q[0,−1]
n−k (0; c, a; λ; 0; 0) = λQ[m−1,α]

n (x + 1; c, a, λ; µ; ν)

+Q[m−1,α]
n (x; c, a; λ; µ; ν)

2.

2
n∑

k=0

(
n
k

)
Q[m−1,α]

k (x, b, c; λ; u, v)E[0,−1]
n−k (0; c, a; λ) = λQ[m−1,α]

n (x + 1; c, a, λ; µ; ν)

+Q[m−1,α]
n (x; c, a; λ; µ; ν).

Demostración 3.4. Considerando la expresión

λQ[m−1,α]
n (x + 1; c, a, λ; µ; ν) + Q[m−1,α]

n (x; c, a; λ; µ; ν)

y usando la función generatriz 27,se llega a la prueba.

70



William Ramı́rez et al. / Matua Revista Del Programa De Matemáticas VOL: III (2016) página: 71–73 71

Theorem 3.8. Para j ∈ N0, la familia Q[m−1,α]
n (x; c, a; λ; µ; ν) satisface la siguiente relación.

z j


(2uzv)m

λcz +
m−1∑
l=0

(z log a)l

l!


α

cxz =

∞∑
n=0

n!
(n − j)!

Q
[m−1,α]
n− j (x; c, a; λ; µ; ν)

zn

n!
. (40)

Demostración 3.5. Derivando j veces con respecto a x en ambos lados de 27 y usando (33)

z j(log c) j


(2uzv)m

λcz +
m−1∑
l=0

(z log a)l

l!


α

cxz =

∞∑
n=0

(log a)p n!
(n − j)!

Q[m−1,α]
n (x; c, a; λ; µ; ν)

zn

n!
, (41)

multiplicando por (log c)− j en ambos lados de (41),se completa la prueba.

Theorem 3.9. Para parámetros α, λ, u, v ∈ C con c, a ∈ R+ n,m ∈ N la siguiente relación se cumple

r∏
i=1

∞∑
n=0

Q[m−1,αi]
n (xi, c, a, λ; µ; ν) =

∞∑
n=0

Q[m−1,α]
n (x, c, a, λ),

donde α1 + α2 + · · · + αr = α y x1 + · · · + xr = x.

Demostración 3.6.

∞∑
n=0

Q[m−1,αi]
n (xi, c, a; λ; u, v)

zn

n!
=


(2uzv)m

λcz +
m−1∑
l=0

(z log a)l

l!


αi

cxiz (42)

r∏
i=1

 ∞∑
n=0

Q[m−1,αi]
n (xi, c, a; λ; u, v)

zn

n!


=

r∏
i=1


(2uzv)m

λcz +
m−1∑
l=0

(z log a)l

l!


αi

cxiz

=


(2uzv)m

λcz +
m−1∑
l=0

(z log a)l

l!


α

cxz ·


(2uzv)m

λcz +
m−1∑
l=0

(z log a)l

l!


α2

cx2z · · ·


(2uzv)m

λcz +
m−1∑
l=0

(z log a)l

l!


αm

cxmz

=


(2uzv)m

λcz +
m−1∑
l=0

(z log a)l

l!


α

cxz

=

∞∑
n=0

Q[m−1,α]
n (xi; c, a; λ; u, v)

zn

n!
.
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