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Resumen

Seanm € N, a, A, i,v € C, a,c € R*, y sea Q" "N (x; ¢, a; A; 1;v) 1a nueva clase de polinomios tipo Apostol gene-
ralizados de orden «, nivel m y variable x. En el presente trabajo estudiaremos algunas propiedades de esta familia de
polinomios y la utilizaremos para demostrar férmulas de conexién entre éstos polinomios y los polinomios de Apostol
Euler y los polinomios de Bernoulli generalizados de nivel m.

Palabras claves: Polinomios de Apostol Euler, polinomios de Bernoulli generalizados de nivel m y polinomios tipo
Apostol generalizados.

Abstract

Letm e N, a,4,u,v € C, a,c € R* and let Q" ")(x; ¢, a; A; 41; v) be the new class of generalized Apostol-type poly-
nomials of @ order, m level and variable in x. In the present document we study some properties of these polynomials
being used to proof formulas in connection with Apostol-Euler polynomials and generalized Bernoulli polynomilas of
m level.

Keywords:
Polynomials Euler Apostol, generalized Bernoulli polynomilas of m level and generalized polynomials type Apostol.

1. Introduccion

Recientemente en [9], para pardmetros «, A,u,v € C con a,c € R*, la nueva clase de polinomios tipo
Apostol generalizados Q[n'"_l’a](x; ¢, a; A; u; v) de orden « nivel m se define por medio de la siguiente funcion
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generatriz
(04
(o]
(2/12\/)"1 o= Zalmfl,ﬂr](-x, c.a /l,u V)i (1)
1 n G, a5 A G 1
Act + mz %'a)’ n=0 n:
1=0 ’

donde |z] < 2n cuando A =1, |z < wcuando A = —1, (‘zln(g)

< |log(—/l)|) cuandod € C\{-1,1},y 1?:= 1.
Esta proporcionan una unificacion de las nuevas clases de polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli,

polinomios generalizados de Apostol-Euler y los polinomios generalizados Apostol-Genocchi dados en [7]
con los polinomios tipo Apostol generalizados dados en [8, 12, 13]. En este trabajo demostraremos férmulas

de conexién de los polinomios QElm_l"’](x; ¢, a; A; i3 v) con los polinomios de Bernoulli clasicos, los polino-
mios de Apostol-Euler, los polinomios de Bernoulli generalizados de nivel m, los polinomios de Apostol-
Bernoulli generalizados de nivel m, los polinomios de Bernoulli generalizados y numeros de Stirling y los
polinomios de Apostol Bernoulli y nimeros de Stirling generalizados.

La organizacién es como sigue. La seccion 2, es dedicada a la nueva clase de polinomios tipo Apostol gene-

ralizados Q,[,m_l’a] (x; ¢, a; A; 1; v) dados en [9], asi como tambien algunas propiedades requeridas para el desa-
rrollo de nuestro propésito. En la seccién 3 férmulas de conexién de los polinomios QL’"_LO’] (x;c,a; A u;v)
con otros polinomios serdn demostradas.

2. Preliminares

En esta seccién mostraremos las funciones generatrices de las familias de polinomios tipo Apostol ge-
neralizados que dieron soporte al trabajo publicado en el 2015 titulado ”About Extensions of Generalized
Apostol-Type polynomials [9], asi como también analizaremos algunas de sus propiedades.

Para parametros complejos o reales arbitrarios @ € Cy para a, c € R*, n,m € N la nueva clase de polinomios

Apostol-Bernoulli generalizados %L’"*l’”](x, ¢, a; A), la nueva clase de polinomios Apostol-Euler generaliza-
dos € *(x. ¢, a; A) y la nueva clase de polinomios Apostol-Genocchi generalizados G (x, ¢, a, ¢; 1),
m € N, A € C se definen en un entorno adecuado de z = 0, a través de las siguientes funciones generatrices([9,
13])

" Xz _ i EB[”"I*”]( .A)Zn 21 (c)| < [log(Y)
At — 1]161 (zl(}%a)l C £ n X,C,a, "’ zlog P og .
2m @ o) | Z"
Tt 1yl Coxdl = Z@L’"’ “(x, cad)=. ko logo) < llog(-D.
CH im0 T oy !
@ (o]
(22" ) 7
e | T = 2o e a b, o log)l < llog(-).
Act + ZIZO I n=0 n:

A continuacién mostraremos algunas propiedades de estos polinomios ver ([9]).
Para m € N, sea {B""(x; ¢, a; Dlnso, {EM N (x; ¢, a3 D}nso y (6" (x: ¢, a3 D)} us0 las sucesiones de
los polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y Apostol-Genocchi en la variable x,
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parametros A € C, a,c € R*, de orden « € C verifican las siguientes relaciones.

%L’”il’o](x; c,a; ) = CE,[{”*I’O](x; c,a; ) = (V),[I"’*l’o](x; c,a; ) = (xInc)".

%,[1’”"’“] (x;c,a; )

€ty ¢, a3 1)

(5,[1’”_1’“] (x;c,a; Q)

=~

|8 0,0 /l)](j)

X1

f Bm=Lel(x; ¢ a; N)dx

X0

n—1
-1
n (n )%El’fkl’”](x; ¢, a; )B" U (x e ar 1)

- >, (n)%ﬁ'f;l"’](a a A(xIn o)

n
= (n)%,[ﬁkl’“”(c,a;/l)%,[(ml’”(x; c,a; ).

@L”;l’”](c, a; D(xInc)f

@LT;I’“_I](C, a; /l)@,[(m_l’”(x; c,a; ).

6" (e, a; D(xIn )

G e, a; HE (s e, az 2).

k=1 BN (x4 150,a32)

—%L’”‘l“'](x; c,a; ).

a; /1)(‘2’[1’:1’_1]()6; c,a; ) A@Lm_l’“](x +1;c,a; )

+EmLal(ys e, a; ).

T AR G R »]”
| ) .
o € s e as 0 [0 ok 0 0]
n! j e m—1,a]
=) (Inc) @n_j C(x; e, a; ).
lnc m—1,a m—1,x
T o+l [ Bl s e a3 ) = B 0, a3 )
a 1 n
= |1 — 1B e a5 2
[nc;n_k+ l(k) e ead
((-xl In C)ﬂ*k‘*’l _ (Xo In C)n7k+l).
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X1

f (ﬁE,’”‘ Lol(x: e, a; D)dx

Xo

X1

f GBL”“ Lol ¢, a; A)dx

X0

%L’"_l’”](x +y;c,a; )
(E,[f“_l'“](x +y;c,a; )

Gt (x4 y;c,a;0)

Inc rem-tar, . -1l .

1 [(f,m e, a3 ) = € (xos ¢, a /1)]
- 1 n [m—1,a] .

[lnc k:EO m(k)gk (c,a; D)

((xy Ine)™ ! = (xp In )™ 1.

Inc _ _
1 [(53,[[111"’]()61;& a; ) - fﬁ,[,'fl"“](xmc,a;/l)]

o 1 n
Inc @[m—l,a] )
[nckz:(;n—k+l(k) e a )}

)n—k+ 1 n—k+1 )

((x1Inc —(xpInc)

n
(Z)%L’f;“’] (s 0, DBy ¢, D).

k=0

s

(Z)@L’f;l‘a](x; ¢,a; DGy e,a5.0).
k=0

k n—k n—k

n
(n)(ﬁ["’l"” (x;c,a; /l)(ﬁlm_l’ﬁ](y; c,a; ).
=0
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(10)

an

12)

13)

(14)

En el 2011 en ([7, 8, 9]) encontramos que para un n € Ny, A, @, u,v € C los polinomios tipo Apostol
generalizados 7—",,(“)(x; A; u,v) de orden « se define a través de la siguiente funcién generatriz

QU a © n
( - ) eXZ=Z¢,f“)(X;/1;u,V)%; (Iz] < llog(=)D),
n=0 :

et + 1

donde

Fa (s u,v) =2 F (05 4w, v)

denotan los también llamados nimeros de tipo Apostol de orden a.

Para z € C, se define la funcién Gamma denotada I" como
I'(z) = f e dt.

Dado z € Cyn € Z", el simbolo de Pochhammer esta dado por

@ =2+ D@E+2)---(g+n-1);

(2o = 1.
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Este cumple las siguientes propiedades

n!
I'(z+n)
I'z) ~

(Dn
(Z)n =

Seaze C,geZy p> —1 sedefine la derivada generalizada de orden @ como

dx—z]P _ T(p+1)xr~d
[dx]2  T(p—q+1)

En particular, si hacemos z = 0 tenemos

dix? T(p+1)xP™1
@ Tp-q+ 1

65

19)

(20)

Para n,k € N, z € C se definen los nimeros de Stirling de segunda clase denotados como S (n, k) por la

siguiente funcién generatriz

IS
Il

" ZS(n,k)Z(Z—l)...(z—k+1),
k=0

(o) Zn
&+ 1) k! ZS(n,k)a,
n=k

(1-27'0-297"...(0 ko) Z S, k)", | <k
n=k
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La siguiente tabla muestra algunas relaciones de la base candcica con algunas familias de polinomios.

] X" \ Familias de polinomios
1 n
A Z (Z)Sk(x; )+ E,(x; D). (21)| Apostol-Euler
k=0
(Inc)" < k!(In c)* 11 . . .
QS[’" ] 22) Apostol-Bernoulli eneralizados nivel m
(lna)nZ( )(k+m), (x, ¢, ). (22) Ap g
k! L1 . . .
Z( ) [’"k I(x). (23)| Bernoulli  generalizados de nivel-m
pan k) (k+m)! "
1 n+1 . L.
Bi(x). (24)| Bernoulli  clésicos
n+ 1 k
Zn: n\(k+r -1 ) . . ..
s S(k+r,r)B” (x),r € Ny. (25) Bernoulli generalizados 'y numeros de  Stirling
k=0
Apostol  Bernoulli y  numeros de Stirling
n! - - (r
Z k+ r)‘(n 1> K+ rr By 06 ) r €No- (26) gepralizados

Definition 2.1. Para pardmetros a,A,u,v € C con a,c € R, la nueva clase de polinomios tipo Apostol
generalizados Q™ " (x; ¢, a; A; ; v) de orden a se define por la siguiente funcion generatriz

@

2” vym
# ZQ[’” la](x c,a; /1 M’v) (27)
peeE Sl |

cuando || < 2, A =1, | <m A=~—1 (|zlog< )|) <|log(=d), AeCi-1,1)
donde,
QM e, a; A u,v) = QN0 b, s s, v). (28)

En [9] se muestran algunos ejemplos numéricos de la nueva clase de polinomios tipo Apostol generalizados
QN xs ey a; Ay v)

Theorem 2.2. Para a,A,B,u,v € C con b,c € R* yn,m € Ny, la nueva clase de polinomios tipo Apostol
- m-lal, . o : - :
generalizados Q, (x5 ¢, a; A; w; v) satisfacen las siguientes relaciones

n

QP y b vy =) (7)Q5m‘1'“](x, c.a; u @ Py e a ), (29)
% :

J=0

i) QN y e a )= ) (”.)QE’”“’“]@, ¢, a; A5 u,v)(xlog )"/, (30)
i

J=0

66




William Ramirez et al. | Matua Revista Del Programa De Matemdticas VOL: III (2016) pdgina: 67-73 67

Theorem 2.3. Para a,A,u,v € C, b,c € R* y n,m € Ny, la nueva clase de polinomios tipo Apostol genera-
lizados QE,m_l’”] (x, c,a; A, u,v) satisfacen las siguientes relaciones.

n
n o _
QN ey as A u,v) = Z( .)Q,[{"jl’y e, umQ N x, ¢ 0 4w, v), 31
—\J
Jj=0
 (n
Q1 (x, ¢, a3 A u,v) = Z ( ,)Q,[lm;l’”](c, a; A;u,v)(xlogcy, (32)
=0\
cuando x = 0 los polinomios Q,[{" 71’”](c,a;/l; u,v) son los también llamados nueva clase de niimeros tipo

Apostol generalizados de orden a.

Theorem 2.4.

ParameN, a,A,a,c, yn, j € Nycon0 < j<n, entonces

n!

Qe L IY = o in e Qs as A v). (33)

Para ver detalles de la demostracion de los teoremas (2.2, 2.3,y 2.4) ver [9].

3. Foérmulas de conexion de los polinomios QElm_l’“] (x5cya; A5 u3v)

En esta seccion nuestro objetivo es demostrar formula de conexion que hay entre la nueva clase de polino-
mios tipo Apostol generalizados de orden «, nivel m y variable x QE,m_l‘”] (x; ¢, a; A; w3 v) con los polinomios
dados en la seccion 2
Theorem 3.1. Para a,A,u,v € Cya,c € R*, los polinomios Q,llmfl’”](x, c,a; A, u;v) y los polinomios de
Apostol Euler E,(x; ) estdn relacionados a través de la siguiente expresion.

QN x4y, ¢ a3 A u,v)

1 n ) n o .
=5 ;Sk(x; ) [(Z)QEZ;I,QJ()), c,a; A;u,v)(log of+2 ]Z:,; (j)(é)@h’ﬁ;lﬂl(y’ e,a; du, v)(log ey | (34)
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Demostracion 3.1.

QLm_l'”](x +v,c,a;A;u,v)

n 1 n—j n-j
= (”.)QE»’""“”(y, c,a; Asu, v (Og 2 lﬂ (n )Sk(x ) + Enj(x; /1)}
=AY k=0
n 1 n—j "= _ g
=2 (",)Q'jml’“'(y, ¢,a; d;u, V)% (n . J)Sk(x; )
=Ry k=0
n 1 n—j
+ (’;)Qg’”l’“l O ¢ a; 4 u, V)%Sn- jx )
j=0
n n ]
1 =i
=1y Z(")Q[’”“ Dy, eas s, v) 92D a) (” )Sk(x )
Jj=0 k=0
n 1 n—j
+ (’;)QS’”""“] O, c,a; A;u, V)%Sn- ()

( n .)Q[T;l,(l](y’c’a;/l; u,v )(log ) ( )Sk( /l)
n—jl " 2

(log o)*
2

+ n)aimgl’“](y, ¢, a; s u,v) Ex(x; )

X (1 - (log c)/
:AZ(; k(j)(i)@i’”jl,a](y,c,a;/l;u,v) i E(x; )

n 1 k
+Z n)Q,E’”;"“](y, c.a; A u, V)(Ogc) E(x; )
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Theorem 3.2. Para a,A,u,v € Cya,c € R*, los polinomios Q[m ]"](x, c,a; A u;v) vy los polinomios
de Apostol-Bernoulli generalizados de nivel m EB,[{" L 1](x, c,a) estdn relacionados a través de la siguiente
expresion.

[m La]

(x+y,c,a; 4, 4;v)

noJj
@y, e as s )

j=0 k=0

(Inc)/m+k n! m-1.1]
nay = PG =Rk rml Y e (33)

Demostracion 3.2.

QM+ y e as i v)

= Z (n.)Q[].’”_l’“](y, c,a; A; 3 v)(xlog )™/
i \j| -

j=0
= (’Jl)Q[m Lely e a; A s v)(log c)/x/
7=0
o () gin-ta o) <5 (H\Kine) i
= 2, (’;)Q[ L ](y,c a; A; w; v)(log c) [Elrrll;))" kZ:( )(k(+nnc;))‘%[ 11](x c, a)}
= -0

(In¢)" k!(In c) n! Jj!
(na)" (k+m)! (n— pIjl(j - k)'k!

Q" N ey a; A3 5 v)(log ) [

M-

58['" M, e, a)}

(In c)/*m+k n! (m—1.1]
(Inay =i -Rikrmy o e

M-

Q" My, e a; s v)

Theorem 3.3. Para a,A,u,v € Cya,c € R*, los polinomios QELm_l’“](x, c,a; ;w3 v) y los polinomios de
Bernoulli generalizados de nivel m B (x) estdn relacionados a través de la siguiente expresion.

Q"N+ y a3 415 v)

= Z ZQ“” F i A iIn ) " B () (36)
= ! = DG = Ok +m)! Bk

Demostracion 3.3.

QE,m_l’“](x +y,¢,a;,A; 145 v)

=> (n.)Qg'”l"’](y, ¢,a; 43 p; v)(xlog )"
i\

(n
o\

=

ng;l’a](y, c,a; A; p; v)(log ¢)/ x/

S~—

=

~.
i}
=}
>~
~. | ~.
o

_ kin!j!
[m-1,a] C e ' [m 1,1]
Qn—j (y’ c, a; /l,/,l,)/)(l()g C) (k+m)'(] k)'(l’l ])' 'k' j k ()C)

=

Qg . 2 (In ey = B ),
& (= IG = DI+ m)

~
Il
(=)
>~
Il
[=)
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Theorem 3.4. Para a,A,u,v € Cya,c € R, los polinomios ng_l‘“](x, c,a; ;w3 v) y los polinomios de
Bernoulli B,(x) estdn relacionados a través de la siguiente expresion.

QMM (x 1y ¢ a; A v)

nJ
> st (J.)(’”)B (. (37

+1
Jj=0 k=0

Theorem 3.5. Para a,A,u,v € Cya,c € R, los polinomios ng_l’a](x, c,a; A, u;v) y los polinomios de
Bernoulli B, (x) con los niimeros de Stirling estdn relacionados a través de la siguiente expresion.

QN x + y, ¢,a; 3 v)
n

J
m—1,a] n! .
= 2, ;}Qn - Yy, c,a; 2,3 v)(lnc)!( )mS(k+r MB’_ (%) (38)

Theorem 3.6. Para a,A,u,v € Cya,c € R, los polinomios QLm_l’“](x, c,a; A u;v) y los polinomios
de Bernoulli B,(x) con los niimeros de Stirling generalizados estdn relacionados a través de la siguiente
expresion.

QMM 1y ¢, a; A v)

< nlr!

J
[m—1,a] N _
2, Qe i ”)(lnc) “ )kt Dk =)

=0 k=0

Stk+r,r; /l)B;_k(x; ). (39)

Para la prueba de los teoremas 3.4, 3.5 y 3.6, se utiliza las misma técnica realizada en el teorema 3.3.

Theorem 3.7. Paraunm € N, sea {Q[m Ll e a 4; 1 Vnso la sucesion de polinomios tipo Apostol gene-
ralizados de variable x, pardmetros A, u,v € C, a,c € R*, orden a € C y nivel m. Entonces las siguientes
relaciones se cumplen.

1.

n
(”)Q"" M by e QY 050, a 0,00 = A0+ e, a, A v)
k=0
+QIm (s ¢, a; A v)

2 (Z)QL""L‘%, b, c; Lu,v)E (0 ¢, a3 )
k=0

AQY x4 1500, A3 445 v)

+ON 0 ¢y a5 A3 s ).
Demostracion 3.4. Considerando la expresion
A0 (x 4 s e, a, A s v) + QNN (x ey a; A s v)

y usando la funcion generatriz 27,se llega a la prueba.
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Theorem 3.8. Para j € Ny, la familia QL’"_I’“](X; ¢, a; A, w; v) satisface la siguiente relacion.

(o4

Zj (ZMZV)}"

n
ﬁ Z (n— J)vQ[m W](x a4 “’V) (40)
At + z loga)

Demostracion 3.5. Derivando j veces con respecto a x en ambos lados de 27 y usando (33)
(03

© P

. . u V\m
Z(logc)’ @ v Z(loga)” ——— Q" (x; ¢, a5 2; ,u,v) , 41)
Act + mZ: (Zloga)’ =0 ( )

=0

multiplicando por (log ¢)™/ en ambos lados de (41),se completa la prueba.

Theorem 3.9. Para pardmetros a, A,u,v € C con c,a € R* n,m € N la siguiente relacion se cumple

r (o8] 00
1—[ Z ot (x;, ¢, a, A v) = Z olm=tal(x ¢, a, 1),
i=1 n=0 n=0

dondea;+ar+ - +a,=ayx;+-+x =X

Demostracion 3.6.

@

QuZvym
ZQ['" Lail(x; ¢, a; A u, v)— = —( ) i (42)
n=0 Ac + Z (z10ga>’

r 00 2

ZQ[m Ml (g, e, a3 M,V)—,
i=1 \n=0 n
@
-
Quvym v
_ @) .
m— ;
i=1 | 1z + Z (Zl(;f!;ll)
=0
01 @ @y
B Ee ) PR Y-S P -0
(zloga)’ . el (zlog a)! m=1 (zloga)!
/lCZ+Z /lC”+ZT /lCZ+ZT
=0 ’ =0 ’
a
Quvym
e |
A + Z (zlogu)l

n

_ 7
QE,’" Lal(xise,a; ; u,v);.

Ms

=
i}
(=]
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