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Resumen
En la presente nota hacemos un comentario sobre la famosa desigualdad de Hardy tanto para el caso discreto
como para el caso continuo y se presentan algunas de sus generalizaciones. Se demuestra la versién cldsica
para el caso continuo y a través de un criterio alternativo se demuestra en detalle una versién reciente de dicha
desigualdad.

Palabras claves: operador de Hardy, funcién peso, operador conjugado, exponente conjugado, desigualdad de
Holder.

Abstract

In this note we do a commentary on the famous Hardy inequality for both the discrete case to the continuous
case and presented some of their generalizations. We show the classic version for the continuous case and
through an alternative approach is shown in detail a recent version of this inequality.

Keywords: operador Hardy, weight function, conjugate operator, conjugate exponent, Holder inequality.

1. Introduccidon

En 1920, se prueba la siguiente desigualdad discreta de Hardy (ver [1, 3, 6]). Sip > 1y {ax};2, es una sucesién
de nliimeros no negativos, se verifica la desigualdad
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En una nota publicada en 1925 G. H. Hardy [2] prueba la siguiente versién continua de la desigualdad anterior.
Para cualquier funcién f(x) > 0 tal que f € LP(0,00) y p > 1, se verifica la desigualdad

[ roa) we (2 [ o o

P
La constante <pf1> en (1) y (2) es 6ptima. (2) es la forma original de la desigualdad integral de Hardy y ha

sido estudiada extensamente y usada para la investigacién de otras desigualdades mas generales.

La desigualdad (1) establece que el operador de Hardy discreto i definido por

h(ax) (n) = {;Zak},
k=1

envia [” en I”, mientras que la desigualdad (2) establece que el operador de Hardy continuo H dedinido por
1 T
()@ = [ 10 ©)
0

envia L? en LP (ver [2]).

Poco después, utilizando (2) G. H. Hardy demuestra la primera modificacién, con pesos de tipo potencias

[e's] 1 x p D p oo
/ </ f) dt> z¢dx < <) / fP(z)z d, 4)
o \ZJo p—1—=¢/ Jo
conl < p < coye < p— 1 para toda funcién f > 0 medible y definida en (0,c0), donde la constante
p
p P
(p—l—f) es Optlma.

De (4) puede derivarse la siguiente desigualdad

/O (i/ f(t)dt> xede(pr)/o fP(@)at da, 5)

conl < p<ooye>p— 1paratoda funcién f > 0 medible y definida en (0, o).
En las dltimas décadas la desigualdad (4) ha sido extendida a la siguiente forma

1/p

( [ ([ s e dx> P ( [ e dx) | ©

con a,b € R que cumplen co < a < b < 00, u y v funciones pesos, es decir, funciones medibles positivas casi

siempre en el intervalo (a,b), p y ¢ pardmetros reales que satisfacen
0<g<oo, 1<p<oo.

Es conocido que (6) se cumple para toda funcién medible f > 0 si y solo si A < oo (ver [2, 6]) donde,

b 1/4 z 1/p,
= su U P
A< / W) ([ vrwa)” o)
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Conp’:Ll,paraelcasol<p§q<OO-Y
p—

A= (/ab (/xbu(t) dt) B (/j v P (1) dt) o o' (2) dm) , (8)
1

1 1
Conf:f—];,paraelcaso()<q<p<oo,q7é1y1<p<oo.
r q
La desigualdad dual de (6) es una extensién de (5) y tiene la forma
1/p

b b q /a b
< / ( /x f(t)dt> u(m)dx) gc( / fp(x)v(x)dx> . ©)

Es conocido que (9) se cumple para toda funcién medible f > 0siy solosi A < oo [2] donde,

R z 1/q b ) /v
A:= sup (/ u(t) dt) (/ VTP (1) dt) ; (10)
a<zr<b a T

1 1 1
con— =—-— —,paraelcasol <p<g<oo.Y
r q P
) b . r/q b / r/q / 1/r
A= /(/ u(t)dt> /vlfp (t)dt P () dx , (11)
1 1 1
Con;:&—Z;,paraelca500<q<p<oo,q7é1y1<p<oo.

En 1969, G.Talenti y G. Tomasselli [1, 2, 3] determinan condiciones que tenian que verificar las funciones v y v
para que el operador H y su conjugado H estuviesen acotados de L”(u) en L (v).

Las desigualdades (1) y (2) han sido generalizadas y aplicadas en andlisis y teoria de ecuaciones diferenciales
una de éstas generalizaciones y aplicaciones son estudiadas en [2, 3]. El propdsito de este trabajo es presentar la
desigualdad clédsica de Hardy y algunas de sus generalizaciones tomando como base [2]. En la seccién 2 damos
algunas observaciones y resultados conocidos del analisis que serdn utilizados durante el trabajo. Finalmente
en la seccién 3 estudiamos la demostracién de la version clésica de la desigualdad de Hardy y bajo cierta

variacién dada en [6] demostaramos la una version actual de la desigualdad de Hardy.

2. Preliminares

Por un peso, entenderemos una funcién localmente integrable w en I = (a,b) C R tal que w(z) > 0 para todo
z € (a,b). Para I = (a,b) C R denotamos por W (I) o W (a, b) al conjunto

W (a,b) = {w definidas en (a, b), medibles, positivas y finitas en casi todo punto}.

Sea w un peso, y sea I C R abierto. Dado 1 < p < oo, definimos el espacio LP(I,w) = LP(w) como el conjunto
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de todas las funciones f medibles en I tal que

10y = [ If@Pule)ds <00, el (12)
Para 1l < p < oo, p’ denota el exponente conjugado de p:

p p

Para 1 < p < oo se define la dualidad en el espacio L? (w)
(LP(w)) = LY ('),

Miés atin, dado T un funcional lineal y continuo de L?(w) en R, existe una tnica funcién g € L¥ (w'~?") tal que
T : LP(w) — R, es dado por

b
T(f) = / f(2)g(z) d.

Especificamente,

191l Lo’ (uwi-»7y = sUP 1 f | o) = 1/{g; F)I-

Si definimos el operador de Hardy continuo H por

()@= | o (13)

entonces la desigualdad (6) nos queda

1 fllauy < Cllfllzo)- (14)

La desigualdad (14) se cumple para funciones f > 0si y solo si A < co donde A es dado en (7) o (8) respecti-
vamente.

Si definimos el operador conjugado de Hardy H por

b
(F )(z) = / £(t)dt. (15)

entonces la desigualdad (9) nos queda

|H fllaquy < CIFllLow)- (16)

La desigualdad (16) se cumple para funciones f > 0 si y solo si A < o0, donde A es dado en (10) o (11),
respectivamente.

OBSERVACION 2.1. Los operadores de Hardy H y H son mutuamente conjugados, es decir, si

H : LP(v) — L9(u), 1< p,q < o,

entonces (H) = Hy

H:LV (u'7) — [P (! 7).
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Las desigualdades (14) y (16) son un prototipo de una desigualdad general en norma con peso de la forma

T fllLacw) < Clflle (o), (17)

donde 7' es un operador integral general, usualmente uno de los operadores clasicos del Anélisis Arménico
(ver[2,4,5, 6] ). La desigualdad (17) afirma que T aplica L”(v) continuamente a L?(u):

T: LP(v) — L9(u).

3. Demostracion de la desigualdad de Hardy

En esta seccién demostraremos la desigualdad (2) ver teorema 1 y la desigualdad (6) teniendo en cuenta una
modificacién en (7) ver teoremas 2 y 3.

TEOREMA 1. Seanp > 1y f(x) > 0 tal que f € LP(0, c0), entonces

|G [ o) e (2 [ a8

Demostracion. Utilizando (3) tenemos que

e = [ feis= [ s

asi

/ooo (als/oxf(t)dtydx = /0 CH (@) d,
( /O Oo[Hf(t)]pdx>1/p _

entonces

IN
=
—~
~
=
=
U
=

Mas detalles se encuentran en [1, 2, 6].

Para la demostracién de (6) consideramos la siguiente notaciéon
Ulx) = / oI (1) dt (19)
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Asfi, (7) nos queda

a<x<b

1/q
A:= sup ( / bu(t)dt) U (z). (20)

TEOREMA 2. Seal < p < g < ocoyu,v € W(a,b). Entonces la desigualdad de Hardy

b e q /a b p
( / ( / £(1) dt) u(@) dx) <cC ( / PP a)o(@) dm) 1)
se cumple para toda funcion f > 0 siy solo si B < oo donde,

x , -1/p
B := sup (/ v!P (t)dt)
a<z<b a
1/q

x (/ju(t) </atvlp’(s) ds>q dt) , (22)

B:= sup U 7(z) (/;u(t)Uq(t) dt)l/q. (23)

a<z<b

0 bien
Por otra parte, la constante C en (21) satisface
B<C<ypB. (24)

Demostracion. (i) Supongamos que la desigualdad (21) se cumple para toda f > 0 con una constante C' < co

y consideremos la funcién

fi(@) = x(a, 1) (x)0" 7 (),

cont € (a,b) arbitrario pero fijo. Entonces de (21) tenemos,
t x . q 1/q t ) 1/p
(/ </ v 7P (s) ds) u(z) dx) <C (/ 0P (2) d;v) , (25)

( / Ut (@)u(a) d:c) Y e

y de (19)

Consecuentemente B < C' < oo.

(77) Debido a la dualidad para g > 0 podemos expresar la desigualdad (21) asi,

T

1/p’
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para g con soporte en (a, b) utilizando la desigualdad de Holder e integracién por partes tenemos,

’

Vo= /ab (/:g(t)dt>p A () de

’

= p /ab (/:g(t) dt)p h g(x) (/aw v P (1) dt> dx

’

b b Pl "
= p// g(x)u(lfq/)/q/(x) (/ g(t) dt) (/ Ulfp'(t) dt> w@ -/ (z) da
b 1/‘1/

< 9 ( / g7 (w)u' =" (x) dw) v, (27)

donde
b [ b -y q
Vll/q ::/ (/ g(t) dt> (/ v P (1) dt) u(x) du. (28)

Denotamos

b a(p’=1)
h(z) == (/ g(t) dt)

Entonces, en (28) utilizando (23) y organizando de manera adecuada tenemos,

ylae / ' ha) < / ) dt)q u(w) da

b
/ h(z)U?(x)u(z) dzx

/: b / b[—h’(t)] dt U (z)u(z) dz

/ab / b[—h’(ﬂUq(w)u(x)] dt dz

/ab /at[_h’(f)U“(x)u(x)] dz dt
b t

[ Ewn [ v i

) /ab[h/(t)] </t v (@) dx) "
o (/ab (Lb[—h’(t)] dt> o W7 () dx) a/p
= B¢ (/ab WP/ ()t () d:c) a/p

IN

IA
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Ahora de (27) tenemos,
b 1/q,
VY <y'B (/ g7 (z)u' =7 () dw) ;

es decir la desigualdad (26) y asi (21), por otra parte C' < p’B.
O

1 1 1
TEOREMA 3. Sean 0 < g<p<oo,p>1, o= 7D yu,v € W(a,b). Sea U dado por (19), entonces la desigualdad

de Hardy y y
</ab (/:f(t)dt)qu(x)dx> SC’(/abfp(x)v(x)dx> ,

se cumple para toda funcion f > 0 siy solo si B < oo donde,

= ( / b ( / t u(s)U4(s) ds> " U/a(t) dV(t)) . (29)

Por otra parte, la constante C satisface

qp—1/7-(p/)l/q’r—l/r’z—l/qB <0< ql/qp/B. (30)

Demostracion. Para la demostraciéon del teorema anterior es suficiente seguir las mismas ideas de la prueba
usada en el teorema 2. O
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