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Resumen
En este articulo, de caracter divulgativo y con resultados elementales, presentaremos algunas propiedades de
Pegar y Reversar en nimeros naturales. Comenzaremos con un recorrido histérico de como aparecen estas
operaciones, luego haremos las demostraciones omitidas de los resultados concernientes a niimeros naturales
presentados en [4, 5] y finalmente presentamos unas nuevas propiedades que involucran divisibilidad, cua-
drados y raices cuadradas.

Palabras claves: Divisibilidad, Ntiimeros naturales, Pegar, Reversar.

Abstract

In this survey type paper, which includes elementary results, we show some properties concerning to Pasting
and Reversing operations in natural numbers. We start with an historical outline about these operations, se-
condly we do the omitted proofs of some results related with natural numbers, presented in [4, 5] and finally
we show new properties that involve divisibility, squares and square roots.

Keywords: Divisibility, Natural numbers, Pasting, Reversing

1. Introducciéon

Las operaciones Pegar y Reversar son un ejemplo de cémo el hombre intenta a partir de las acciones de la co-
tidianidad crear maravillas en la matematica, pues estas operaciones por su facil interpretacién y manejo dan
muestra de cémo divertirse haciendo calculos en matemadticas; un ejemplo de ello estd en [2] y sus posteriores
desarrollos.
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La primera vez que se trabajé en ellas, como operaciones matematicas por el primer autor, fue en 1992. Un
afio despties, se empez6 la divulgacion de ellas en diferentes encuentros matematicos, pero es sélo hasta el
afio 2002 que se hicieron publicos los resultados de éstas presentaciones, consultar [2]. Detalles adicionales se
encuentran en [4, 6, 9].

Seis afios mds tarde, en conjunto con estudiantes de la Universidad Sergio Arboleda se avanzé en el estudio
de las operaciones en los niimeros naturales. Asi mismo, se aplic6 en teoria de permitaciones para obtener

familias de permutaciones simples, consultar [8].

En el afio 2009, en el coloquio de matemdticas de la Universidad Sergio Aboleda y en el XVII Congreso Co-
lombiano de Matemaiticas, celebrado en Cali, se presentaron propiedades intuitivas de las operaciones Pegar
y Reversar sobre algunos anillos. Trabajo que tres afios més tarde, se public6 en Arxiv y en el Boletin de ma-
tematicas de la Universidad Nacional de Colombia ver [4, 5].

Siguiendo el mismo esquema presentado en [4, 5, 8], en la versién ntiimero XVIII del Congreso Colombiano
de Matematicas (2011), realizado en la ciudad de Bucaramanga se presentaron nuevos avances del comporta-
miento de las operaciones sobre Espacios Vectoriales finitos y se volvié a publicar en el mismo portal virtual de
la Universidad de Cornell y en el Boletin de matematicas de la Universidad Nacional de Colombia. Ademas,
se hizo una recopilacién del trabajo realizado hasta éste afio, memorias que se encuentran consignadas en el
trabajo de grado de A. L. Chuquen, consultar [9].

Finalmente, en el afio 2012, se hace un tratamiento de las operaciones Pegar y Reversar en un producto vecto-
rial generalizado, trabajo que es publicado en la Revista Integracién, consultar [3].

En este trabajo no pretendemos mejorar o generalizar los resultados anteriores. Nuestra preocupacién esta fun-
dada en que varios de los articulos anteriores no solo estan escritos en ingés sino que también por la forma en
que estan redactados los resultados son de dificil acceso para un estudiante primerizo o para un no matematico
que se sienta motivado por el tema. Es por tanto nuestro aporte el escribir un articulo didactico en castellano en
el cual se presenten las demostraciones omitidas en los trabajos anteriores y se establezcan nuevos resultados,

autin cuando éstos sean elementales.

2. Preliminares

En esta seccién daremos los preliminares bésicos para que el lector se sienta a gusto con la lectura de las
secciones siguientes.

2.1. Ntumeros Naturales y Divisibilidad

Esta parte corresponde a definiciones y resultados elementales bien conocidos, los cuales pueden también
encontrarse en [10], asi como mds detalles y demostraciones.
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Se considerara primero el conjunto de los nimeros naturales N, el cual se puede caracterizar mediante los si-

guientes axiomas.

A.1 Hay un elemento 0 € N.

A.2 Para todo a € N existe un tnico elemento at € N llamado el sucesor de a.

A3 Paratodoa € N,at #0

A4 Sia,beNya™ =bt, entonces a = b.

A.5 Si S es un subconjunto de N tal que:

1. 0e N

2. a® € Ssiempre que a € N, entonces S =N

A continuacién, algunas definiciones y propiedades de los nlimeros naturales que serdn de gran utilidad.

DEFINICION 2.1 Sean a, b niimeros naturales con a # b. Se dice que a divide a b si existe un natural c tal que b = ac
y se nota como a | b.

PROPOSICION 2.1 Supongamos que a, b, c son niimeros enteros. Entonces,

1. Sia# Oentoncesa |0,a|ayal —a.
2.1]a, -1]—a.

3. Sia | bentonces a | be.

4. Sia | bc, pero a tbentonces a | c.

5. Sia|byb|centoncesa | c.

6. Sia | bya | centonces para todo x,y € Z, a | bx + cy.
PROPOSICION 2.2 Sea p un niimero primo. Sean a,b € N. Si p | ab, entoncesp | a6 p | b.

Las siguientes proposiciones corresponden a criterios de divisibilidad del once.

PROPOSICION 2.3 Sea k € N. Entonces, 11 | 102+ + 1.
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PROPOSICION 2.4 Sea k € Z si .
k= Z kp_;10"7"
=0

y se cumple cualquiera de las dos siguientes condiciones:

L= L5 L=+ L5)
S ko= kaiy 6 11| DY ka1 — Y ki
i=1 i=0 =1 i=0

Entonces 11 | k.

TEOREMA 1 Sean a y b enteros, no ambos iguales a cero. El mdximo comiin divisor entre a y b, med(a, b), es el menor
entero positivo que puede escribirse en la forma ax + by, siendo x,y enteros.

2.2. Pegar, Reversar y Palindromia

Esta parte, aunque no es bien conocida, estd basada en las referencias [1, 2, 4, 6, 9].

OBSERVACION 2.1 A partir de ahora se tendrd en cuenta:

1. El conjunto
A ={aeN|[101{a}.

2. La escritura de los niimeros se hard en forma aribiga, es decir, de derecha a izquierda por digitos.

DEFINICION 2.2 La cifra digital de n € N, es el niimero de digitos que conforman a n y se denota con ¢(a). Es decir, si
n € Ny tiene m digitos, entonces ¢(n) = m.

EJEMPLO 1 Sea n = 1215, entonces ¢(n) = 4

DEFINICION 2.3 Sean = Z ar_;10" "%, El Reverso de n estd dado por
i=0

.
n= Z ailor_i.
1=0

EJEMPLO 2 Sean =1 x 102 +9 x 102 + 5 x 10 + 4, entonces

A=4x10°+5x%x102+9x10+1

DEFINICION 2.4 Sean n,p € N. El Pegamiento de n con p, se define

nop=10§Pn 4 p.
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EJEMPLO 3 Sean n = 3040y p = 362. Luego ¢(n) = 4y ¢(p) = 3. Entonces,

3040 0 362 = (103 x 3040) + 362 = 3040362
DEFINICION 2.5 Se dice que n es palindrome si n = 7.

EJEMPLO 4 El niimero n = 14941 = 7 es un niimero palindrome.

3. Sobre laraiz cuadrada y el cuadrado de niimeros naturales, [2]

Es menester recordar algunos resultados importantes obtenidos en [2] que se centran en encontrar el cuadrado
de ntimeros naturales y/o hallar la raiz cuadrada exacta, haciendo uso de las operaciones Pegar y Reversar de
una manera ficil, divertida y sin extensos calculos que pueden generar apatia.

3.1. Cuadrado de un nimero natural

En el siguiente teorema se recogen los resultados sobre cuadrado de niimeros naturales presentados en [2].
TEOREMA 2 Sean n,m € N, los siguientes casos se tienen.

1. Sin = mo 1entonces: (mo1)? = [m(mo2)]o1.

2. Sin =mo2entonces: (mo2)? = [m(mo4)] o4

3. Sin = m o 3entonces: (mo3)% = [m(mo6)]<9.

4. Sin = mo 4 entonces: (mo4)? = [m(mo8) +1]¢6.

5. Sin = mo5entonces: (m o 5)% = [m(m + 1)] o 25.

6. Sin =mo 6 entonces: (mo6)? = [m((m+1)02)+3]c6.
7. Sin =moTentonces: (mo7)? =[m((m+1)04)+4]09.
8. Sin =mo8entonces: (mo8)% = [m((m+1)06)+ 6] o4

9. Sin =mo9entonces: (mo9)? =[m((m+1)08)+8 ol
EJEMPLO 5 Ilustraremos ahora cada caso del Teorema 2.

1. Sean = 51 asi m = 5 y tenemos:

512=(501)2=[5(502)]o1=[5(52)] o1 =26001=2601
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2. Sean = 32asi m = 3 y tenemos:

322 =(302)2=[3(304)]04=[3(34)] 04 =10204 = 1024
3. Sean = 43 asim = 4 y tenemos:

432 = (403)2=[4(406)] 09 = [4(46)] 09 = 18409 = 1849
4. Sean = 64 asi m = 6 y tenemos:

642 = (604)> =[6(608) + 1] 06 = [6(68) + 1] © 6 = (408 + 1) © 6 = 4096
5. Sean = 75 asi m = 7y tenemos:

75% = (70 5)? = [7(7T+1)] 0 25 = [7(8)] © 25 = 56 © 25 = 5625
6. Sean = 86 asi m = 8 y tenemos:

862 =(806)2=[8((8+1)02)+3]06=[8(902)+3]06=[8(92) +3]©6="T73906 = 7396
7. Sean =97 asi m = 9 y tenemos:

972 =(907)2=[9((9+1)04) +4]09=[9(1004) + 4] 9 = [9(104) + 4] ©9 = 940 © 9 = 9409
8. Sean = 108 asi m = 10 y tenemos:

1082 = (100 8)? = [10((10+ 1) ©6) + 6] 04 = [10(11 © 6) + 6] 04 = [10(116) + 6] 04 = 1166 © 4 = 11664
9. Sean = 29 asi m = 2y tenemos:

202 = (209)2 = [2((2+ 1) 08) + 8] 01 = [2(308) + 8] o 1 = [2(38) + 8] o 1 = 84 0 1 = 841.

3.2. Raiz cuadrada exacta de un nimero natural

De manera similar, en el siguiente corolario se recogen los resultados concernientes al célculo de raices cuadra-
das presentados en [2].

COLORARIO 1 Sean r,ny m € N, r un cuadrado perfecto, entonces se tienen los siguientes casos.
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1.

2.

Sir =mo 1entonces: \/7 = \/(mo1) =nol,siempre que m = n(n o 2).

Sir =mo 4 entonces: \/7 = \/(mo4d) =n o2, siempre que m = n(n o 4).

Sir =mo9entonces: \/7 = \/(mo9) =n o3, siempre que m = n(n o 6).

Sir =mo 6 entonces: \/7 = \/(m o 6) = n o4, siempre que m = n(no8) + 1.

Sir = mo 25 entonces: \/r = \/(m o 25) = n o5, siempre que m = n(n + 1).

Sir =mo 6 entonces: \/7 = \/(m o 6) = n o6, siempre que m = n((n+ 1) o 2) + 3.
Sir =mo9entonces /7 = \/(mo9) =noT7,siemprequem = n((n+1)o4) + 4.
Sir =mo 4 entonces: \/7 = \/(mo4) =n o8, siempre que m = n((n+ 1) o 6) + 6.

Sir =molentonces: /r =+/(mol) =no9,siempre quem =n((n+ 1) ©8) + 8.

PRUEBA 1 Se procede de igual manera como en el Teorema 2.

EJEMPLO 6 Ilustramos ahora cada caso del Corolario 1.

4.

. Sear = 2601 comom = 5(5 o 2) = 260 entonces: /2601 = /(2600 1) =501 = 51.

Sea r = 1024 como m = 3(3 ¢ 2) = 102 entonces: v/1024 = /(102 04) = 302 = 32.

Sea r = 1849 como m = 4(4 ¢ 6) = 184 entonces: /1849 = /(1840 4) = 403 = 43,

Sea r = 4096 como m = 6(6 o 8) + 1 = 409 entonces: v/4096 = /(409  6) = 6 o 4 = 64.

Sea r = 5625 como m = 7(7 + 1) = 56 entonces: /5625 = /(56 © 25) = 7o 5 = 75.

Sea r = 7396 como m = 8((8 + 1) 0 2) + 3 = 739 entonces: /7396 = /(7396 6) = 8 © 6 = 86.

Sea r = 9409 como m = 9((9 + 1) 0 4) + 4 = 940 entonces: /9409 = /(940 09) = 9o 7 = 97.

Sea r = 11664 como m = 10((10 + 1) ¢ 6) + 6 = 1166 entonces: v/11664 = /(1166 o 4) = 100 8 = 108.

Sea r = 841 comom = 2((2+ 1) © 8) + 8 = 84 entonces:

V84T = \/(8401) =209 = 29.

Demostraciones y nuevos resultados

En esta seccién se dan las contribuciones de este trabajo, las cuales tal y como se mencioné anteriormente

corresponden a demostraciones detalladas que fueron omitidas o estdn incompletas en el articulo [4], asi como

también a nuevos resultados relativos a Pegar y Reversar en nimeros naturales.
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4.1. Demostraciones omitidas y ampliadas de resultados anteriores
Esta parte corresponde a la ampliacién y elaboracién de algunas pruebas de resultados presentados en [4].
PROPOSICION 4.1 Sean,n € N donde 7 es el Reverso de n, entonces ¢(n) = ¢(7)

PRUEBA 2 Sean € N tal que

T
n= g a-_;1077", n= a; 10",
i=0 i

por lo tanto:

¢n) = g(Zar_ilo’”_i)
i=0

= r+1

= ¢ (Z ailo’"—i>
=0

= ¢(n)

PROPOSICION 4.2 Sean a,b € A. Entonces ¢(a o b) = ¢(a) + ¢(b).

m n

PRUEBA 3 Seana =% apm_i10™" y b= b, ;10" por lo tanto:
i=0 i=0
claob) = ¢((10€Ma)+1)

?(an—710n2> m n
¢l 10

=0 Dm0 Y by 107
i=0 =0
10n+1 i am,ilom_i 4 i bni10”_i>
i=0

= ¢

i=0
= ¢ (Z A 10— 4 Z bn_iw”i)
i=0 i=0
<m+n+1

Contnt1—i 107n+n+1—i>

7

=0
= (m+1)+(n+1)
= ¢(a)+¢(b)

Esto tiltimo se puede concluir porque en la primera sumatoria de la cuarta igualdad se tienen los digitos de a y tantos
ceros como los digitos de b; por lo que al sumar los digitos de b éstos ocuparin los ceros dados por el 10" . Teniendo asi,
la suma de las cifras digitales. Ademds, cj, = by, siempre que k < n, mientras que ci, = aj, cuando k > n.
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PROPOSICION 4.3 Sean n,p, q € N. Las siguientes afirmaciones se tienen:

3

1.

=n

) —

oqg=qon

It

3. (nop)og=mno(poq)
4. 11 |non

5. Sin es palindrome y ¢(n) es par, entonces 11 es un divisor de n.

PRUEBA 4 Suponga que ¢(n) =r, ¢(p) =ty ¢(q) = s. Demostraremos la proposicion de acuerdo a cada item.

1. Como ¢(n) = r y por la Proposicién 2.4 se tiene ¢(n) = ¢(7).
Por lo tanto,

¢(m)=0
Entonces,
A=Y agml07 M = > ag, 1075 =n
¢(n)=0 ¢(n)=0

2. Consideremos los enteros n, q tales que
T S
n=>Y a_10"7", g=Y b.;10°7.
=0 =0

Por la Definicién 2.3 tenemos, n = Z a;l0" 'y g = Z b;j10579
=0 §=0
Ast, al definir R = q o n tenemos:

R = ibs,jlos—j o(iarilo"_i>
=0 i=0
= 107! Z bs10°77 + <Z a,.10”'>
3=0 1=0
- ibsmsﬂﬂﬂ' + iarlo’“*i
j=0 i=0

r4+s+1

— § CT'+S+1—j10T+S+1_i
=0
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donde, ¢s4r41—; = ¢ estd dado por:

by f0O<t<s

Ct 1=
a; ifs+1<t<r+s+1
Entonces,
r+s+1
R = ) ¢lortetts
=0

— i a; 10517 4 Z b;10°~7
j=0 3=0

= 101> a;107 4 ) "b;10°7
i=0 §=0

Esto tiltimo es consecuencia de la Definicién 2.4. Asi, obtenemos que R = 7i o q.
3. Probemos ahora la asociatividad del Pegamiento.
(nop)og = (10'n+p)og
= 10°(10'n +p) + ¢
= 10""(n) +10°(p) +¢
= 10°"(n) + (poq)
= 10¢ea) (poq).

= no(poq)

Como pudimos observar, el uso de la Proposicion 4.1 es clave en la demostracion.

4. Sea el niimero natural n tal que
,
n= Z ap_;107 7%
=0

por la Definicién 2.3 tenemos que

T
n=Y ;107"
1=0
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Asi se tiene que n o = n on = non con lo que podemos concluir que n o n es palindrome. Ademds, dado que

g(’nOﬁ) = ¢ ((zr: ar—ilor_i> <o (zr: ailo”_i>>

= ¢ (107”+1 (Z arim”> + iaim”)
=0 =0
= ¢ (i ap_; 1071 4 XT: ai10ri>
1=0 1=0
= ¢ (Z ap_; 10711 4 ailor—’)

=0

t
= ¢ (Z at_,«_l_ilOt*i + ail()trli>

1=0
= t+1

= 2r+2
= 2(r+1).

Con lo cual se puede afirmar que ¢(non) = t+1 = 2r +2es par. Sea b = non, el cual se probé que es palindrome.
Es decir, los digitos de b satisfacen

bO = b2r+1

bl - b2r
b1 = br+2

by = by

Agrupando y sumando los digitos de las posiciones pares e impares tenemos:
bo+ba + -+ bar—2 + bar = bopy1 + bop1 + -+ + b3 + by,

Lo cual indica que
r+1 r

Zb%—l = Zb% =0.
i=1 i=0

Por lo tanto, por la Proposicion 2.4 se tiene el resultado deseado.

5. Suponga que n € N es un niimero palindrome, entonces n = n. Ahora bien,

non = non
= 10Mn 40
= n(10%* +1)

Donde, ¢(n) = 2k para algiin k > 1, por el item anterior se tiene que 11 | n(10%* + 1). Pero, 11 1 102* + 1. Por lo
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tanto, por la Proposicion 2.1, se tiene 11 | n.

La siguiente proposicién no solo es una forma simplificada del Teorema 2, sino que también nos ilustra el

procedimiento para construir cada uno de los casos del mencionado teorema.

PROPOSICION 4.4 Sean 0 < m,p,q,r,s < 9. Entonces,

(nom)? = (n((n+p)oq)+r)os,

dondepoq=2myros=m?

PRUEBA 5 Suponga que poq = 2myros =m?> Entonces,

10n +m)?
10n)? 4+ 20nm + m?

10n

(
(
(
( +20nm + 10r + s

)2

10n)% +20nm +ros
)2

= 10n(10n+2m+7r) +s

(
= 10n(l0n+poq+r)+s
= 10n(l10n+10p+q+71)+s
(

= 10n(10(n+p)+q+71)+s
= [n((n+p)og)+r]os

EJEMPLO 7 Calculemos 372. Como el doble de 7 es 14 y el cuadrado de 7 es 49, tenemos que 37% = [3((3+1)04)+4]09 =
3(44) + 4] 09 = 1369.

COLORARIO 2 Sean 0 < p,q,r,8,m < 9 € Z talesque poq = 2m,ros =m%, n €N, j =n((n+p)oq)+r.
Entonces \/j o s =nom.

PRUEBA 6 Por hipétesis p o g = 2m y r o s = m>. Entonces,

jos = Inln+p)og+r]os
= V10n(10(n+p)+q+7)+s
= 10n(10n +10p+q+7) +s
= /10n(10n +2m +7) + s
= /(10n)2 + 20nm + 107 + s
= /(10n)2 + 20nm + m?2
= (10n 4+ m)?

= (nom)?

= nom
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EJEMPLO 8 Calculemos v/3364. Por el Teorema 2, como la tiltima cifra es 4, entonces 3364 proviene del cuadrado de un
ntimero con cifra final 2 o con cifra final 8. Si fuese 2, entonces debe existir n tal que 336 = n(n o 4), lo cual no es posible.
Si fuese 8, entonces debe existir n tal que 336 = n((n+ 1) ¢ 6) + 6. Es decir, 330 = n((n + 1) ©6), lo cual a simple vista
indica que la cifra final de n debe ser 5 y concluimos que /3364 = 58.

COLORARIO 3 Sea n € N, las siguientes afirmaciones se tienen.

1. (no5)? =n(n+1)025

2. Paran,peN, \/po25=no5siysélosip=n(n+1).
PRUEBA 7 Procederemos de acuerdo a cada item.

1. Aplicando el Teorema 2 y la Proposicion 4.4 se tiene que

(nob5)? = [n((n+1)00)+2)]o5
= 10[n((n+1)00)+2)]+5
= 10n((n+1)<0))+25
= 10n(10(n+1))) + 25
= 10*(n(n+1)) +25
= n(n+1)025.

2. Sip=mn(n+ 1), entonces

\V/po25

n(n+1)025

= /100n(n + 1) + 25

= /(10n)2 + 2(50n) + 52
= (10n + 5)?

= (nob)?

= nobd

EJEMPLO 9 Procedemos de acuerdo a cada item.

1. 852 =8(9) ¢ 25 = 720 25 = 7225.

2. V13225 = \/11(12) 025 = 110 5 = 115.

4.2. Nuevos resultados

En esta parte se presentan y demuestran nuevos resultados, algunos muy elementales, concernientes a Pegar
y Reversar en ntmeros naturales.

PROPOSICION 4.5 Sia € A entonces a o a es palindrome.
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—_—

PRUEBA 8 De manera inmediata se tiene a oa = aoa = a o .
PROPOSICION 4.6 Para todo a € A palindrome se tiene a o a = a ¢ a.
PRUEBA 9 Dado a € A palindrome, es decir, a = a; asi se tiene
aca=aoa=aoa.
PROPOSICION 4.7 Sea a € A palindrome. Entonces, ala o a y a|(a ¢ a).

PRUEBA 10 Como a es palindrome se tiene que a = a. Por lo tanto a ¢ a = a ¢ a. Esto nos conlleva a:

aca = 10¥q 47
= 10Yg +q
= a(105@ +1)

Como 10€'®) + 1 € N se concluye que ala o ay a|(a o a).

PROPOSICION 4.8 Sean a,b € A palindromes tales que
a=ap0a1o---%a,, b=byobio---0b,, a;+b<9 0<i<n.

Entonces a + b es palindrome.

PRUEBA 11 Debidoaque a+b = (a1 0a2¢---oay) + (b1 0ba o --- o by,), se tiene que
a+b= i Ui 10" zn: by 1070 = Zn:(an,i + b)) 10" a4+ by < 9.
i=0 i=0 i=0
Ademds, puesto que a y b son palindromes entonces, ¢; = a; + b; = an—; + bp—; = c,—4, por lo tanto
a+b= i:cn_ilon_i =Ccpo--OCy

=0

es palindrome.
PROPOSICION 4.9 Sean a € A palindrome, b € A tales que
a=a10a30 - %a,, ¢b =1, b-a;<9, 0<i<n.

Entonces a - b es palindrome.

PRUEBA 12 Debidoa que a-b = (a1 oazo---oay) - b, se tiene que
a-b=>b-Y a, 10" = (b-an_;) 10", b-a; <9
i=0

=0
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Ademds, puesto que a y b son palindromes entonces, ¢; = a; - b = an_; - b = ¢,,—;, por lo tanto
n
a-b= E Ch—il0" P =coo---0c,
i=0
es palindrome.

PROPOSICION 4.10 Sea m € A tal que ¢(m) = 1. Entonces

I9m-(102030...0709)=momo...om
——————

Jveces
PRUEBA 13 Debido a que m € A es tal que ¢(m) = 1, entonces

9-m-(102030...0709) = m-9-(12345679)
= m- 111111111

= m-|1lolo...01
—_—

9veces
= momo...om
—_——

9veces

obteniendo el resultado deseado.
PROPOSICION 4.11 Sea 0 < m < 9 € N. Entonces las cifras finales de m? y (10 — m?) coinciden.

PRUEBA 14 Sean 0 < m,p,q,r,s <9 € Z Tales que 2m = p o qy m> = r o s. Por lo tanto

100 — 20m + m?

= 100—-10(poq)+ros
= 100—-10(poq)+ 10r +s
= 10(10—(pogq)+7r)+s
= (10+r—(poq))os

(10 — m)?

Al ser (10 — m) un entero positivo, obligatoriamente 10 4+ r > p o q y esto concluye la prueba.

EJEMPLO 10 32 =9, 72 = 49.

COLORARIO 4 Sean € N, entonces la cifra final de n? pertenece al conjunto {1,4,5,6,9}.

PRUEBA 15 Basta sustituir m en la Proposicién 4.11 por 1,2,...9.
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Algo atractivo que se encuentran en la Proposicién 4.11 y en su corolario corresponde al siguiente diagrama:

2

n <— n

1 9 1
—— ~~~
2 8 4
S—— ~~
3 7 9
N~—~— ~~
4 6 6
~~—~ ~~
) S
~~ ~~

PROPOSICION 4.12 Sea n € N, entonces

1. 0Oon=mn

2. no0=10n

PRUEBA 16 Se hace la prueba de acuerdo a cada item.

1. 0on=0-10¢M 4 pn=0+n=n.

2.n00=n-1080 1 0=10n+0=10n.
La proposicién anterior, aunque muy elemental, nos indica que la operacién Pegamiento en los naturales tiene
modulo o elemento neutro a izquierda, el cual es el cero. Mientras que, al pegar el cero por la derecha a un niimero
natural, estamos multiplicando por diez a dicho ntimero. Se puede re-demostrar de una manera maés sencilla

el Corolario 3 usando la Proposicién 4.12 debido a que (n((n +1) ¢ 0) +2) o5 = (l0n(n + 1) +2) 05 =
(nn+1)02)o5=(n(n+1))c25.

4.3. Cuadrado de un nimero natural con cifra final cinco

Siguiendo el mismo procedimiento para elevar ndmeros naturales al cuadrado, las siguientes proposiciones
son réplicas que permiten obtener el cuadrado de un niimero natural terminado en 5, basdndonos en las dos
altimas cifras.

PROPOSICION 4.13 Sea n € N. Las siguientes afirmaciones se tienen

1. (no05)? = (n(no1))o025

2. (no15)?2 = (n(no3)) o225

3. (n025)? = (n(no5)) 625

4. (no35)2 = (n(no7)+1)0225

5. (no45)? = (n(no9) +2) 0025

6. (no55)% = (n((n+1)o1))+3) 0025

7. (n065)2 = (n((n+1) 03)) +4) 0 225
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8. (no75)2=(n((n+1)05))+5)0625

9. no85)2=(n((n+1)o7))+7) 0225

10. (n095)% = (n((n+1)©9))+9)©025

PRUEBA 17 Se hace la prueba de acuerdo a cada item.

(no05)? = (10%n + 5)*
= (100n + 5)?
= 10000n? + 1000n + 25
= 10%(10n® +n) + 25
= (10n* +n) o 025
= (n(10n+1)) <025
= (n(nol))o025

(no15)* = (10%n +15)?
= 10000n? + 3000 + 225
= 10%(10n® + 3n) + 225
= (10n* +3n) <225
= (n(10n + 3)) © 225
= (n(no3))¢225

(no25)? = (10°n 4 25)2
= 10000n* + 5000 + 625
= 1000(n(10n +5)) 4+ 625
= (n(10n +5)) ¢ 625
= (n(nob)) o625

(ne35)? = (10*°n 4+ 35)?
= 10000n2 + 7000n + 1225
= 1000(n(10n + 7) + 1) + 225
= (n(In+7)+1) 0225
= (n(no7)+1)0225
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5.

(no45)? = (10%n +45)?
= 10000n? + 9000 + 2025
= 1000(n(10n 4+ 9) + 2) + 025
= (n(10n+9)+2) <025
= (n(no9)+2)0025

(no55)? = (10%n + 55)*
= 1000072 + 11000n + 3025
= 1000(n(10(n + 1) +1) 4+ 3) + 025
= (n(10(n+1)+1) +3) 025
= (n(n+1)01)+3)0025

(ne65)* = (10%n +65)2
= 10000n* + 13000n + 4225
= 1000(n(10(n 4+ 1) +3) +4) +225
= (n(10(n +1) +3) +4) © 225
= (n(n+1)03)+4)0225

(noT5)? = (10%°n 4 75)2
= 10000n2 + 15000n 4 5625
= 1000(n(10(n +1) 4+ 5) +5) + 625
= (n(10(n+1) +5) +5) 0625
= (n(n+1)o5)+5)0625

(no85)* = (10*n+85)?
= 10000n2 + 17000n + 7225
= 1000(n(10(n + 1) +7) +7) + 225
= (n(10(n+1)+7)+7)0225
= (n(n+1)o7)+7)0225
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10.

(no95)? = (10%n + 95)?
= 10000n% + 19000n + 9025
= 1000(n(10(n + 1) +9) + 9) + 025
= (n(10(n4+1)+9)+9) 025
= (n(n+1)09)+9) 025

Debido a que n € N se tiene que obteniendo el resultado deseado.

EJEMPLO 11 Ilustraremos la proposicién anterior de acuerdo a cada caso.

1. Sea n = 12 entonces: 1205% = (126 05)? = (12(12 0 1)) © 025 = 1452 ¢ 025 = 1452025.

2. Sean = 21 entonces: 21152 = (21 ¢ 15)% = (21(21 ¢ 3)) © 225 = 4473 © 225 = 4473225,

3. Sean = 43 entonces: 43252 = (43 ¢ 25)% = (43(43 © 5)) © 625 = 18705 © 625 = 18705625.

4. Sean = 74 entonces: 74352 = (740 35)% = (74(74 0 7) + 1) © 225 = 55279 ¢ 225 = 55279225.

5. Sean = 25 entonces: 25452 = (256 45)% = (25(25 ¢ 9) + 2) © 025 = 6477 © 025 = 6477025.

6. Sean = 6 entonces: 6552 = (6 ¢ 55)% = (6(7 0 1) + 3) © 025 = 429 ¢ 025 = 429025.

7. Sean = 95 entonces: 95652 = (95 ¢ 65)2 = (95((95 + 1) o 3) + 4) © 225 = 91489 o 225 = 91489225,
8. Sean = 37 entonces: 3775% = (370 75)% = (37((37 + 1) © 5) + 5) © 625 = 14250 © 625 = 14250625.
9. Sean = 12 entonces: 12852 = (120 85)% = (12((12+ 1) ¢ 7) + 7) © 225 = 1651 © 225 = 1651225.

10. Sea n = 23 entonces: 2395% = (236 95)2 = (23((23 + 1) © 9) + 9) © 025 = 5736 © 025 = 5736025.

En la siguiente proposicién no solo se recogen los resultados de la Proposicion 4.13 sino que también se da el
método para construirla.

PROPOSICION 4.14 Sean 0 < m, p,q,r,s <9 € Z, n € N. Entonces,

(no(mod))?=(n((n+p)oq)+r)oso2s pog= m5<)>5’ ros=m(m+1).
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PRUEBA 18

(no(mob5))?
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(no (10m + 5))?
(10%n + (10m + 5))?
10000n? 42 - 100 - n(10m + 5) + (10m 4+ 5)?
10000n? + 2000nm + 10001 + 100m? + 100m + 25
100(100n? + 20nm + 10n + m? + m) + 25

100n? 4 20nm + 10n 4+ m? +m) ¢ 25

100n? 4 20nm + 10n +m(m + 1)) © 25

100n% 4 20nm + 10n +r o s) 25

10(10n? 4 2nm +n) + 1) + 8) © 25

(
(
(
(100n? + 20nm + 10n + 10r 4 s) © 25
(
((10n® + 2nm +n) +71) 0 s) © 25

(

n(10n+2m+1)+r)oso25

(10 + 1()m5+5> +r> 05025

(
(oo 225) 4 e

n(10n+poq)+7r)oso25

(

(n(10n 4+ 10p+q) +7) 05025
(n(10(n+p)+q)+r)oso25
(

n((n+p)oqg)+r)oso25

EJEMPLO 12 Calculemos el cuadrado de 375. Por tanton =3, m = 7,poq = 75/5 = 15, r o s = 56, lo cual conduce a

p=1,¢=5,r=>5,s=6. Entonces: 375 =

(30(705))?2 = (3((3+1)05)+5) 06025 = (3(45) +5) ©625 = 140625.

4.4. Raiz cuadrada de un nimero natural con cifra final venticinco

Como aplicacién de la Proposicion 4.13 se tiene el siguiente resultado.

COLORARIO 5 Sean n,r,m € N. Las siguientes afirmaciones se tienen.

1. Sir =m o025y m = n(nol)entonces \/r = no05

2. Sir=mo225ym = n(no 3) entonces /7 =no 15

3. Sir=mo625ym = n(nob)entonces /7 =no25

4. Sir=mo225ym =n(no7)+ 1entonces \/r =no35

5. Sir=mo025ym =n(no9) + 2entonces \/r =no45

6. Sir=mo025ym =n((n+1)o1)+ 3entonces \/r =no5b5

7. Sir=mo225ym =n((n+ 1) 3) + 4 entonces \/7r = n o 65
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8. Sir=mo625ym =n((n+1)o5)+5entonces /T =no75
9. Sir=mo225ym=n((n+1)o7)+ 7entonces \/r =no85

10. Sir =m o025y m =n((n+ 1) ©9) + 9 entonces \/r = n o 95
PRUEBA 19 Se procede de acuerdo a cada item.

1. Por hipétesis r = m o 025, luego

Vo= Vmoe025
= (n(nol)) o025
= /(n(10n + 1)) © 025
= /(10n2 +n) <025
= /103(10n2 4+ n) + 25
v/10000n2 + 1000n + 25
(100 + 5)2
= 10°n+5
n o 05

2. Por hipétesis r = m ¢ 225, luego

Vo= Vmo225
= (n(no3)) o225
= /(n(10n + 3)) 0225
= /(10n2 + 3n) © 225
= /103(10n2 + 3n) + 225
— /1000012 + 30007 + 225
= /(100n + 15)2
= 10°n+15

= nolb

3. Por hipétesis r = m ¢ 625, luego

Vo= Vmo625
= /(n(no5)) o625
= /(n(10n + 5)) © 625
= /(10n2 +5n) © 625
= /103(10n2 4 5n) + 625
= 1/10000n2 4 50001 + 625
= /(100n + 25)2
= 10°n+25

= no2b
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4. Por hipotesis r = m ¢ 225, luego

Vo= Vmo225
= V(n(noT7)+1)0225
= V(m(10n+7)+1)0225
= /1000(n(10n +7) 4+ 1) + 225
= 1/10000n2 + 70001 + 1225
= /(10%n + 35)2
= 10*n+35
= no3b

5. Por hipdtesis r = m ¢ 025, luego

Vo= Vmo025
= (n(no9)+2)0025
= V/(n(10n +9) +2) 0025
= 1/1000(n(10n + 9) 4 2) + 025
= 1/10000n2 + 90001 + 2025
= /(10%n + 45)2
= 10%°n +45
= no4dd

6. Por hipétesis r = m o 025, luego

Vi o= Vmo025
= V(nln+1)ol)+3)0025
= \/(n(lﬂ(n +1)4+1)+3)¢025
= /1000(n(10(n + 1) + 1) + 3) + 025
= 1/10000n2 4 110001 + 3025
= (10%2n + 55)2
= 10°n+55
= nobd
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7. Por hipétesis r = m < 225, luego

= /(10%n + 65)2
= 10°n+65
= no6d

8. Por hipétesis r = m o 625, luego

Vr= vVmo625

9. Por hipétesis r = m ¢ 225, luego
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V(n(n+1)03)+4)0225

V(n(10(n + 1) +3) +4) 0225

v/1000(n(10(n 4 1) + 3) + 4) + 225

/1000012 + 13000 + 4225

V(n(n+1)05)+5) 0625

V(n(10(n + 1) +5) +5) 0 625

v/1000(n(10(n 4 1) + 5) + 5) + 625

v/10000n2 + 150001 + 5625

(1020 + 75)2
10%n + 75

no7H

vVm o225

V(n(n+1)07)+7)0225

V(n(10(n+1) +7) +7) 0225

V/1000(n(10(n 4 1) +7) + 7) + 225

v/10000n2 + 170001 + 7225

(1020 + 85)2

10%n + 85
no 85
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10. Por hipétesis r = m o 025, luego

Vo= Vmoe025
= V(n(n+1)09)+9)0025
= V(n(10(n+1)+9) +9) 0025
= /1000(n(10(n + 1) +9) +9) + 025
= 1/10000n2 4 190001 + 9025
= (102n + 95)2
= 10’2 +95
= no9%

EJEMPLO 13 Se ilustra cada caso.

1. Sear = 11025 asi m = 11 = 1(1 o 1) y por tanto: \/7 = /11025 = 1 o 05 = 105.

2. Sear = 46225 asi m = 46 = 2(2 ¢ 3) y por tanto: \/7 = /46225 = 26 15 = 215.

3. Sear = 105625 asi m = 105 = 3(3 ¢ 5) y por tanto: \/r = /105625 = 3 © 25 = 325.

4. Sear = 189225 asi m = 189 = 4(4 0 7) + 1y por tanto: \/r = /189225 = 4 0 35 = 435.

5. Sear = 297025 asi m = 297 = 5(5¢9) + 2y por tanto: \/r = /297025 = 5 o 05 = 545.

6. Sear = 429025 asi m = 429 = 6(7 o 1) + 3y por tanto: \/r = /429025 = 6 o 55 = 655.

7. Sear = 40513225 asi m = 40513 = 63(64 o 3) + 4 y por tanto: \/r = /40513225 = 63 © 65 = 6365.
8. Sear = 600625 asi m = 600 = 7(8 ©5) + 5y por tanto: \/r = /600625 = 7 o 75 = 775.

9. Sear = 66994225 asi m = 66994 = 81(82 ¢ 7) + 7 y por tanto: /r = /66994225 = 81 o 85 = 8185.

10. Sear = 1199025 asi m = 1199 = 10(11 ¢ 9) + 9 y por tanto: /1 = v/1199025 = 10 ¢ 95 = 1095.

De la Proposicién 4.14 y recogiendo los resultados del Corolario 6 de una forma sistematica, se tiene el siguiente
resultado.

COLORARIO 6 Sean 0 < m,p,q,r,s <9,n,j € Ntales que j = n((n+p)oq)+r, pog = %(m<>5) yros=m(m+1).

Entonces \/j o s¢25 =no (mo5).
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PRUEBA 20

Vioso2s = (n((ntp)oq) +rosos

(

= V(n(10(n+p)+q)+r)oso25
(
(

= V(n(10n+10p+q) +7) 05025

n(10n+poq)+r)oso25

10 5
n 10 + m+ >—|—r><>s<>25

_ ﬂ (100 227) ) enos
g(

n(10n+2m+1)+r)oso25

(10n2 +2nm+n)+7)0s) 25

100n2 + 20nm + 10n + 10r + s) © 25

100n2 4+ 20nm + 10n 4+ r o s) © 25

(
(
(10(10n2 +2nm +n) + 1) + s) © 25
(
(
(

100n2 + 20nm + 10n +m(m + 1)) © 25

I
ﬁ&ﬁﬁ&ﬁ

(10012 + 20nm + 10n + m?2 + m) © 25

= /10010012 4 20nm + 10n 4+ m2 +m) + 25

= /1000012 + 2000nm + 1000n + 100m?2 + 100m + 25
= /1000012 + 2 - 100 - n(10m + 5) + (10m + 5)2

= /(102n + (10m + 5))2

= 10*n+ (10m +5)

= no(10m+5)

= no(mobh)

EJEMPLO 14 Calculemos la raiz cuadrada de 180625. Como s = 6, r = 06 r = 5 porque r s = m(m + 1) . Si
fuese r = 0, entonces m = 2. Por tanto, p o q = £(25) = 5, luego p = 0y q¢ = 5. De esta forma tenemos que
j = 180 = n(n ¢ 5) y descomponiendo 180 en factores primos tenemos que 180 = 4(45), de lo cual obtenemos n = 4.
Ast que /180625 = 40205 = 425 y el caso r = 5 no se tiene por la unicidad de la raiz cuadrada que estamos
considerando.

Debemos recordar que por la Proposicion 4.3 se cumple la asociatividad del Pegamiento en ntiimeros naturales,
por lo tanto en la Proposicién 4.14 y en el Corolario 6, asi como en las respectivas demostraciones, podemos
utilizar (n ¢ m) ¢ 5 en lugar de n ¢ (m ¢ 5) y obtener los mismos resultados.

Conclusiones
1. Como se mencioné al principio, se ha presentado el encanto de las operaciones Pegar y Reversar sobre

los ntimeros naturales que por su sencilla comprensién y manejo, pueden ser llevadas a las aulas y tener

una divertida clase de matematicas. Se han demostrado corolarios por razones netamente pedagégicas,
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atn cuando éstos no eran necesarios por ser consecuencias inmediatas de teoremas o proposiciones.

2. También, se expuso un método alternativo para calcular el cuadrado y la raiz de un niimero natural. Al-

goritmo que resulta ser menos tedioso y éptimo para quienes decidan hacer uso de él de forma manual.

3. Retomando el trabajo de anteriores publicaciones sobre las operaciones con ntimeros naturales se en-
contré un comportamiento regular con la divisibilidad.

Se han dejado algunas operaciones de los naturales sin explorar como la suma y la multiplicacién, lo que podria
motivar al lector a trabajar en ello, y sobre la generalizacién del comportamiento de Pegar y Reversar con la
potenciacién. Actualmente se desarrollan trabajos en donde se involucran las operaciones Pegar y Reversar:

1. Polinomios en una indeterminada.

2. Algebra lineal.

3. Ecuaciones diferenciales.

4. Polinomios ortogonales en varias variables.

5. Métodos numéricos.

6. Dindmica combinatoria.

7. Teoria de grupos.

8. Fisica matematica.
Esperamos que los lectores hayan disfrutado de la lectura de este trabajo y en su mente quede la idea de que
las operaciones Pegar y Reversar aparecen donde uno menos lo espera: Entonces se le acercé Pedro y le dijo: Sefior,

;cudntas veces perdonaré a mi hermano que peque contra mi? ;Hasta siete? Jestis le dijo: No te digo hasta siete, sino aun
hasta setenta veces siete. Mateo 18, 21-22. En esta cita biblica, el niimero al que Jests se refiere es

70700707
——— ———

70 veces
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