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Resumen
Sea n un entero no negativo y sea B, B y G5 los polinomios de orden negativo de Bernoulli, Euler y
Genocchi. En el presente paper estudiamos algunas propiedades de estos polinomios y demostramos algunas
propiedades de los polinomios de Genocchi.

Palabras claves: polinomios de Genocchi, niimeros de Genocchi, férmula de sumacién, polinomios de Bernou-
1li, Euler y Genocchi de orden negativo.

Abstract
Let n be a integer non-negative and let be BS™, EC and G the negative order Bernoulli, Euler and
Genocchi polynomials. In the present paper we study Some properties of these polynomials and prove some
properties Genocchi polynomials.

Keywords: Genocchi polynomials, Genocchi number, summation formula, negative order Bernolli Euler and
Genocchi.

1. Introduccion

Para n € N los polinomios de Genocchi G, () [1, 5] son definidos por medio de la siguiente funcién generatriz

22 L. = Gp(x)2"
L ;T’ donde |z| < 7. 1)
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Estos polinomios se pueden expresar de forma explicita (ver [5]) por.

n

Gu(z) =Y (Z) Gra" %, neN. )

k=0

Los polinomios de Genocchi son de fundamental importancia en el cdlculo de las diferencias finitas y tienen va-
riadas aplicaciones en otros campos como la Estadistica, Teoria Combinatoria, Teoria de Nimeros, Geometria
Diferencial, Topologia Algebraica y Analisis Numérico. Por ello, han sido ampliamente estudiados como se
registra en [1, 2, 3, 4, 6]. Cuando = = 0 aparecen los ntimeros de Genocchi

2 — G 2"
z :Z Z, |z] < . (©)

n!

De aqui sigue G, =0, G1 =1y Gapy1 =0,n > 0.

Muchas extensiones para estos polinomios y otros con estrutura similar, han sido estudiadas [4, 6], en particular
en [3] se considera la familia de polinomios de Genocchi generalizados de orden ¢, Gsba)(x) donde o € N,
definidos por la siguiente funcién generatriz

2z o - > G%a)(x)z”
<ez+1) e 7;T’ donde |z| < . (4)

De donde, G () = O0paran < a, y G%O)(z) = 2. Si o = 1 tenemos G%l)(:z:) = Gp(z). Los nimeros de
Genocchi de orden a son Gi = GY(0).

En el presente trabajo se realiza un estudio de los polinomios de Bernoulli B (x), Euler B (x) y Genocchi
el (z) de orden negativo tomando como base [3, 5, 6]. En la seccién 2 damos algunas observaciones y resul-
tados conocidos de los polinomios generalizados de Bernoulli, Euler y Genocchi que seran utilizados durante
el trabajo. Finalmente en la seccién 3 estudiamos la demostracién de algunas propiedades de los polinomios
generalizados de Genocchi de orden negativo el ().

2. Preliminares

En todo este trabajo, denotamos por N, Ny, R, R™ y C el conjunto de los naturales, enteros no negativos, reales,
reales positivos y el conjunto de los nimeros complejos.

OBSERVACION 2.1. Para j,k,l,m,n € Ny, las siguientes propiedades para la suma se cumplen.

<§an> <§%b"> - ,i(k;a”’“b’“>’ (5)

An_jB; = Y A;B._j (6)
=0 3=0
n n—j n n—k
ajr = YY) . @)
=0 k=0 k=0 j=0
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Los ntimeros de Bernoulli B,, y los ntimeros de Euler E,, estan definidos como los coeficientes de las siguientes

funciones generatrices.

z =, B,z"
— = HZ:;) i |z| < 2m. 8)
2e* ad E,z"
sech(z) = poEa Z i |z| < 1/2m. )
n=0 ’

Los ntimeros de Genocchi G2, estdn relacionados con los nimeros de Bernoulli By, y con los ntimeros de Euler

Es,—1(0) respectivamente por.

Gon = 2(1 — 2°")By,,,  Gop = 2nEs, 1(0). (10)

Los nimeros de Bernoulli B,,, Euler E,, y los ntimeros de Genocchi G,, con n < 10 son.

Lo fof 1 [2 ]3] 4 [5[ 6 [7] 8 [9] 10 |
B, [[1]—1/2[1/6]0] —1/30 0] 1/42[0] —1/30 [0 | 5/66
E,[[1] 0 | —-1]0] 5 [0]—61]0] 1385 |0 | —50521
G, |0 T |[-1]0] 1 |0| —3]0| 17 [0]| —155

Los polinomios de Bernoulli B,,(x), de Euler E, (z) y de Genocchi G,,(x) con n < 5 son.

[ on Jo] t ] 2 | 3 | 4 | 5 |
B,(z) |1 x—% x2—x+é x?’—%xz—i—% x4—2x3+x2—$ x5—%x4+%x3—%
Eyz)|[1]z—3 2 —x s —Sa° + ¢ ot —22° + 2w =3zt + 3227 — ¢
Gn(z) |0 1 20 —1 3% — 3z 4a% — 627 + 1 5z —102° + bz

Para un pardmetro o € N [6], los polinomios de Bernoulli generalizados B,,(La)(x) y los polinomios de Euler

generalizados E (x) de orden «a son definidos por las siguientes funciones generatrices.

« o0 (o) z)2™
( ZZ ) et =3 % |z| < 2m, (11)
er—1 n=0 ’
2 ¢ o X E@) ()"
<€Z+1) e :ngo% |z] <. (12)

OBSERVACION 2.2. (i) Para o = 1 los polinomios clisicos de Bernoulli B,,(x) y los polinomios cldsicos de Euler
E,(z) son dados por
B{Y(x) = Bu(2) y B (2) = En(x), n € No.

(#) Dado los pardmetros o, B € N, los polinomios generalizados de Bernoulli cumplen la siguiente relacion [2].

n n o
Bt (zty) =Y (k> B @)BY (y), neN. (13)
k=0

(#91) Dado o € N los polinomios generalizados de Euler estin relacionados con los polinomios de Bernoulli por (ver [3]).
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Gale+y) =Y s (Z) (B ) = G2 ) Buok(y). e No. (14)
k=0

Para o = 2 la gréfica de los polinomios de Bernoulli generalizados BY) (z) y los de Euler generalizados EY) (z)
con n < 4 se ilustran a continuacién

) W/ 3
%)

<
;)

Polinomios Generalizados de Bernoulli Polinomios Generalizados de Euler

3. Polinomios generalizados de Bernoulli, Euler y Genocchi de orden ne-
gativo

Dado un pardmetro o € N [3], los polinomios de Bernoulli generalizados de orden negativo B (x) y los

polinomios de Euler generalizados de orden negativo ET(L_O’)(:E) estdn definidos por la siguientes funciones
generatrices

Z 1 « oS} (—a) n
(e - > T — Zow 2| < 2, (15)

e“+1 “ zx X EC) (g)2n
( 5 ) e = Zo% |z| < . (16)

Los polinomios de Bernoulli B, (2), de Euler E{ “(z) con n < 4 son

[ n O] 1] 2 | 3 4
Bﬁfa) @ 1] z+ % 22 + az + a(31oz2+1) e %aﬁ N a(3i+1)x 1 a2(§+1) 24 + 2028 + a(3c5+1)x2 N a2((;+1)x +Co
P z . - -
Er(fa)(:r) 1| z+ %a 22+ ax + Lajl) 3+ %a:ﬁ + 3Q(Z+1)x + ¢ (§+3) x* + 202 + 30‘(3“),@2 + Z (3+3)x +Cy

Donde,

a(15a3 + 3002 + ba — 2) ala+1)(a® +5a —2)
Cy = C, = :

240 ’ 16

Para a = 2 la gréfica de los polinomios de Bernoulli generalizados de orden negativo B (x) y los de Euler
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generalizados de orden negativo E,(f2) (z) con n < 4 se ilustran a continuacién.

Bernoulli generalizados de orden negativo Euler generalizados de orden negativo

DEFINICION 3.1. Para n € Ny, a > 0, los polinomios de Genocchi de orden negativo —« de el (x) son definidos
mediante la siguiente funcion generatriz.

<ez2_:1>ae”: i Ggfii?lx)z" |2| <27, «a€N, (17)
de donde G (x) no estd definido cuando n < —a.
De algunos calculos en (17) obtenemos
GV = |-al,
GO (@) = |—a+1]! <9:2 + a) ,
Gorhie) = —a2l (o +ans HGEL),
Gols(@) = |—a+3|! <:c3 + 2’ + 3a(0;+ Doy QZ(O‘8+ 3) :

Para o = 2 la gréfica de los polinomios de Genocchi generalizados de orden negativo G%_Q)(x) conn < 4 se

ilustran a continuacién

Genocchi generalizados de orden negativo G (x)
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OBSERVACION 3.1. (i) Los ntimeros de Genocchi Ggf 1), n € Ng forman la sucesion

(#3) Notamos que

(#91) Los polinomios el (x), estin relacionados con los polinomios B (x) por

Gl (o) = (oo B ().

4. Algunas Propiedades de los polinomios G,(l_a)(a:)

Los polinomios el (x) satisfacen la siguiente férmula de sumacién.

(18)

TEOREMA 1. Para o € N, n € Ny, la siguiente relacion para los polinomios generalizados de Genocchi de orden negativo

G (z) se cumple.

n

GoNaz+y) =) (( W . )Gﬁ-_a)(w)y"j-

n— )l

j=—a

Demostracion. De (17) y un uso adecuado de (5) y (7) tenemos,

= o " L)\
Z G% ')($+y)w = (215) ety

_ ((1 ;—tet))(a) el ety

> a0

n=—o

o0 n

n=—«a J**&

Comparando los coeficientes de |, sigue (19).

|7’L|' (_Of) n—j
)y
> Y e

(19)

O

TEOREMA 2. Para o € N, n € Ny, la siguiente relacién para los polinomios generalizados de Genocchi de orden negativo

G5 (x) se cumple.
GV (~a—x) = ()G ().

(20)
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Demostracion. De (17) tenemos,

oo

_ tn (1+eb) e
(—a)(_ o - (—a—x)t
n;aGn (—a x)‘n“ ( of ) e
£y (@)
_ <(1 +e )) efozteft:r
2t
_ (1 + et) (0‘) —at —tx
B 2elt
- (@)
— (_l)a (1 te t) efta:
2(-t)
oo tn
- (_1)@ 1Y) ()
- ( 1) n;a( ]') Gn (x)|n||
oo t"
— -1 n+a (—a) -
e Y ey
Comparando los coeficientes de % sigue (20). O

OBSERVACION 4.1. (i) Dado o = 1, n € N, los polinomios de Genocchi generalizados de orden negativo el (x)
cumplen la siguiente relacion.

(n+ DG (@) =l + DO @) — 160 @) @

(13) Para a = 1, n € N, los polinomios de Genocchi generalizados de orden negativo Ggfl)(x) estdn relacionados con
los polinomios de Bernoulli generalizados de orden negativo B (x) por.

X

GV (1 +a) - GV (@) = 2BV

) (22)
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