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Resumen

En este trabajo se caracteriza el acotamiento del operador de composicién con peso en el espacio de Orlicz-

Lorentz A, ..
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Abstract

In this paper we characterize the boundedness of the weighted composition operators on Orlicz-Lorentz spaces
Ap .
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1. Introducciéon

Sean (X, A, 1) un espacio de medida o-finito y (X, A) el conjunto de todas las funciones con valores com-
plejos A-medibles sobre X. Sea f € F(X,A). Para A > 0,se define la funcién distribucién f, denotada Dy,

por
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Dy(N) = p{z € X : |f()] > A}

Para t > 0, se define el reordenamiento decreciente de f, denotado f*, por

FA () =mf{A>0:Ds(\) <t}

en donde inf @ = +o0.

Dy y f* son funciones no-negativas y decrecientes. Si Dy es continua y estrictamente decreciente, entonces f*
es la funcion inversa de Dy. La propiedad mds importante de f* es que tiene la misma funcién distribuciéon

que f. De ahi se obtiene, ver [6], que

(/ If(w)l”du); ([ [f*(t)]”dtf .

Para t > 0, la funcién maximal f** se define por:

o= [ re

Una funcién medible y localmente integrable w : R* — R* se llama peso y una funcién convexa @ : R — R

que satisface las siguientes condiciones:
i) P(—x) = P(x),

ii) #(0) = 0,

iii) jﬂ?{}oé(x) = o0,

es llamada funcién de Young.

Sean ¢ una funcién de Young y w un peso. Se define el espacio de Orlicz-Lorentz con peso w como sigue

Lpw = {f : X — C medible : / @ (af*(t)) w(t)dt < oo, para algtn o > O} .
0
Los espacios de Orlicz-Lorentz son una generalizacién de los espacios de Lebesgue L,, ya que si ¢(x) = P
(p>1)yw(t) =1setiene queLy» 1 = Ly.

Sean ¢ una funcién de Young y w un peso, Se define el espacio A, ., como sigue

Ao w = {f : X — C medible : / @ (af™(t)) w(t)dt < oo, para algan o > O} .
0

Para f € F(X, A) definimos la norma de de LuxemburgH-HAw _F(X,A) = [0,00) por
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1flls,.. = l'nf{€>0:/ooso(f*z(t)>w(t)dtgl}.
' 0

Como f* < f**,si @ > 0 se obtiene que

| etarmuas [ plarwuo
0 0

lo que implica que A, ., € Ly . Ademds, A, ., es un espacio de Banach con la normade de Luxemburg.

Sea (X, A, 1) un espacio de medida o—finito, 7’ : X — X una transformacién medible (7' (A) € A para cada A € A)
y no singular (es decir, pu (T~*(A)) = 0 para todo A € A tal que p (A) = 0, lo que quiere decir que u7 " es ab-
solutamente continua respecto a y (uT‘1 < u)) yu: X — C una funcién medible. Se define la transformacién
lineal W,, r como sigue:

War: FX,A) — F(X,A)
f= Wyr(f)=uoT-foT,

donde

Si el operador W, 1 es acotado y con rango en A, ,, entonces recibe el nombre de operador de composicién
con peso en A ., (el operador de composicién con peso se define por u-f o T). El operador de composicién
con peso fue estudiado en [3] y el operador de composicién con peso fue estudiado en [4], [9], [10] y [13]. Si
u = 1, entonces W, 7 = Cr : f — foT esllamado operador de composicién inducido por 7, el cual ha
sido estudiado en diferentes espacios, tales como [1], [2], [6], [11], [12], [14] y [15]. Si T’ = Ix, identidad en X,
entonces W, r = M,, : f — u-f es el operador multiplicacién inducido por w, el cual fue estudiado en [2], [5] y

[8]. En este trabajo se caracterizan el acotamiento del operador W, r en el espacio A, .

2. Acotamiento

Sea (X, A, ) un espacio de medida o—finito y uw : X — C una funcién medible. Supongamos que T : X — X es una

-1
transformacion medible no singular tal que la derivada de Radon-Nikodym fr = d(#ﬂ) esta en Lo, (). Entonces

Wu,T : f — Wu,Tf = Wu,T(f) =u on oT

es acotado en Ay o, Siuw € Loo (1) y || fr|loo =0 < 1.
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Ademis, |[Wy | < |lul -

Demostracion. Sea Wy, r(f) =woT-f o T, entonces para f € A, ,, se tiene que

Dw, r1(s) p{r € X : |(uoT)(x)-(f o T)(x)| > s}

p{r e X o ju(T(x))-f(T(2))| > s}

Por otro lado,

zo € {w € X : |[u(T(2))-f(T ()] > s} <= |u(T(x0))-f(T(x0))] > s

= |u(yo)-f(yo)| > s,y0 = T'(x0)
— yo=T(x0) € {z e X :|ulx)flz) > s}
= woeT "z eX:|(uf)z)>s}

Entonces

{z € X : [u(T(2)f(T(x)) > s} =T~ {z € X :|(uf)(z)] > s}
Asi,
Dw, (s) = plwe X |u(l(x)f(T(x)]> s}
= WT Mz e X |(wf)@) > s} 1)

Luego, como |u(z)| < ||u||, , para todo z, se tendra en particular que

zo € {z € X : ul, [f(@)]> s} = ull|f(zo)l <s
= Ju(zo)| | f(wo)| < s

= @ € {z € X+ |u(zo)| |f(z0)| > 5}°,
por lo tanto
{z € X+ fu(@)|[f(z)] > s} C {z € X+ |lull  [F(2)] > s},
lo que implica que
pI= "z € X s fu(@)||f(2)] > s} < T~ {w € X+ lull, 1f(2)] > s}

Asi,

Dw,,f(s) < uT™'{o € Xt |ull|f(2)] > s}

d(uT ™)

Sea E ={x e X :|ull|f(x) >s} Cc X.Como fr = m

€ Loo(p), se tiene que | fr| < || frll - -
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-1
Debido a que f7 = d(“dT# ) es una derivada de Radon-Nikodym se tiene que

1 _ d(uT—1)
pI=(E) = /Eidﬂ dp
Jrdp
E

/E I frll., di
1 rlloo 1(E) = bu(E),

IN

es decir,

T~ (E) < bu(E) < u(E).

Por lo tanto,

IN

pT ' {z e X : [|ull , | f(x)] > s}
< pfr e X lull [ f(2)] > s}
Dijuj_s(s)

(i)

DWu,Tf(s)

A

Luego, para cualquier ¢ > 0 se tiene que

S S
DWU,,Tf(S) SDf <||u||> = {S>O:Df <|u||) St} C {5>05DW“,)Tf(5) St}

Lo que implica que

inf{s > 0: Dw, ;/(s) < t}

< infqs>0:Dy 5 <t ,T:L
l[ull oo llull o

= inf{||ul 7 >0:Ds(r) <t}
= |ju||inf{r >0:Ds(r) <t}
= ullo f* @)

Es decir,
Wur )" @) < lull £ (t) ¥t > 0.

Por tanto,

)
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(Worf)™ (1) = —?A (Worf)" (s)ds

1 t
< 3 Ml p ) ds

= lullo f @)
Es consecuencia
Wurf)" () < lullo £ ().

Dividiendo por [Jul| . [[f] 5, , resulta que

(Wur )" ()~ el 700 (1)
Tl T, . = Ml [T, TFTs,

Lo que implica que

* o[ Wurh) @ = (fw
J @Qwuﬂﬂww>w@t < meAw>wmts,
porlo cual Wy, 7 € Ay 4.

Luego, sie > 0 se tiene que
Sy o (e D20 Yty < fi7 o (ML70 ) w(tyar

asi,

/:"(p(llull f**()) dt<1:>/ ( qu**()>w(t)dt§1

y por lo tanto
7 (Mulle £ ()
{€>0./0 <p< . )w(t)dtgl}

De donde sigue que
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inf{s >0: /Oogo (W) w(t)dt < 1}
0
< inf{5>0:/m@(W)w(t)dt§ 1},
0
Lo que implica que
Wurflly,, = wf {5 >0 /0°° ¢ ((Wu’Tf)** (t)) w(t)dt < 1}
< fnf{5>0:/oo<p(”u” S )w t < }
0
— inf{é||u||oo>0 OO (fg )w t < } coné = ”u]
o0
= ||u001'nf{é>0 < LA >w t < }
= ullo 1 1A, ., -
En consecuencia
Wurflly,, < lulolflla,, s V€ Aow
w < ullse» Vf € Mg, f#0
Wzl = SHPM < lullo
A T

Es decir, W, 1 esta acotado sobre A .

O

Sea (X, A, ) un espacio de medida o-finito, u : X — C una funcion medible y T : X — X una transformacion medible
no singular tal que T(A.) C A., para todo € mayor que cero, en donde A, = {x € X : |u(x)| > €}. Si W, 1 es acotado

en Ay, entonces u € Loo(pt).

Demostracion. Supongamos que W, r es acotado en A, ,, y que © ¢ Loo(pt). Sea A, = {z € X : |u(z)| > n}.
Como u ¢ Lo (), se tiene que p (A,) > 0Vn € N.

Ademas, T'(A,) C A, implica que 4,, C T~! (4,), y por lo tanto x 4, < XT-1(A,)-
Seas>0yax € A,.

X4, > s = [xr10a,)(@)] > 5.

Comoz € A, yT(x) € A,, entonces u (T(x)) > n, y se tiene

|u(T(x)) Xr-1(a,)()] > ns.
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Es decir,
{re X :|xa,(x)>s}C {x eX: ’u(T(J}))XT—l(An)(.’E)’ > ns}
U
plre X :|xa,(@)|>s}<pl{zeX: |u(T(m))XT_1(A”)(x)| >ns}.
Como

six “1(A, siT(z) € Ay
XT-1(4,)(T) = {1 , ) Tﬁ ) _ {1 e dn_ X4, (T'(z)),
0 sizg T 1(A,)

se obtiene,

pf{z € X ¢ |xa, (@) > s} <p{ze X |uT(@)xr-1(a,) ()] > ns}

es decir,

p{e € Xt |xa, (@) > s} < pfe € X : (Wurxa,) (@) > ns}

por lo tanto

=

o

—
@
N
AN

DWu,T(XAn)(nS)7

O O
=
ES
3
O
IA

D%Wu,T(XAn)(S)'

Lo que implica que
(Wurxa,)™ () = nlxa,) ().

Ademads,

(Wurxa,)™ (t) = n(xa,)™ () = (nxa,)™ ().

Luego, si € > 0 se tiene que

/O Ty <(W“’TX?")** (t)) w(t)ydt > /0 T, ((HXAn,e)** (ﬂ) w(t)dt

Asi,
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inf{€>0:/ooccp<w> w(t)dt < 1}

fnf{g>o:/0m¢<w> w(t)dt < 1}

[nxa,

IWerxadly,

v

Mg w

nlxanly, -

Por lo tanto, dado n € N, existe x4, € Ay ., tal que

||Wu,TXAn||A%w > nllxa,la

@, w

Lo que nos dice que W, r no es acotado, lo cual es una contradiccién con lo supuestoa, lo que implica que
u € Loo(p). De los teoremas anteriores se obtiene el siguiente resultado, el cual constituye el resultado principal

de nuestro trabajo.

Sea (X, A, ) un espacio de medida o-finito, w : X — C una funcién medible. Supongamos que T : X — X una

-1
transformacién medible no singular tal que la derivada de Radon-Nikodym fr = d(“dTu ) estd en Loo(p) con 0 <
| frllo = b < 1yademds T(A.) C A., para todo € mayor que cero, donde A, = {x € X : |u(x)| > €}. Entonces W, v
es acotado en Ay, ., y 51y 5610 si u € Log(p1).
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