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e-mail: eddycharles2007@gmail.com

Recibido:28/05/2015 - Aceptado:28/06/2015

Resumen
En este trabajo se caracteriza el acotamiento del operador de composición con peso en el espacio de Orlicz-
Lorentz Λϕ,w.
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Abstract

In this paper we characterize the boundedness of the weighted composition operators on Orlicz-Lorentz spaces
Λϕ,w.

Keywords: Distribution Function, Rearrangement, Orlicz-Lorentz spaces, Composition Operators, Young Fun-
ctions.

1. Introducción
Sean (X,A, µ) un espacio de medida σ-finito y F(X,A) el conjunto de todas las funciones con valores com-
plejos A-medibles sobre X. Sea f ∈ F(X,A). Para λ ≥ 0,se define la función distribución f , denotada Df ,
por



Rainier SÁNCHEZ y Eduard TROUSSELOT MATUA - Revista del programa de Matemáticas

Df (λ) = µ {x ∈ X : |f(x)| > λ}

Para t ≥ 0, se define el reordenamiento decreciente de f , denotado f∗, por

f∗(t) = ı́nf {λ > 0 : Df (λ) ≤ t}

en donde ı́nf Ø = +∞.

Df y f∗ son funciones no-negativas y decrecientes. Si Df es continua y estrictamente decreciente, entonces f∗

es la función inversa de Df . La propiedad más importante de f∗ es que tiene la misma función distribución
que f . De ahı́ se obtiene, ver [6], que

(∫
X

|f(x)|p dµ
) 1

p

=

(∫ ∞
0

[f∗(t)]
p
dt

) 1
p

.

Para t > 0, la función maximal f∗∗ se define por:

f∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

f∗(s)ds.

Una función medible y localmente integrable w : R+ → R+ se llama peso y una función convexa Φ : R −→ R+

que satisface las siguientes condiciones:

i) Φ(−x) = Φ(x),

ii) Φ(0) = 0,

iii) lim
x→∞

Φ(x) = +∞,

es llamada función de Young.

Sean ϕ una función de Young y w un peso. Se define el espacio de Orlicz-Lorentz con peso w como sigue

Lϕ,w =

{
f : X −→ C medible :

∫ ∞
0

ϕ (αf∗(t))w(t)dt <∞, para algún α > 0

}
.

Los espacios de Orlicz-Lorentz son una generalización de los espacios de Lebesgue Lp, ya que si ϕ(x) = xp

(p ≥ 1) y w(t) ≡ 1 se tiene queLxp,1 = Lp.

Sean ϕ una función de Young y w un peso, Se define el espacio Λϕ,w como sigue

Λϕ,w =

{
f : X −→ C medible :

∫ ∞
0

ϕ (αf∗∗(t))w(t)dt <∞, para algún α > 0

}
.

Para f ∈ F(X,A) definimos la norma de de Luxemburg‖·‖Λϕ,w
F(X,A)→ [0,∞) por

VOL. 2 No 1 (2015) 2 Revista cientı́fica - Universidad del Atlántico
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‖f‖Λϕ,w
= ı́nf

{
ε > 0 :

∫ ∞
0

ϕ

(
f∗∗(t)

ε

)
w(t)dt ≤ 1

}
.

Como f∗ ≤ f∗∗, si α > 0 se obtiene que

∫ ∞
0

ϕ (αf∗(t))w(t)dt ≤
∫ ∞

0

ϕ (αf∗∗(t))w(t)dt

lo que implica que Λϕ,w ⊆ Lϕ,w. Además, Λϕ,w es un espacio de Banach con la normade de Luxemburg.

Sea (X,A, µ) un espacio de medida σ−finito, T : X → X una transformación medible
(
T−1(A) ∈ A para cada A ∈ A

)
y no singular (es decir, µ

(
T−1(A)

)
= 0 para todo A ∈ A tal que µ (A) = 0, lo que quiere decir que µT−1 es ab-

solutamente continua respecto a µ
(
µT−1 � µ

)
) y u : X → C una función medible. Se define la transformación

lineal Wu,T como sigue:

Wu,T : F(X,A) → F(X,A)

f 7→ Wu,T (f) = u ◦ T ·f ◦ T,

donde

Wu,T (f) : X → C

x 7→ (Wu,T (f)) (x) = u (T (x)) ·f (T (x)) .

Si el operador Wu,T es acotado y con rango en Λϕ,w entonces recibe el nombre de operador de composición
con peso en Λϕ,w, (el operador de composición con peso se define por u·f ◦ T ). El operador de composición
con peso fue estudiado en [3] y el operador de composición con peso fue estudiado en [4], [9], [10] y [13]. Si
u = 1, entonces Wu,T = CT : f → f ◦ T es llamado operador de composición inducido por T , el cual ha
sido estudiado en diferentes espacios, tales como [1], [2], [6], [11], [12], [14] y [15]. Si T = IX , identidad en X ,
entonces Wu,T = Mu : f → u·f es el operador multiplicación inducido por u, el cual fue estudiado en [2], [5] y
[8]. En este trabajo se caracterizan el acotamiento del operador Wu,T en el espacio Λϕ,w.

2. Acotamiento

Sea (X,A, µ) un espacio de medida σ−finito y u : X → C una función medible. Supongamos que T : X → X es una

transformación medible no singular tal que la derivada de Radon-Nikodym fT =
d(µT−1)

dµ esta en L∞(µ). Entonces

Wu,T : f 7→Wu,T f = Wu,T (f) = u ◦ T ·f ◦ T

es acotado en Λϕ,w si u ∈ L∞(µ) y ‖fT ‖∞ = b ≤ 1.

VOL. 2 No 1 (2015) 3 Revista cientı́fica - Universidad del Atlántico
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Además, ‖Wu,T ‖ ≤ ‖u‖∞.

Demostración. Sea Wu,T (f) = u ◦ T ·f ◦ T , entonces para f ∈ Λϕ,w se tiene que

DWu,T f (s) = µ {x ∈ X : |(u ◦ T )(x)·(f ◦ T )(x)| > s}

= µ {x ∈ X : |u(T (x))·f(T (x))| > s} .

Por otro lado,

x0 ∈ {x ∈ X : |u(T (x))·f(T (x))| > s} ⇐⇒ |u(T (x0))·f(T (x0))| > s

⇐⇒ |u(y0)·f(y0)| > s, y0 = T (x0)

⇐⇒ y0 = T (x0) ∈ {x ∈ X : |u(x)·f(x)| > s}

⇐⇒ x0 ∈ T−1 {x ∈ X : |(u·f)(x)| > s}

Entonces

{x ∈ X : |u(T (x))·f(T (x)) > s|} = T−1 {x ∈ X : |(u·f)(x)| > s} .

Ası́,

DWu,T f (s) = µ {x ∈ X : |u(T (x))·f(T (x))| > s}

= µT−1 {x ∈ X : |(u·f)(x)| > s} . (1)

Luego, como |u(x)| ≤ ‖u‖∞ , para todo x, se tendra en particular que

x0 ∈ {x ∈ X : ‖u‖∞ |f(x)| > s}c ⇒ ‖u‖∞ |f(x0)| ≤ s

⇒ |u(x0)| |f(x0)| ≤ s

⇒ x0 ∈ {x ∈ X : |u(x0)| |f(x0)| > s}c ,

por lo tanto

{x ∈ X : |u(x)| |f(x)| > s} ⊂ {x ∈ X : ‖u‖∞ |f(x)| > s} ,

lo que implica que

µT−1 {x ∈ X : |u(x)| |f(x)| > s} ≤ µT−1 {x ∈ X : ‖u‖∞ |f(x)| > s} .

Ası́,

DWu,T f (s) ≤ µT−1 {x ∈ X : ‖u‖∞ |f(x)| > s} .

Sea E = {x ∈ X : ‖u‖∞ |f(x)| > s} ⊂ X . Como fT =
d(µT−1)

dµ ∈ L∞(µ), se tiene que |fT | ≤ ‖fT ‖∞ .
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Debido a que fT =
d(µT−1)

dµ es una derivada de Radon-Nikodym se tiene que

µT−1(E) =

∫
E

d(µT−1)

dµ
dµ

=

∫
E

fT dµ

≤
∫
E

‖fT ‖∞ dµ

= ‖fT ‖∞ µ(E) = bµ(E),

es decir,

µT−1(E) ≤ bµ(E) ≤ µ(E). (2)

Por lo tanto,

DWu,T f (s) ≤ µT−1 {x ∈ X : ‖u‖∞ |f(x)| > s}

≤ µ {x ∈ X : ‖u‖∞ |f(x)| > s}

= D‖u‖∞f (s)

= Df

(
s

‖u‖∞

)

Luego, para cualquier t ≥ 0 se tiene que

DWu,T f (s) ≤ Df

(
s

‖u‖∞

)
⇒

{
s > 0 : Df

(
s

‖u‖∞

)
≤ t
}
⊂
{
s > 0 : DWu,T f (s) ≤ t

}

Lo que implica que

inf
{
s > 0 : DWu,T f (s) ≤ t

}
≤ inf

{
s > 0 : Df

(
s

‖u‖∞

)
≤ t
}
, r =

s

‖u‖∞
= inf {‖u‖∞ r > 0 : Df (r) ≤ t}

= ‖u‖∞ inf {r > 0 : Df (r) ≤ t}

= ‖u‖∞ f∗ (t) .

Es decir,

(Wu,T f)
∗

(t) ≤ ‖u‖∞ f∗ (t) ∀t > 0.

Por tanto,
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(Wu,T f)
∗∗

(t) =
1

t

∫ t

0

(Wu,T f)
∗

(s)ds

≤ 1

t

∫ t

0

‖u‖∞ f∗ (s) ds

= ‖u‖∞ f∗∗ (t) .

Es consecuencia

(Wu,T f)
∗∗

(t) ≤ ‖u‖∞ f∗∗ (t) .

Dividiendo por ‖u‖∞ ‖f‖Λϕ,w
resulta que

(Wu,T f)
∗∗

(t)

‖u‖∞ ‖f‖Λϕ,w

≤
‖u‖∞ f∗∗ (t)

‖u‖∞ ‖f‖Λϕ,w

=
f∗∗ (t)

‖f‖Λϕ,w

.

Lo que implica que

∫ ∞
0

ϕ

(
(Wu,T f)

∗∗
(t)

‖u‖∞ ‖f‖Λϕ,w

)
w(t)dt ≤

∫ ∞
0

ϕ

(
f∗∗ (t)

‖f‖Λϕ,w

)
w(t)dt ≤ 1,

por lo cual Wu,T ∈ Λϕ,w.

Luego, si ε > 0 se tiene que

∫∞
0
ϕ
(

(Wu,T f)∗∗(t)
ε

)
w(t)dt ≤

∫∞
0
ϕ
(
‖u‖∞f

∗∗(t)

ε

)
w(t)dt

asi,

∫ ∞
0

ϕ

(
‖u‖∞ f∗∗ (t)

ε

)
w(t)dt ≤ 1 =⇒

∫ ∞
0

ϕ

(
(Wu,T f)

∗∗
(t)

ε

)
w(t)dt ≤ 1

y por lo tanto

{
ε > 0 :

∫ ∞
0

ϕ

(
‖u‖∞ f∗∗ (t)

ε

)
w(t)dt ≤ 1

}
⊂

{
ε > 0 :

∫ ∞
0

ϕ

(
(Wu,T f)

∗∗
(t)

ε

)
w(t)dt ≤ 1

}

De donde sigue que
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ı́nf

{
ε > 0 :

∫ ∞
0

ϕ

(
(Wu,T f)

∗∗
(t)

ε

)
w(t)dt ≤ 1

}
≤ ı́nf

{
ε > 0 :

∫ ∞
0

ϕ

(
‖u‖∞ f∗∗ (t)

ε

)
w(t)dt ≤ 1

}
,

Lo que implica que

‖Wu,T f‖Λϕ,w
= ı́nf

{
ε > 0 :

∫ ∞
0

ϕ

(
(Wu,T f)

∗∗
(t)

ε

)
w(t)dt ≤ 1

}
≤ ı́nf

{
ε > 0 :

∫ ∞
0

ϕ

(
‖u‖∞ f∗∗ (t)

ε

)
w(t)dt ≤ 1

}
= ı́nf

{
ε̃ ‖u‖∞ > 0 :

∫ ∞
0

ϕ

(
f∗∗ (t)

ε̃

)
w(t)dt ≤ 1

}
, con ε̃ =

ε

‖u‖∞

= ‖u‖∞ ı́nf

{
ε̃ > 0 :

∫ ∞
0

ϕ

(
f∗∗(t)

ε̃

)
w(t)dt ≤ 1

}
= ‖u‖∞ ‖f‖Λϕ,w

.

En consecuencia

‖Wu,T f‖Λϕ,w
≤ ‖u‖∞ ‖f‖Λϕ,w

, ∀f ∈ Λϕ,w

‖Wu,T f‖Λϕ,w

‖f‖Λϕ,w

≤ ‖u‖∞ , ∀f ∈ Λϕ,w, f 6= 0

‖Wu,T ‖ = sup
f 6=0

‖Wu,T f‖Λϕ,w

‖f‖Λϕ,w

≤ ‖u‖∞ .

Es decir, Wu,T está acotado sobre Λϕ,w.

Sea (X,A, µ) un espacio de medida σ-finito, u : X → C una función medible y T : X → X una transformación medible
no singular tal que T (Aε) ⊂ Aε, para todo ε mayor que cero, en donde Aε = {x ∈ X : |u(x)| > ε}. Si Wu,T es acotado
en Λϕ,w, entonces u ∈ L∞(µ).

Demostración. Supongamos que Wu,T es acotado en Λϕ,w y que u /∈ L∞(µ). Sea An = {x ∈ X : |u(x)| > n}.
Como u /∈ L∞(µ), se tiene que µ (An) > 0 ∀n ∈ N.

Además, T (An) ⊂ An, implica que An ⊂ T−1 (An), y por lo tanto χAn ≤ χT−1(An).

Sea s > 0 y x ∈ An.

|χAn | > s⇒
∣∣χT−1(An)(x)

∣∣ > s.

Como x ∈ An y T (x) ∈ An, entonces u (T (x)) > n, y se tiene∣∣u (T (x))χT−1(An)(x)
∣∣ > ns.
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Es decir,

{x ∈ X : |χAn
(x)| > s} ⊂

{
x ∈ X :

∣∣u(T (x))χT−1(An)(x)
∣∣ > ns

}
⇓

µ {x ∈ X : |χAn
(x)| > s} ≤ µ

{
x ∈ X :

∣∣u(T (x))χT−1(An)(x)
∣∣ > ns

}
.

Como

χT−1(An)(x) =

1 si x ∈ T−1 (An)

0 si x /∈ T−1 (An)
=

1 si T (x) ∈ An
0 si T (x) /∈ An

= χAn (T (x)) ,

se obtiene,

µ {x ∈ X : |χAn
(x)| > s} ≤ µ

{
x ∈ X :

∣∣u(T (x))χT−1(An)(x)
∣∣ > ns

}
es decir,

µ {x ∈ X : |χAn
(x)| > s} ≤ µ {x ∈ X : (Wu,TχAn

) (x) > ns}

por lo tanto

DχAn
(s) ≤ DWu,T (χAn )(ns),

DχAn
(s) ≤ D 1

nWu,T (χAn )(s).

Lo que implica que

(Wu,TχAn
) ∗(t) ≥ n (χAn

) ∗(t).

Además,

(Wu,TχAn
)
∗∗

(t) ≥ n (χAn
)
∗∗

(t) = (nχAn
)
∗∗

(t).

Luego, si ε > 0 se tiene que

∫ ∞
0

ϕ

(
(Wu,TχAn)

∗∗
(t)

ε

)
w(t)dt ≥

∫ ∞
0

ϕ

(
(nχAn)

∗∗
(t)

ε

)
w(t)dt

Ası́,
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‖Wu,TχAn
‖Λϕ,w

= ı́nf

{
ε > 0 :

∫ ∞
0

ϕ

(
(Wu,TχAn

)
∗∗

(t)

ε

)
w(t)dt ≤ 1

}
≥ ı́nf

{
ε > 0 :

∫ ∞
0

ϕ

(
(nχAn

)
∗∗

(t)

ε

)
w(t)dt ≤ 1

}
= ‖nχAn

‖Λϕ,w

= n ‖χAn‖Λϕ,w
.

Por lo tanto, dado n ∈ N, existe χAn
∈ Λϕ,w, tal que

‖Wu,TχAn
‖Λϕ,w

≥ n ‖χAn
‖Λϕ,w

.

Lo que nos dice que Wu,T no es acotado, lo cual es una contradicción con lo supuestoa, lo que implica que
u ∈ L∞(µ). De los teoremas anteriores se obtiene el siguiente resultado, el cual constituye el resultado principal
de nuestro trabajo.

Sea (X,A, µ) un espacio de medida σ-finito, u : X → C una función medible. Supongamos que T : X → X una

transformación medible no singular tal que la derivada de Radon-Nikodym fT =
d(µT−1)

dµ está en L∞(µ) con 0 <

‖fT ‖∞ = b ≤ 1 y además T (Aε) ⊂ Aε, para todo ε mayor que cero, donde Aε = {x ∈ X : |u(x)| > ε}. Entonces Wu,T

es acotado en Λϕ,w y si y sólo si u ∈ L∞(µ).
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