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Resumen

Obtener el modelo de un fenémeno fisico basandose en medidas experimentales garantizara que ese modelo descri-
bird mejor la realidad que los modelos ideales, obteniéndose las ecuaciones dindmicas que podran llegar a predecir
con mayor exactitud el comportamiento del sistema en el futuro. Se propone un método de optimizacién basado en el
método de Gauss-Newton, el cual consistird en reducir el error de ajuste entre un modelo planteado y un conjunto de
datos correspondientes a cierto fendmeno descrito por una ecuacion diferencial parcial (EDP). El método sera aplicado
para estimar el cambio de distribucién de temperatura en un cuerpo a partir de datos sintéticos (no se obtienen por
medicién directa), sabiendo que el modelo ideal de este fenémeno estd dado por la ecuacién de difusion del calor. Te-
niendo en cuenta criterios como precisién, exactitud y rapidez de convergencia, se empleara el método de diferencias
finitas para encontrar la solucién de la EDP.

Palabras claves: FDTD; optimizacién; DIFUSION.

Abstract

Get the model of a physical phenomenon based on experimental measurements will ensure that this model best des-
cribed the reality that the ideal models, obtaining the dynamic equations which may extend to more accurately predict
system behavior in the future. An optimization method based on Gauss-Newton method, which consists in reducing
fitting error between a proposed model and a set of corresponding to a phenomenon described by a partial differen-
tial equation (PDE) data is proposed. The method will be applied to estimate the change of temperature distribution
in a body from synthetic data (not obtained by direct measurement), knowing that the ideal model of this phenome-
non is given by the equation of heat diffusion. Taking into account criteria such as precision, accuracy and speed of
convergence, finite difference method is used to find the solution of the EDP.

Keywords: FDTD; optimizacion; DIFUSION.
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1. INTRODUCCION

El problema de minimos cuadrados se con-
virtié en el pilar de la optimizacién en el mo-
delado de fendémenos, aunque muchos de los
aspectos bésicos de la optimizacién se desarro-
llaron en los siglos XVIII y XIX el verdadero
desarrollo de la programacién matemética co-
mienza con Andre-Louis Cholesky que durante
la I guerra mundial desarroll6 el primer algo-
ritmo pensado para una computadora con el
propoésito de resolver ecuaciones matriciales en
problemas de minimos cuadrados, luego Dan-
tzing alrededor de 1940 desarrollo un método
de programacion lineal para optimizar los recur-
sos de las fuerzas militares en la segunda guerra
mundial. Posteriormente se desarroll6 por Po-
well Michael en 1970 el método de interpolacién
cuadrética sucesiva el cual sirvié como base pa-
ra el desarrollando de algoritmos desarrollado-
res de modelos no lineales. Acoplar un método
de resolucién numérica de ecuaciones diferen-
ciales parciales junto al problema de minimos
cuadrados no lineales, tal y como se presenta en
este documento, surgird como alternativa para
aproximar modelos ideales a fendmenos reales
descritos por ecuaciones diferenciales parciales,
tales como el de difusién de calor. Actualmente
el calor se considera como una forma de energia
en transito debido a una diferencia de tempera-
tura en el espacio que cumple con las leyes de
la termodindmica, sin embargo a pesar de que
la transferencia de calor se basa en las leyes de
la termodindmica, estas no son suficientes para

explicar el fenémeno de la transferencia de calor.

2. LA ECUACION DE DIFUSION

Es una EDP de tipo parabdlico, esta es usa-
da para analizar procesos de transporte. En

fenémenos de la fisica se presentan este tipo de
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procesos tal como el transporte de energia térmi-
ca que ocurre con la difusién de calor. Se sa-
be de las leyes de la termodindmica que cuan-
do se encuentran diferentes partes de un cuerpo
a distintas temperaturas, existird un transporte
de energfa en forma de calor donde la energia
térmica fluird de las partes mds calientes a las
mas frias y se establecera gradualmente un es-
tado de equilibrio térmico en donde la tempe-
ratura serd distribuida uniformemente y perma-
necerd constante a través de todo el cuerpo.La
dindmica de este proceso se describe por la ecua-
cién de difusion de calor, el caso mas simple se
presenta para difusiéon unidimensional, un ejem-
plo sera la difusién del calor en una barra de es-

pesor despreciable, el cual se encuentra descrito

por:

of _ (&T
ot “\ a2

) =f(xt), xeDCR (1)

Donde f(x, t) es una expresion relacionada a
las fuentes de calor externas, si f(x,t) = 0 se di-
ce que el sistema estd aislado térmicamente y no
puede haber intercambio de calor con el entorno
excepto en las fronteras, pero esto no ocurre en
la realidad porque no es posible encontrar un
aislante perfecto para separar el sistema del en-
torno, siempre existird disipacién de la energia
térmica por radiacién y/o contacto (consideran-

do que el medio es un sélido).

&
pc

cada cuerpo, donde k es el coeficiente de dilata-

« = - es la difusividad térmica y es propia de
cién, p la densidad y c el calor especifico del me-
dio de propagacion. Es posible considerar la di-
fusividad térmica independiente de la posicién
si se asume que el cuerpo es homogéneo

En la descripcién de un fenémeno no solo se
requiere la EDP que describe el proceso, también
es necesario el planteamiento del estado inicial
(Condiciones iniciales) y el comportamiento en

la frontera en la que ocurre el fenémeno (Condi-
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ciones de frontera), esto se debe a que la EDP por
si sola tendrd como solucién una familia de fun-
ciones. La solucién debe ser tinica para que se le
pueda dar una interpretacion fisica. Cuando se
posee la EDP junto con sus condiciones iniciales
y de frontera se dice que el problema esta bien

planteado.

3. SOLUCION ECUACION DE DIFUSION
1-D POR FDM

A continuacion se aplicard el método de dife-
rencias finitas para modelar la difusién del calor
a través de una barra de cobre con las siguientes

particularidades.

= La barra posee un espesor despreciable, lo
cual genera que la difusién se de a través

de una sola dimensién.

= Labarra posee una longitud finita L = 180

mm.

= El material que compone la barra es ho-
mogéneo con coeficiente de difusién « =

111 mm? /s correspondiente al cobre.

» La barra no se encuentra aislada térmica-
mente, posee una fuente de calor externa
modelada por un f(x,t) lo cual convierte
la ecuacién de difusién en una EDP no ho-

mogénea.

= La temperatura de los extremos de la barra

es fija.

Se asume que la barra ha sufrido un calen-
tamiento inicial que generé una distribucién de
temperatura descrita por la funcién T(x,0) =
sin(x) + 0,6 * sin(3x) como se muestra en la fi-

gura.
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Figura 1. Distribucién de temperatura inicial en un problema

de difusién del calor.

Se puede decir que el siguiente problema es-

pecifica los supuestos anteriores.

oT 2T _(x-90\2
ar g A
T(x,t)=0
To = T(x,0) = sin(x) + 0,6 * sin(3x)
@

Donde se puede observar que luego de dadas las con-
diciones iniciales al sistema se le introduce una fuente
con caracteristicas gaussiana con una fase de 90 mm
la cual ubica a la fuente en el centro de la barra como

lo describe la figura.

<lL ] l)
A b

Figura 2. Modelo de difusién del calor unidimensional con

una fuente externa.

Donde la distribucién de temperatura para ¢t > 0
solo puede ser conocida al resolver el problema plan-
teado. Para la solucién de dicho problema por el méto-
do de diferencias finitas se introduce una malla en la
cual se ubicaran los valores conocidos determinados
por las condiciones iniciales y las condiciones de fron-

tera, para este problema seria el siguiente dominio.

para 0 < x < 180mm

en 9Q)

para t =0
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Figura 3. Condiciones iniciales y de contorno en un dominio

1D discretizado.

En el dominio discretizado se observan lo que se
denomina puntos de malla, al solucionar el proble-
ma solo en estos puntos se conocera la solucién de la
funcién, en las zonas intermedias de los puntos no se
puede conocer la solucién a menos de que los factores
h y k sean modificados de tal forma que la malla se
haga mas fina y se obtengan mayor niimero de pun-
tos lo que con lleva a obtener mas resultados de la

solucién para el mismo dominio.

La funcién evaluada en los puntos de malla de co-
lor rojo son conocida por las condiciones iniciales que
se le imponen al problema, de la misma forma ocurre
para los puntos de malla de color verde por las condi-

ciones de frontera.

La solucién del problema se alojara en una matriz
llamada matriz solucién. Para trabajar con esta matriz
inicialmente se debe:

= Realizar el andlisis de Von Neumann para defi-

nir los valores de los intervalos espacial y tem-
poral hy k.

= Obtener el niimero de intervalos My N.

= Definir el dominio espacial en que se trabajard,

para este caso 0 < x < 180mm

= Definir el dominio temporal, para este caso se

analizara la evolucién del sistema durante 17

segundos 0 <t < 17s.

» Introducir las condiciones iniciales a la matriz

solucién.
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» Introducir las condiciones de frontera a la ma-

triz solucién.

4. EI METODO EXPLICITO

El método explicito consiste en escoger un esque-
ma que al expandirlo se forma un sistema de ecuacio-
nes donde en cada ecuacién quedard una incégnita
en funcién de factores conocidos a partir de valores
anteriores de n y m, lo que hace inmediato conocer la
incégnita sin necesidad de conocer la solucién de las

demds ecuaciones.

Para ilustrar el método explicito se toma el pro-
blema y se discretiza con el esquema forward-time

central-space descrito por.

Tr71+1 - T]?/z _ aTl’riliJrl B ZT:;; + T’Zil = 48_(%)2

k h2

®)

donde al despejar el termino T:*! se obtiene:

(xm—90) )2

T = T pap (T — 2T + T ) +4ke™
@)

Donde se ha tomado yt = ;Tkz Claramente se ob-
serva como se relaciona cada punto de malla con los
puntos vecinos, esta relacion lleva a la creacién de lo
que se le denomina molécula computacional o célula re-
ticular la cual no es mas que una forma de ilustrar la

relacién que se da entre cada incognita del esquema

con sus puntos vecinos.

-Tn+1
M
] ] ]
n Tn T
m—1 m m-1

Figura 4. Molécula computacional del esquema forward-

time central-space.

La molécula computacional brinda una gran ayu-

da ilustrativa ya que por medio de los valores que se
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le asignan a n 'y m la molécula puede ser desplazada a
través de la malla de tal manera que se acomoden los
puntos conocidos en los cuadros de color azul, de esta
forma el punto que quede ubicado en el cuadro ama-
rillo podrd conocerse inmediatamente a partir de la
relacién que se forma, es por esta razén que cuando se
utiliza el método de diferencias finitas con moléculas
computacionales que posean esta caracteristica son

denominados explicitos.

Antes de empezar una implementacién con cual-
quier esquema se debe determinar si cumple con el
criterio de estabilidad. Con el objetivo de verificar
cuando el método es estable se utiliza el andlisis de

im0

Von Neumann sustituyendo T}, = g"¢"" en el esque-

ma FTCS. Con lo cual tenemos:

n+1gimd —

8
gl 4y <gnei(m+1)6 — 2geime _,'_gnei(mfl)e)

Dividimos todo por g"e™0.
g=1+au (ei9—2+e*i9)

Reemplazamos 2cos(f) = e + e y factoriza-

mos —2. Quedando:

g=1—2au(1—cos(h)) (5)

El factor de amplificacién g debe cumplir la con-

dicién de estabilidad |g| < 1, esto equivale a decir:

s> <1 6)

Lo que resulta en:
—1<1-2ap(1—cos(0)) <1 (7)

Realizando una inspeccién cuidadosa a la relacién
anterior se puede decir que para cualquier valor de ¢
la desigualdad de la derecha siempre es satisfecha de-
bido a que ay siempre es positivo. Ahora tomando los
valores de 6 que hacen al coseno minimo y maximo la

relacion se convierte en:

-1<1—-4au <1 (8)

Notemos que la desigualdad se cumple para 0 <

ap < 0,5, con lo que se debe cumplir esta condicion
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para que sea establecida la estabilidad en el esquema.
A partir de esta relacién y sabiendo que u = k/h? se
puede escribir k < 0,5h?/a cuya desigualdad genera

el drea de estabilidad.

La relacién anterior es muy importante al momen-
to de definir los valores de /1 y k pues ellos son los que
proporcionan la estabilidad y su escogencia debe caer
en un punto contenido en el area roja de la figura (??).
Asipues definiendo un intervalo espacial de 1 = 9mm
y el coeficiente de difusién del cobre a = 111mm? /s

la implementacién en Matlab podria ser la siguiente:

h=9; YUntervalo espacial en mm
alfa=111; YCoeficiente de dig[U+FFFD)} del cobre
mu=0.48/ alfa; andi[U+FFFD} de estabilidad
k=h"2*mu; YUntervalo temporal

x=0:h:180; Y%lominio espacial

t=0:k:17; Y%lominio temporal

Melength (x); 9N_umero de intervalos espaciales
N=length(t); 9N.-umero de intervalos temporales

onde el intervalo temporal es k = 0:3503s y ha si-
do calculado de tal forma que se cumpla el criterio de
estabilidad con k = h2 = 0 : 48 < 0 : 5, el dominio
espacial se ha definido con 0y180mm tal cual como lo
plantea el problema al igual que el dominio temporal
0¢17s. Los vectores ” y 7 definidos contienen la ubica-
cién de los puntos de malla en el dominio y la funciéon
length() proporciona el numero de dimensiones que
contiene un vector lo que corresponde a el namero de
intervalos.

A continuacién se crea la matriz solucién la cual
llamaremos T, primero que todo se procede a introdu-
cir las condiciones iniciales y condiciones de frontera

como sigue:

To=inline (’ (sind (x)—+_0.6%sind(3%x)) ’,'x");
for m=1:M
T(1,m)=T0(x(m));

end

YCondicion inicial

%ntroduciendo Estado inicial del sistema

for n=1:N
T(n,1)=0; YAplicando anki[U+FFFDRR de frontera izquierda
T(n,M)=0; YAplicando anti[U+FFFDR de frontera derecha

End

La funcién TO pudo haber sido declarada en un
archivo .m independiente lo cual es una gran ventaja

si se quisiera realizar cambios en esta condicién.

Hasta aqui se tiene la matriz solucién tal como lo
ilustra la figura, para obtener los valores de los demas

puntos de mallas se expande la relacién inicialmente
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param = {2,3,4...(M—1)} conn =1 conlo cual se

obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

T2 = Frontera izquierda

o= T +ap (T3 =23 + 1) + kf (x2)
Bo— Thbap(T] 2T 4T k()
o= T5 +ap (T3 = 2T4 + T3) + kf (xa)
Thor = Tayoa Tap (Ty = 2Ty g + Ty o) +kf(xm-1)
T2, = Frontera derecha

Donde al resolver dicho sistema se obtendra la
solucién del segundo nivel temporal. Luego se hace el
mismo proceso paran = {2,3,4,5... (N — 1)}, notar
que en los puntos para n = 1 las funciones T}, son
proporcionadas por las condiciones iniciales al igual
que las funciones T}' y Ty, por las condiciones de fron-

tera.

La implementacién de este paso podria realizarse de

la siguiente manera:

f=inline ("4xexp(—((x—90)/30)"2)",'x"); YDeclarando fi[U+FFFD] fuente

for n=1:N-1
for m=2:M-1
T(n+1,m)=T(n,m)+(alfasmus(T(n,me1)—2%T(n,m+T(n,m—1))) + kxf(x(m));
end
plot(x,T(n,:)); xlabel(’'x’); ylabel('T");

end

El for interno llena los niveles espaciales para un
nivel temporal que es proporcionado por el for ex-
terno. La funcién plot () grafica la relacién T vs x para
cada nivel temporal con lo que se obtendré4 la evolu-
cién de dicha relacién. Los comando xlabel() y ylabel()
son usados con el fin de darle una mejor presentaciéon
a la grafica obtenida.
con la anterior implementacién se obtuvieron los si-

guientes resultados:
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Figura 6. Comportamiento de la distribucién de temperatura
a través de una barra sometida a condiciones de frontera fijas

y a una fuente externa.

Las figuras mostradas anteriormente correspon-
den ala solucién para un nivel temporal determinado.
se observa como inicialmente se tiene un calentamien-
to méaximo en los puntos x=40mm y x=140mm luego
con cada paso en el tiempo se observa como gradual-
mente se va haciendo maximo en la posicién x=90mm
lo cual se esperaba ya que en este punto fue ubicada la
fuente y dicha fuente posee una amplitud mayor que

las dos fuentes dadas por las condiciones iniciales.

Todos los niveles temporales se encuentran aloja-
dos en la matriz solucién T cuya grafica en 3D toman-

do el eje x como eje temporal seria:

mesh(x,t,T);
xlabel (’x"); ylabel("t"); zlabel('T");
axis ([0,180,0,20,0,5]);

Para obtener la siguiente figura:
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7
7
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)

Figura 7. Evolucion de la distribucién de temperatura en una
barra de espesor despreciable con condiciones de frontera

Dirichlet.

5. ANALISIS Y RESULTADOS

Estimacién de pardmetros en ecuaciones diferen-
ciales parciales considerando la solucién de una par-

ticular EDP:

u(x,t,0), con t>0, y x3 <x<xy 9)

Donde t y x representan tiempo y espacio respec-
tivamente y © = (61,65, ..., 0p)T € RP es el vector de
parametros. En la descripcién de un fenémeno los va-
lores de los parametros ®* son desconocidos (quienes
proporcionan los estados reales del modelo), pero se
sabe que estan relacionados con el modelo (9) a través
de las medidas (datos).

Denotando los puntos de observaciones en el
tiempo y el espacio como t; y x;;, donde1 < n < N
y 1 < m < M, asumiendo que k y & son las distan-
cias entre dos puntos consecutivos en el tiempo y el

espacio respectivamente. También denotando:

u(tn, Xm, ©)

Ty = wy(07)

Por otra parte, las medidas pueden ser escritas co-
mo:

n

Y = Ty + Oy (10)

Donde yj;, son el conjunto de datos y o7, el error en
el punto (ruido) (¢, x,) respectivamente, asi se obtie-
nen los datos sintéticos. Se asume que el error posee
una distribucién normal con media igual a cero y ma-

triz de covarianza RIN*M)

. La figura (??) muestra un
simple ejemplo de la relacion entre las medidas yj;, y

el estado del modelo ideal (desconocido) if},.
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Figura 8. Superficie de la solucién real.

Figura 9. Superficie de la solucion medidas.

Entonces es posible formular el problema inverso
como sigue: Dado el conjunto de datos Y = yj};, con
1<n<Nyl<m<Me R(NxM) y dado el modelo
(9) se puede encontrar los pardmetros @* que mejor
se ajusten a los datos.

Para cualquier valor ©, se introduce la matriz de

residuales:
CM (4l (©) = yiy) r1(©)
R I BT B LG ]
CM (uh (@) — i) ™(®)

1)
tenga en cuenta que, se tienen residuales para cada
observacién en el tiempo t, y no para observaciones
en cada punto (t,, x,,). Esto se puede extender fécil-
mente a problemas con més dimensiones espaciales

de la siguiente manera:

Mi,Ms,...M 1 1
Zz’l;l,iizl,..jidzl (Wi m13,eg (@) = Yy iy, .. mg)

M;,Mo,...,M
R(©) ):hil,i;:l,..jid:l (ugnl,mz,...,md (©) - y%nl,mz,...,md)

Mi,Ma,....M4 N
Zz’l;l,izzl,...,idzl (W m13,eg (@) = Yty iy, .. mg)
(12)
t = {to,t,..,tn} Puntos discretos en el tiempo
x = {x9,x1,...,xp} Puntos discretos en el espacio

Y={y%h},1<n<N,1<m<M, Medidas en cada

11(0)
r(0)

N(®)
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punto ijuex Numero maximo de iteraciones 00
Aproximacién inicial de los parametros iy — imax
vel) = {vf’n(®<i)) — u,’,’1(®<i>)} Modelar esta-
do con ®1) R(@1)) = {Vn — Z?ﬁl(ufn(Q) *yrnn)}

Calcular residuales con cada n ](®(i>) =
I, (® T (@p+e)—r, (O, —¢)
{ 789(;4 ) — . 2¢e : }

A® — —[J(O@NT@D)]1j@MTR(®)) Calcu-
lar el paso de Newton e+l @) + A® Obtener

Calcular Jacobiano

los nuevos pardmetros

6. CONCLUSIONES

A partir de la implementacién del método de di-
ferencias finitas se obtiene la solucién de la ecuacién
de difusién para problemas con una dimension tem-
poral y una o mas dimensiones espaciales. Haciendo
uso del lenguaje de programaciéon MATLAB se pro-
gramé este método en archivos .m para luego ser
llamada como una funcién v3() la cual devuelve la
solucién de la ecuacién de difusién con el esquema
FTCS. Anélogamente se realizo para el problema 2D
con el esquema de Crank-Nicolson. Las simulaciones
mostradas muestran las caracteristicas que se deben
tener la solucién de cada problema planteado al apli-
car el FDM y se observa como reproducen las leyes

fisicas implicadas en el proceso.

Crear un empalme entre un método de optimiza-
cién y uno de resolucién de ecuaciones diferenciales
parciales brinda la posibilidad de obtener modelos
6ptimos a partir de un conjunto de datos tal y como
se mostr6 en los resultados. los modelos 6ptimos ob-
tenidos con la estimacién de pardmetros no fue exac-
tamente igual al modelo ideal tal y como se observo
en el caso unidimensional pero reproduce bastante
bien el conjunto de datos, si se escoge un modelo
adecuado el error tiende a cero luego de un ntimero
considerable de iteraciones, se observé que cuando se
escoge un tipo de modelo adecuado se obtienen bue-
nos resultados incluso cuando se cuentan con datos
pobres e imprecisos como en el caso bidimensional
que se tenia desviacién del error un poco mayor del
5% lo cual es desconsiderable desde el punto de vista

experimental.
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En este caso teniendo en cuenta la rapidez de con-
vergencia se us6 el método de Gauss-Newton junto
con el método de diferencias finitas pero el empalme
de estos dos métodos poseen varias desventajas tales
como el sacrificio de precision por ganar rapidez de
convergencia, la limitacién de trabajar solo con domi-
nios rectangulares, requerimiento de que se escoja un
modelo muy adecuado al igual que se debe dar una
buena aproximacién inicial para que se de la conver-
gencia. Estas desventajas son apreciables si se trabaja-
se con problemas mas complejos, pero dichas desven-
tajas pueden ser removidas si se implementase dife-
rentes tipos de empalmes tales como:

el metodo de Newton junto con el metodo de di-
ferencias finitas (en caso de que se necesite mayor
precision), el metodo Gauss-Newton con elementos
finitos ( en caso de que se necesitara trabajar con un
dominio irregular), el metodo de secante con el de
volumenes finitos o cualquier otra combinacién que
sea necesaria segtn el tipo de problema y el balance

de precision, rapidez de convergencia.

Como aporte al laboratorio quedan los cédigos
de las implementaciones realizadas de las cuales se
podréd hacer uso y modificaciones para su mejora-
miento.

Reconocimiento: Este articulo es un producto del
Proyecto SEMILLERO DE INVESTIGACION - GRU-
PO DE INVESTIGACION GEOEL Financiado por Col-

ciencias y la Universidad del Atlantico.
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