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Resumen

Uno de los resultados més importantes de la Teorfa combinatoria de grupos garantiza que dado un conjunto no vacio X, existe un
grupo que es libre en X, a saber el grupo F := F(X) de palabras reducidas en X. Asf las cosas, nuestro proposito fundamental en
este trabajo es mostrar como a este grupo se le puede dotar de un buen orden y posteriormente usar este hecho para probar que
todo subgrupo H de F tiene una transversal de Schreier. Finalmente trataremos algunos apartes respecto a la libre presentacion de
grupos y al test de sustitucion, el cual nos permite encontar presentaciones isomorfas a una presentacién dada de un grupo.

Palabras claves: Grupo libre, palabra reducida, transversal de Schreier y presentacién de grupos.

Abstract

One of the most important combinatorial group theory guarantees that given a nonempty set X, there is a group who is free on
X, namely the group F := F(X) of reduced words in X. So, our fundamental purpose in this paper is to show how this group can
provide a good order and subsequently use this fact to prove that every subgroup H of F has a Schreier transversal. Finally we
discuss some asides about the free submission of test groups and substitution, which allows us to locate an isomorphic presentations
given to the presentation of a group.

Keywords: Free group, reduced word, Schreier transversal and group presentation.

1. Preliminares ¢ : F — G que extiende a 0, es decir ¢ |x= 6. Decir
) ) ) ] que ¢ extiende 6 equivale a que el siguiente diagrama
En esta seccion definiremos los tépicos necesarios pa- conmute:

ra poder abordar con mayor precision los temas que
seran tratados a traves de este trabajo.

Definicion 1.1. Un grupo F se dice libre en un sub-
conjunto X C F si para todo grupo G y toda fun-
cion 0 : X — G, existe un vinico homomorfismo
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donde i : X — F es la funcion inclusion. En tal caso
decimos que X genera libremente a F y que X es un
conjunto generador para F o una base para F. Si X
es finito decimos que F es finitamente generado.

La notacién F = (X| ) indica que F es libre con base
X. En particular, si X = {x},xp,...,x,}, escribimos
F=(x,x0,.05 %] )

Lema 1.1. Si F es libre en X, entonces F = (X).

Demostracion. Ver [1] O

Definicion 1.2. Sea X un conjunto. Una palabra
en X es una sucesion w = (x1,x2,...,X%,), donde
x; € XU{1D)*y 1= = 1. Si x; = 1 para todo i, dire-
mos que w es la palabra vacia y escribiremos w = 1.

A lo largo de este trabajo, en lugar de w =

(x1,x2,...,x,), escribiremos w = xjx3...x, Ow =
x'xy .. xy, donde x; € XU {1}y & € {-1,1}.

Definicion 1.3. Sea X un conjunto arbitrario y w =
X1X2 ... X, una palabra en X.

= La inversa de w, denotada w™" se define como

S I G| -1
W= XX X

= A una palabra de la forma w' = XxiXjc1 ... X},
donde 1 <i < j < n, la llamaremos una sub-
palabra de w = x1x; ... Xx,.

= Siw' = xixy...xj, diremos que w’ es el seg-
mento inicial de w que finaliza en x;.

» Diremos que w = x{'x5’ ... x;" cong; € {—1,1},
es una palabra reducida si no contiene subpa-
labras de la forma x* x™% parai € {1,2,...,n}.

= Siv =y1y...Vn es otra palabra reducida en
X, definimos el producto de w con v como la
palabrawv = x1x3 ... X, Y1Y2 « - . Y-

= Una transformacion elemental sobre w consis-
te en insertar o eliminar palabras de la forma
xX°x7% con € = x1. Si al aplicar una transfor-
macion elemental a w obtenemos una palabra
w’, decimos que w’ se deriva de w y escribire-
mosw — w'.

» Si denotamos por W al conjunto de todas
las palabras reducidas en X, diremos que
v,w € W son equivalentes si existen palabras
Wi, Wa,...,w, en W tales que
w— wp > wy > - — w, = v. En este caso
escribiremos w ~ v.

= Dado un conjunto arbitrario X, denotamos por
F(X) al conjunto de palabras reducidas en X;
es decir, F(X) = {wlw € W}, donde W estd de-
finido como arriba.
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Teorema 1.1. Dado un conjunto X, existe un grupo
F que es libre en X.

Demostracion. Ver [1]. O

Definicion 1.4. Sea F un grupo libre en X, RC F' y
N la clausura normal de R en F (es decir el subgru-
po normal mds pequerio de F que contiene a R). Si
G es un grupo tal que G = F/N, diremos que G tie-
ne la presentacion (X|R ) y escribiremos G = (X|R ).
A los elementos de X los llamaremos generadores de
G y los elementos de R, relaciones. Ademds, si tanto
X como R son finitos, diremos que G es finitamente
presentado.

Observacion. Abusando de la notacién, supondre-
mos que X C F es un conjunto generador de G y
los elementos de R son relaciones que equivalen a la
identidad en G;i.e r = e para todo r € R.

Definicion 1.5. Sea “< ”un buen orden en X*, y sean
a=x1x...x,b=y1y2...yncona # b, palabras re-
ducidas en F. Escribiremos a < b si se cumple exac-
tamente una de las siguientes condiciones:

)l<m

ii) l=myx, <y, en X*, donde r = min{i : x; #
i}

Proposicion 1.1. Con la relacion “< “definida arri-
ba, F es un conjunto bien ordenado

Demostracion.

i) Para todo a = xjx; ... x;, palabra reducida en
F, claramente no se cumple que a < a pues
a=a.

i) Sean ¢ = x1x...x, b = y1y2...ymyC =
212 ... 2y palabras reducidas en F tales que
a<b,b<c,l<mym<n.Entoncesl <ny
por tanto a < c.

iii) Paro todo a,b € F, a = xix...x, b =
Y1Y2 ... Ym, de la definicién de ” < ”, es claro
quea<boa=bob<a.

iv) Sea F* un subconjunto no vacio de F. Como
F es grupo (bajo la operacién yuxtaposicion de
palabras), F* también es grupo (con la opera-
cién de F restringida a F* ), luego e (la palabra
vacia) estien F*, ain mas, ¢ < a = X{x3...X;
para todo a € F* con a # e. Por tanto e es el
elemento minimo de F*.
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2. La transversal de Schreier

Un resultado clasico de Dedekind afirma que si G
es un grupo libre, asi también lo es cualquier sub-
grupo de G. Probaremos el andlogo para el caso no
conmutativo, conocido como el Teorema de Nielsen-
Schreier; sin embargo en el caso no abeliano, el
rango del subgrupo puede exceder al rango del gru-
po. Los dos métodos de prueba, el dado por Nielsen
(1921) y el de Schreier (1927) son muy diferentes y
proveen los fundamentos para diferentes aspectos de
los desarrollos subsiguientes de esta teoria. Por ejem-
plo, el método de Nielsen conduce de manera natural
a la teorfa de automorfismos de grupos libres, mien-
tras que el método de Schreier es la llave para encon-
trar presentaciones de subgrupos.

Sea H un subgrupo fijo de F' y sea w € F. Sabemos
que una clase lateral (derecha) de H es un subconjun-
to de F de la forma Hw := {hw | h € H}; ademads dos
clases laterales cualesquiera o son iguales o son dis-
juntas esto es, para u,v € F se tiene o que Hu = Hv
o Hu N Hv = (. Por tanto las clases laterales de H
forman una particién de F, es decir

FZUHW

weF

Definicion 2.1. Una transversal (derecha) U para H
en F es el conjunto formado eligiendo un elemento de
cada clase lateral de H, esto es,

U:= {aj | a; € HW]}

Notese que para cadaw € F, Hw N U consiste de un
solo elemento, el cual denotaremos por w.

Definicion 2.2. Un subconjunto no vacio S de F tie-
ne la propiedad de Schreier si contiene todos los seg-
mentos iniciales de cada uno de sus elementos, es de-
cir

Vw=x1Xy...x, €S setiene que x1x,...X,-1 €S.

Definicion 2.3. Una transversal de Schreier para H
en F es una transversal (derecha) para H con la pro-
piedad de Schreier.

Observacion. Cada conjunto S de Schreier y por lo
tanto cada transversal de Schreier contiene la palabra
vacia w = 1. En efecto, como S es no vacio entonces
existe w; = x1x2...x; € § talque [(w;) > 1. Tenemos
los siguientes casos:

i) Si l(w;) = 1, entonces w = x; y como S tiene
la propiedad de Schreier, el segmento inicial de
westdenS,esdecirx_; =xo=1€8S.

ii) Si l(wj) > 1, entonces w; = x1xz...x;. Co-
mo S tiene la propiedad de Schreier entonces
XiX2...Xxj—1 € S y nuevamente por la propie-
dad de Schreier, x(x; ... x;_» € §. Continuando
con este proceso de manera reiterada , llegamos
aquex; € S yportantoxp =1¢€S.
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caso ii:

Lema 2.1. Seaw = x1x;...Xx, una palabra reducida
en X* conn > 1yseav € F. Entonces

VLS X1X2...Xp—1 = VX, < W

Demostracion. Consideremos los siguientes casos:

casoi: I(v) < l(x;xy...x,-1) = n — 1. Esto se puede
dar pues x;x;...x,-; es una palabra reducida
en X*. Tenemos que I(v) < n — 1, luego

lvx,)) <n—1<n=Iw).
Asi l(vx,) < l(w) y por tanto vx, < w.

vy, = Ilxixp...x,21) = n — 1
V= X1X2...Xr—1VrVr+l---Yno1 con 1
r < n-1yx < y. Luego vx,
X1X2 o e X1 YrYr+1 -« - Yn—1Xn-

IN <

Siy,-1 = x,;l, lvx,) =n—-2 < n = Il(w), por
tanto vx,, < w.

Siy,1 # x5 lvx) =n=Iw)yx <y,1<
r < n— 1 por tanto vx, < w.

Lema 2.2. Cada subgrupo H de F tiene una trans-
versal de Schreier, por ejemplo, la obtenida tomando
el menor elemento de cada clase lateral derecha de
H, con el orden definido en F.

Demostracion. Sea H < F. Dadow € F, Hw es un
subconjunto no vacio de 'y como F tiene la propie-
dad del buen orden, para cada w € F, Hw contiene un
elemento minimo. Sea U = {w; | w; = min(Hw;)}, es
decir U es el subconjunto de F' consistente del menor
elemento de cada clase lateral derecha Hw de H en
F. Debemos probar que xjx;...x,-; € U para todo
W= XxX1X2...%, € U. En efecto, si x;xp...x,.1 ¢ U
consideremos la clase lateral derecha Hx1x; ... X,
y sea v € U tal que v es el menor elemento de
Hxixy...x,-1. Como x1x3...%x,-1 € Hxix2...%,_1,
entonces v < XjXxp...X,;—1 y COMO X|X3...X,—] €S una
palabra reducida en X* por el Lema 2.1,

VX < X1X2 oo Xpe1 Xy = W,

ademds, Hv = Hx;x,...x,—; (esto es pues en ge-
neral: Si G es un grupo, a,b € Gya € Hb =
Ha = Hb). Luego Hvx, = Hxixy...Xy,—1X,, €s de-
cir Hvx, = Hw, de donde se sigue que vx, € Hw
y vx, < w, por lo que w no es el elemento minimo
de Hw. Por tanto w ¢ U (—<«). En consecuencia,
X1X2...X,—1 € U siempre que w = x1x3...x%, € U.
Por tanto U es una transversal de Schreier. ]
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Ejemplo. Sea X = {x,y} y sea F ordenado con
el orden definido anteriormente. Ademads, sea S =
{x’,y%, x7 'y lxy} C F y sea

H=S= () K
K<F,K>S

la clausura normal de S en F . Mostraremos que
[F : H] = 6y encontraremos una transversal de
Schreier para H en F.

Solucién. Consideremos el grupo ciclico de orden
6, Z¢ = {e,d?,...,a°} donde a® = e. En realidad,
Ze = {a | a € Z,lal = 6). Como F es libre en
X = {x,y}, para la funcién

6:{x,y} > Zs

x—>a2

3
y_>a7

existe un tinico homorfimso 6 : F — Zs que extiende
a 6, es decir 6 [x= 6. Como x,y € X y 6 es homo-
morfismo, entonces:

Cx =60 @) =00)0x) "' =d’a?=a

y

6% =6 =0x)=d=e

605 =0 =00y =d=e

6/(x_1y_1yx) =e
Nétese que:

i) 6 es sobreyectiva, pues para todo y € Zg = (a),
y=d,n¢€Z 0 < n <5 Ademas, como
a = 6 (yx~') entonces

y=d'= 0 ox)" =60Ox.
ii) S C kerd', pues para todo s € S,
0(s)=e, 0 (") =e, (M) =e,6 "y ay) =e
iii) Sabemos que ker <\ Fy S C kerf, por lo que

H = S < kerf, esto pues S es el subgrupo
normal mds pequefio de F que contiene a S'.

iv) Tenemos la cadena de subgrupos
H <ker§ <F,
por lo que

[F: H] = [F : kerf |[kerf : H]
> [F : kerf]

| Flkert |
| Im6 |

| Zs |

= 6.
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Por el primer teorema de isomorfismos,
Flkerl = Imd = Zs, por tanto [F : H] > 6.
De otro lado, dado que F = ({x, y}) entonces x
y y generan a F/H = {gH : g € F}, es decir
F/H = ({Hx, Hy}). Ademsds, x'y = HxHy =
Hxy; y/x/ = HyHx = Hyx, pero

xylxy=(x)lxyeS cS =H

es decir (yx)"'xy € H, lo que equivale a que
Hxy = Hyx. Por tanto x’y’ = Hxy = Hyx =
yx.

De otra parte,

()c/)3 = (Hx)3 = HxHxHx = Hx> =

H€=H=€F/H

y como Hx # He, Hx*> # He, (x # e,x* # ey
las clases son disjuntas), x = Hx tiene orden 3.

Nota: x> € H = x’¢ € H = Hx? = He.

Andlogamente, como y? € H entonces y?e € H
y Hy?> = He = H = ep y. Luego (y)? =
(Hy)* = HyHy = Hy* = ep,y y como
Hy # He, necesariamente y = Hy tiene or-
den 2.

De otro lado, como F/H = ({x,y}) y O(x) =
3, O(y') = 2, entonces cualquier elemento
de F/H es igual a una de las seis palabras
e, x,(x)%y,xy, (x')zy' es decir cualquier ele-
mento de F/H es igual a una de las seis clases
H, Hx, Hx*, Hy, Hxy, Hx’y, pero como

| F/H |= [F : H] > 6, esas seis clases deben
ser distintas. Por tanto | F/H |>= [F : H] = 6,
y una transversal para H en F es:

T = {e,x,x25yaxy7x2y}'

Noétese que T tiene la propiedad de Schreier,
por lo que T es una transversal (derecha) de
Schreier, pero T no coincide con el conjunto
U construido en el lema 2.2. Esto se evidencia
si usamos las siguientes reglas:

Hx* = Hx"',Hy ' = Hy, Hxy = Hyx

vemos que los minimos de las seis clases late-
rales para H son:

U = e, x, x_l,y, xy,yx_l}.
En efecto:
H=1{h,e:he Hh+#e}; mn(H) =e.
Hx={hx:he H} ={x}Ulhx:he H h + e};

min(Hx) = x.
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Hx* = Hx"' = Hx?
={hx':heH
={x"Wulhx ' he H-{e)},

por lo que min(Hx*) = x7".

Hy ={hy:he H}
={yfUthy:heH-{e}},
min(Hy) = y.

Hxy = {h(xy) : h € H}
={xy} Ufh(xy) : h € H - {e}},

por lo que min(Hxy) = xy.

Finalmente,
szy = ny2 = Hny2 = HyHx' = Hyx™!

por lo que min(Hx?y) = min(Hyx™") = yx~'.

2.1.  Los gemeradores de Schreier

Dada una transversal de Schreier H de F' , podemos
encontrar unos generadores adecuados para H, ha-
ciendo uso de la funcién f : F — U definida para
todo w € F por fw) = w,donde w = Hwn U. f
tiene las siguientes propiedades:

1. Hw = Hw,Yw € F.

2. w=w.

3. w=wsiysolosiweU.

En efecto,

1. Como w = Hw N U entonces w € Hw y esto
ocurre si y solo si w = hw,h € H por lo que
ww™! € H, lo que equivale a que Hw = Hw.

3

2. Tenemos que w o= NU.Six € wen-
tonces x € Hw N U HwnU = w, lue-
go x € w. Por tanto w C w. De otra parte,
Ww=HwNU=HwnU = w. Por tanto w = w.

3. Siw = wentonces HwNU = {w}. Luegow € U
(pues w € Hw). Siw € U, como w € Hw en-
tonces Hw N U = {w} es decir w = w.

Lema 2.3. Los elementos del conjunto
A= {ux(@x) " |u e U; x € X*}

generan a H.
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Demostracion. Debemos probar que H =< A >. En
efecto, dado que Hux = Hux entonces ux(ux)"' € H
y por tanto A C H. Ahora sea h € H, debemos probar
que & se expresa como producto finito de elementos
de A.Seah = xjx3...x,, x; € X*, 1 <i <nuna
palabra reducida en X*, por el Lema 2.2, H tiene una
transversal de Schreier U. Definamos una sucesion de
elementos de U inductivamente como sigue:

uy =e, U1 = UiXx;, 1<i<n, (EEU)

Sea a; = uixiu;rll = uxwx) ' € A, 1 <i<n,
asi que:
-1 -1 -1 -
ayay Ay = U1 X1Uy Up XUz U3ZX3U, - UpXpld,

— -1
= ULXIXD - XUy,

_ -1
- ehun+l

Dado que aja; ---a, € A C H entonces aja, ---a, €
H, luego u,.; € H, pero u,,; € U, por lo que

upr1 € UNH = {e} y asi u,,; = e. Por tanto
h = ayay - --ay, es decir h es producto de elementos
de A. En consecuencia H =< A >. O

Teorema 2.1. (Nielsen-Schreier) . Sea F un grupo li-
bre y H un subgrupo de F. Entonces Hes libre. Aiin
mds, si |[F : H = gy r(F) = r son ambos finitos,
entonces

rtHy=(r-1)g+1.

Demostracion. Ver ([1], pag. 22). O

El siguiente Teorema es considerado como uno de los
resultados mas importantes en teoria combinatoria de
grupos, garantiza que todo grupo tiene una presenta-
cion. Este resultado fué un pilar fundamental en la
solucion del problema de la palbra de Gauss.

Proposicion 2.1. Todo grupo tiene una presentacion
y todo grupo finito es finitamente presentado.

Demostracion. Sea G un grupo, X € G un conjunto
generador para G y F el grupo libre en X. Como F es
libre en X, para la funcién 6 : X — G existe un tnico
homomorfismo ¢ : F — G tal que ¢y = 6. Ahora,
puesto que X genera a G entonces ¢ es sobreyectiva,
es decir Img = G. Por el primer Teorema de isomor-
fismos, F/Kerp = Img, es decir F/N = G donde
N = Kerg. Por tanto (X|N ) es una presentacion para
G, es decir G = (X|N ).

Supongamos ahora que G es finito, luego F es li-
bre de rango finito, i.e r(F) = |X| < oco. Ademads,
[F : N] = |F/N| = |G| < oo. Por el Teorema
de Nielsen-Schreier #(N) = (IX] — 1)|G| + 1, es de-
cir N = Kerg es libre de rango finito; luego existe
R C N conjunto finito de generadores para N, es decir
N = (R )y como R es el subgrupo normal més pe-
quefio de N que contiene a R entonces N = R. Tene-
mos que F/N = G con N = R, por lo que G = (X|R )
con X y R finitos. Por tanto G es finitamente presen-
tado. U
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Ejemplo 2.1. (X|{1} ) es una presentacion del gru-
po libre en X de rango |X|. En efecto, sea F un gru-
po libre en X, R € F y N = R, la clausura normal
de Ren Fyg : F — F definida para todo x € F
por ¢(x) = x. Claramente ¢ es un homomorfismo,
Ker(p) ={x e Flex) =1} ={xe F|x=1}={l}
vy Im(p) = F. Por el primer teorema de isomorfismos,
F/Ker(p) = Im(p), es decir F = F/{1}. Por tanto
(XI{1} ) es una presentacion para el grupo F libre en
X.

Ejemplo 2.2. (x,y|x>,y*, x" 'y 'xy ) es una presenta-
cion para ZLg el grupo ciclico de orden 6. En efecto,
recordemos que Z¢ = (a) = {1, a, a,a’,at, ad), por
lo que |Zg| =6y a®=1. Sean X = {x,y}, N = R don-
de R = {x3,y*, x 'y 'xy}. Probemos que Z¢ = FIN
donde F es el grupo libre en X. Sea 6 : X — Zg
definida por 0(x) = a*> y 0(y) = a’. Como F es libre
en X, existe un vinico homomorfismo ¢ : F — Zg tal

que ¢|x = 6.

Afirmacion 1: ¢ es sobre. Sea a € Zg, como F es libre
en X = {x,y} entonces F = (X); ademds 7 = yx™' € F
Y 9@ = eox7) = eMe(x) = eM@()) ! =
a*a? = a. Hemos probado que dado a € Zg, existe
z € F tal que a = ¢(2), es decir ¢ es sobre. Por tanto
Img = Zg y por el primer teorema de isomorfismos
F/Kerp = Zs.

Afirmacién 2: N = R = Kerg. Tenemos que R =
(23, y%, x 'y xy); ademds, nétese que:

(%) = (p(x))* = (0(x)* = (@>* =a° =1,

0% = (¢())* = (0’ = (@) =a® = 1,

o7y xy) = (D De(0)e()
= (6(x))" O)) ' 0(0)H(y)
= (@) @)

=1

De lo anterior concluimos que R C Kerp. Ademads,
como Kerg <I F y R es el subgrupo normal mds
pequerio de F que contiene R, entonces N = R C
Kery := H. De otra parte, como N < Hy H < F,
entonces N < H < F y por una consecuencia de los
teoremas de isomorfismo, tenemos que

[F : Nl =[F : Hl[H : Nl 2 [F : H] =
|F/H| = |Zg¢| = 6; la pemiltima igualdad se debe
a que FIH = Zg.

De otra parte, como X = {x,y} genera a F, ne-
cesariamente X = Nxyy = Ny generan a F/N.
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Sea S = {1,%,%°,7, %y, Xy}. Veamos que FIN = S,

en efecto, como X,y generan a F|N, es claro que
S c F/N. Ahora, para probar que FIN C S, basta
ver que xS C S yyS C S. En realidad,

xS = {X, XX, X%, Xy, XXy, X))
= { %3, %, %, T, T )
={% %, 1,0, %9y =S

Como x> =1 en Fy R C N, entonces Y=1len F/N.

38 = (3,55, 5%, 35, 550, 3% 9} =
5, %, %5, 1,5, %} = S.

Como x'y'xy =1yy> =1en FyR C N, en-
tonces xy = y_)cyi2 = len F/N. Asi, FIN Cc S y
como S C F|N entonces FIN = S. En consecuencia
[F:N]=|F/Nl=1|S|=6ycomo[F : N]=1[H:
Fl[H : Nl con [H : F] = 6, entonces [H : N] = 1.
Asi, como
[H:N]=1yN C H, necesariamente N = H, es de-
cir N = Kerg. Por tanto F|/N = Zg y en consecuencia
Zs = (X|R ).

3. Homomorfismos Inducidos y el Test de Susti-
tucion

El Test de sustitucién juega un papel importante al
momento de determinar cuando dado un grupo G con
una presentaciéon G = (X | R ), un grupo H y una fun-
cion 0 : X — H, esta extiende a un homomorfismo
a : G — H, es decir para determinar cuando 6 indu-
ce un homomorfismo @ : G — H. Veremos que tal
extension ocurre si y solo si para todo x € X y para
todo r € R, el hecho de sustituir x por 6(x) en r da la
identidad en H.

Lema 3.1. Sean F, G, H grupos y seanv : F — G,
a : F — H homomorfismos tales que:

DImy=Gy

ii) Kerv C Kera.

Entonces existe un homomorfismo @' : G — H tal
qued’ ov =«

Nota: Lo anterior equivale a que el siguiente diagra-
ma conmute

F——+F

H

Demostracion. Como v : F — G es sobre, dado
geGexiste fe Ftalque g =v(f).Sead’ : G > H
definida para todo g € G por @’(g) = a(f). Respecto
a @’ podemoos afirmar que:

i) @ estd bién definida. En efecto, sean g1,8» € G
tales que g; = g». Como g1, 8o € Gyv : F - G
es sobre, existen fi, f, € F tales que g1 = v(f1) y
g2 = v(f2); pero g1 = g, por lo que v(f;) = v(f2).
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Luego,

V(i) = v(H) = v(fv(p) =1
=y =1

=>v(fi,h=1
= fifs ! € Kerv c Kera
sa(fify) =1

= a(f)) = a(f)
= a(g1) = a'(g2).

ii) @’ es un homomorfismo. En efecto, sean g1,g, €
G. Como v : F — G es sobre, existen fi,f, €
F tales que g1 = v(f1) y g2 = v(f2). Luego,
8182 = v(fv() = v(fif) y @'(g182) = a(fif2) =
a(fa(f) = a’(g)a’(g2).

iii) @’ ov = a. En efecto, paratoda f € F, (&’ ov)(f) =
o (v(f)) = a(f). Portanto @’ o v = a. O

Proposicion 3.1. (7est de Sustitucion).

Sean G = (X | R ), Hun grupoy 6 : X — H una
funcion, entonces 6 extiende a un homomorfismo

a : G — H siy solo si para todo x € X y para to-
do r € R, el hecho de sustituir x por 6(x) en r da la
identidad en H.

Demostracion. Seann : R - F, ¢ : X — F las
funciones inclusién de R en F' y de X en F, respecti-
vamente y sea  : F' — G el homomorfismo canénico

al cociente, viendo a G como F/N donde N = R.

De otra parte, como F es libre en X, para la funcién
6 : X — H existe un unico homomorfismov : F — H
tal que v [x= 6.

=) Supongamos que existe ¢ : G — H homomorfis-
mo que extiende a 6. Luego, para f € F:

a(n(f) = a(m(x|xz. .. X))
=a(x1xy...%,)
= a(xpa(xz)...a(x,)
= 0(x)0(x2)...0(x,)
v(xDu(x) ... u(x,)
v(x1x2 ... %)

= v(f),

donde f = Xxjxp...x,. Asi, para probar el resul-
tado, basta ver que R C Kerv. En efecto, puesto que
G = F/N, entonces R c R = N = Kerrr ¢ Ker(aor) =
Kerv.

Note que si x € Kerr, entonces m(x) = 1g. Lue-
go (@ o m)(x) = a(r(x)) = a(lg) = ly, es decir
x € Ker(a o ) = Kerv. Por tanto, Kermr c Ker(a o ).

<) Supongamos que para todo r € R el hecho de sus-
tituir x por 8(x) en r da la identidad en H, es decir
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supongamos que R C Kerv. En efecto, como R es el
subgrupo normal mds pequefio de F' que contiene a
R, entonces R c Kerv y como R = Kernm, entonces
Kermr ¢ Kerv. Ademds, comov : F - Hyn: F —
G son homomorfismos con Imsmr = G, por el Lema 3.1
se sigue que existe @ : G — H homomorfismo tal que
a o = v. Veamos ahora que « |[x= 6. En efecto, para
todo x € X, a(x) = a(n(x)) = (@om)(x) = v(x) = 6(x)
(La ultima igualdad se tiene pues v |x= 6). Por tanto
a |x= 6, es decir « es una extension de 6. O

El siguiente resultado nos permite calcular una pre-
sentacion del producto directo G X H de dos grupos,
conocidas las presentaciones de cada uno de ellos.

Proposicion 3.2. Sean G y H grupos con presenta-
ciones (X | R )y (Y | S ) respectivamente, entonces
su producto directo G X H tiene una presentacion da-
dapor(X,Y |R,S,[X,Y])donde [X,Y] = {x" 'y 'xy|
xeX, yeY}

Demostracion.

SeanT = RUSU[X,Y]yD =(XUY | T).Por
el Test de Sustitucion, las inclusiones ¢; : X — D
y tp : Y — D inducen homomorfismos ¢ : G — D
yeo : H— D.Seaa : Gx H — D definida por
a(g,h) = ¢(g)p(h). Respecto a @ podemos afirmar
que:

i) a estd bien definida. Esto es claro pues ¢ y ¢ lo
estan.

ii) @ es homomorfismo. Sean (g1,54;) y (g2, ) ele-
mentosde G X H.Como G =(X|R)yH=(Y|S ),

entonces iy = y{'y5* ...y y g2 = x‘f‘ xgz ...x0 don-

dex;eX,yieYye,0;ef{l,-1}paral <i <n,m.
Luego,

(g1, M)(g2, h2)) = (8182, hih2) = P(g182)¢(h1h2)
= ¢(g1)d(g2)p(h)p(ho)
= p(gB(x) x5 . x5 - i e(ha)
= B X5 XS Ly (hy)
= By} Y . YA XS L xr(hy)
= ¢(g)p(h1)d(g2)p(h2)
= a(gr, h)a(g2, hy)
Por tanto @ es homomorfismo.
Por otro lado, sea v : XU Y — G X H definida por
v(x) = (x,1g) y v(y) = (lg,y) para todo x € X

y todo y € Y. Por el Test de Sustitucion, existe
B : D — G x H homomorfismo que extiende a v.

Afirmacién: 8 = a~'. En efecto, sea f € D. Como
D =(XUY|T),entonces f = x{'x5’...x;” donde
xi€e XUYyeg e{l,—1}. Luego

(@0 B)(f) = (B K57 ... 1))
= a(Bx1)* B2 ... Bx)*)
= a(Bx)™)a(B0x)™) .. a(Bx)). ()
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Como x; € XU Y entonces x; € XOx; €Y.

Caso i) Si x; € X, entonces B(x;) = v(x;) = (x;, lp) y
por tanto

a(B(x)") = a((x]', 1)) = n(x)e(1y) = x7' 1y = x7'

Caso ii) Si x; € Y, entonces B(x;) = v(x;) = (1g, x1) y
por tanto

aBx)™) = a(lg, x7') = p(1e)p(x]) = 16x7 = x7'.
Asfi en (*) se tiene que:
(@op)(f) = X125 .

Sea (g,h) € G X H,entonces g € G = (X | R)

€1 ,.€2 €n

.)Cfr = f = idp.

yh e H=(Y|S§ ) entonces g = x|'x’...%" y
h=y7'yy...ymwconx; € Xyy; €Y. Luego,
(Boa)g,h) =pla(g, ) =
B(d()e(h))
= B(#(8)B(p(h))
= BT A5 - BOOTYS -y
= B XS XEBOL Y Y
= v x5 O Y Y
= (72 1)Ly Yy -y
e CORE S W U DI Yec)
= (g

Asi, 8o a = idgxy. Por tanto 8 = o~

De i), ii) y de la afirmacién anterior se sigue que
@ : G X H — D es un isomorfismo. Por tanto
GXH=D=(XUY|T)esdecir, G X H tiene
la presentacion (X, Y | R, S, [X, Y] ). O

Ejemplo 3.1. Dado que Z, el grupo ciclico de or-
den 2 tiene la presentacion {a | a*) y que Z3 el grupo

ciclico de orden 3 tiene la presentacion (b | b*), por el
Teorema anterior se sigue que una presentacion para
Zs = 7, X 7 estd dada por

(a,b | a® b, [a,b] = a”'b ' ab),

lo que coincide con lo mostrado en el Ejemplo 2.2,
donde vimos que (x,y|x>,y*,x" 'y 'xy ) es una pre-
sentacion para ZLg.

4. Conclusiones

1. Dado cualquier grupo F' y cualquier subgrupo
H de F, existe una transversal de Schreier para
H.

2. El Teorema de Nielsen-Schreier nos permite
establecer una conexién entre la teoria com-
biantoria y la teoria geométrica de grupos, pues
a partir de este podemos probar que todo grupo
tiene una presentacion.

3. A futuro creemos que se pueden explorar mas
propiedades de la transversal de Schreier, usan-
do los generadores de la transversal en términos
de la libre psentacién de grupos.
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