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Resumen

Mediante el método de diferencias finitas, MDF, daremos una buena aproximacién numérica de la solucién de la ecua-
cién diferencial parcial que modela el flujo de contaminantes de un acuifero. Para esto, discretizamos el dominio y
usando las aproximaciones adecuadas a las derivadas parciales de la ecuacién reescribiremos el problema como un
sistema algebraico de ecuaciones.

Examinaremos la efectividad de dos esquemas de diferencias finitas: un método explicito y el método de Crank-
Nicolson para el problema a resolver, analizando su consistencia, estabilidad y convergencia. El problema se imple-
menta computacionalmente haciendo uso de software cientifico.

Palabras claves: MDE, acuifero, simulacién, flujo hidrico, contaminantes.

Abstract

By the method of finite differences, MDF, give a good numerical approximation of the solution of the partial differential
equation modeling the flow of contaminants from an aquifer. For this, we discretize the domain and using appropriate
approaches to the partial derivatives of the equation rewrite the problem as an algebraic system of equations.
Examine the effectiveness of two finite difference schemes: an explicit method and the Crank-Nicolson method for
the problem to be solved by analyzing their consistency, stability and convergence. The problem is computationally
implemented using scientific software

Keywords: MDE, aquifer, simulation, water flow, contaminants.




Diana Roca - Msc. Sonia Valbuena / Matua Revista Del Programa De Matemdticas I (2014) 40-51 41

1. Introduction

Los acuiferos son formaciones geoldgicas na-
turales capaces de almacenar y transmitir agua
susceptible de ser explotada en cantidades apre-
ciables para atender diversas necesidades. Son
de suma importancia, ya que representan pa-
ra poblaciones con poco avance tecnolégico un
gran suministro de agua para el desarrollo de ac-
tividades diarias; estos contienen mads del 95 %
del agua dulce disponible del planeta e incluso
en muchas regiones son a menudo la tinica fuen-
te de agua disponible. Ante esta situacién, es de
interés estudiar matematicamente el comporta-
miento del agua en el interior de esta formacién
geoldgica y para esto recurriremos a las herra-
mientas que nos proporciona el andlisis numéri-

CO.

2. Método de Diferencias Finitas

El Método de Diferencias Finitas, esta basado en
las propiedades de los desarrollos de Taylor y en
la definicién de derivada y sus requerimientos
son un dominio acotado y un alto grado de re-
gularidad de la malla. Dicha malla esta forma-
da por un conjunto de puntos llamados nodos,
los cuales son el resultado de las intersecciones
de las n familias de lineas rectas, para el caso de
un espacio n dimensional. Escribir una EDP en
diferencias finitas equivale a escribir una nue-
va ecuacién algebraica evaluada en los puntos
llamados nodos. La solucién en diferencias fini-
tas de una ecuacion diferencial parcial se obtiene
al reemplazar cada una de las derivadas parcia-
les exactas en la ecuacién diferencial por su co-
rrespondiente aproximacion en diferencias fini-
tas. Al aplicar la ecuacién discretizada en cada
punto de la malla se obtiene un sistema de ecua-
ciones denominado sistema de ecuaciones de di-
ferencias finitas. Una vez resuelto el sistema de

ecuaciones de diferencias finitas se obtiene el va-
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lor de la funcién en los nodos de la malla, es de-
cir, que al emplear el método de diferencias fini-

tas se obtiene una solucién aproximada discreta.

3. Planteamiento del Problema

Sea ) C R%, Q) = [0,4] x

borde poligonal y sea T un intervalo de tiempo

[0, b] un dominio con

dado, T = (0,t). El problema que modela los
niveles piezométricos de un acuifero que ocupa
una regién (), esta dado por:

Hallar £, los niveles piezométricos del acuifero,

tales que:
2h 9%k oh
gr v ny __9r 1
"‘(ax2+ay2> o @
donde &« = % equivale al cociente entre la con-

ductividad hidréulica (o permeabilidad del sue-
lo) y el coeficiente especifico de almacenamiento
de agua y dicha ecuacién satisface las siguientes

condiciones iniciales y de frontera:

h(0,y,t) =0 VteT

h(a,y,t) =0 VieT

h(x,0,t) =0 VieT

h(x,b,t) = VieT
0) =

0
h(x,y, f(x,y) Vxe€(0,a),y€ (0,b),t>0

4. Esquema de Diferencias Finitas

Sea h(x,y,t) la funcién que modela nuestro pro-
blema a resolver con variables espaciales x e y y
una variable temporal ¢, con derivadas finitas y
continuas. Supongamos ahora v, ¢ fija, entonces
h es una funciéon dependiente de x, como h es
una funcién que tiene derivadas finitas y conti-
nuas, si desarrollamos el teorema de Taylor para
la funcién h alrededor del punto x, se tiene que:
h(x + Ax) = h(x) + (Ax)H (x)+
(a2

> W(x)—... (2
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h(x — Ax) = h(x) — (Ax)h' (x)+

Sumando (2) y (3) tenemos:

h(x + Ax) 4+ h(x — Ax) = 2h(x)+
(Ax)?H"(x) + ... (4)
Si truncamos los términos de la serie de or-

den mayor que dos y despejando h”(x), obtene-

mos:

W' (x) ~ [h(x + Ax) — 2h(x)+

(Bx)?
h(x — Ax)] (5)

A la anterior ecuacién (5) se le conoce con el
nombre de aproximacién a la segunda derivada
por diferencias centrales. De forma andaloga co-
mo hicimos para la variable x, fijamos ahora x e
t y hallamos una aproximacién a segunda deri-

vada de la funcién h con respecto a la variable

y.

H1(9) = Cra (Y + Ay) — 2000+

h(y —Ay)] (6)

Finalmente, para la variable independiente ¢,

se procede de la misma forma, fijando las varia-
blesxey

W (t) ~ —[h(t + At) — h(t)] 7)

1
Al

y también

W (t) m = [h(t) = h(t — At)] ®)

2l

Las cuales son las aproximaciones a la primera
derivada de la funcién & correspondiente a la va-

riable t.
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4.1. Discretizacién del Dominio del Problema

La discretizacién consiste en trasladar el proble-
ma continuo (complejo) a uno discreto més sen-
cillo de resolver, esto es, reemplazar el dominio
continuo del problema, () x T, por un dominio
discreto llamado malla, esto es, con la discreti-
zacién en vez de obtener el valor de la funcién
h para cada punto del dominio (problema con-
tinuo), se calcula una aproximacién de h, h?,]. en
los nodos (i, j) organizados en una malla para un

determinado tiempo ¢.

Figura 1: Malla del dominio () para un tiempo ¢

Utilizamos los subindices i, para designar las
variables espaciales x,y y el supraindice n pa-
ra designar la variable temporal t. Como se ve
en la figura, la malla de puntos es el resultado
de subdividir el plano x — y en un conjunto de
rectingulos de lados Ax y Ay, mediante lineas
paralelas al eje y, definidas por x; = iAx, con
i = 0,£1,£2,... y lineas paralelas al eje x defi-
nidas pory; = jAy, paraj = 0,+1,+£2,... y todo
esto para un determinado tiempo t,. De modo
que para un tiempo fijo en particular tendremos
como resultado un conjunto de mallas tales co-
mo el de la figura (1) en donde aproximaremos

el valor de la funcién k en cada nodo.

Nota: Para facilitar y simplificar la escritura, de
ahora en adelante notaremos k1 = Ax, ko = Ay

y k3 = At. Al evaluar h en los nodos usaremos
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notaciones como h ,ht para enten-

i+1,7 =170

der de que se trata de.

hilj = h(xi,yj, tn) = h(iky, jko, nk3)
De modo que podemos reescribir las ecuaciones
(5), (6), (7) y (8)de la siguiente manera:

n n
(azh)n' ~ hz—l-l] 2h +h1 1,j (9)
8x2 2 (k])

92h hlanrl 2h;; —l—hz] 1

I 10
(E)y = (kz) 10
n+1
(ah)nﬂ e a1
@) -5

Una vez ya discretizadas las derivadas de la fun-
cién h involucradas en la ecuacién que modela
el flujo hidrico de una acuifero, pasamos a ha-
cer el reemplazo de dichas aproximaciones en la
ecuacion a resolver, obteniendo asi los siguientes

esquemas de diferencias finitas.

4.2. Esquema de Diferencias Explicito

Al reemplazar (9), (10) (11) en la ecuacién (1), y

Ax)z, Ay = (“A)tz yA=AM+A

obtenemos lo que se conoce como Esquema de

haciendo A = (

Diferencias Explicito:

A+ hiqj) + (1= 2A)hi+
Ap(Hfq + i q) = h;{]ﬂ (13)
Dado el anterior esquema de diferencias, desa-
rrollamos para asi obtener el sistema matricial de

ecuaciones, entonces para un tiempo t,1 = ti,

(n = 0) tenemos:
)\2 (hz ,j+1 + hz] 1) (14)

donde h?,]‘ coni =1,.,r—1yj=1.,s—1

son valores previamente conocidos, dados por

las condiciones iniciales y de frontera determi-
nados en el problema. Si fijamos j = 1 para un

tiempo t; tenemos el siguiente sistema matricial:

hip = A, +h- 11) + (1 —2)\)h?,1+
Aa(hy 4+ Hy)  (15)

entonces, Vi = 1, ...,r — 1, tenemos:

Mg = My +hgp) + (1= 2A)h) +
Aa(HS 5+ HY )
hyq = M(Hgy +h1 1) + (1= 2A)h9 1+
Aa(h3 5 +h3,0)

hy, = Al(hg,l + hg,l) +(1- ZA)hg,ﬁ'

)\2<hg,2 + hg,o)

El anterior método de solucion explicito se pue-
de plantear matricialmente para un tiempo t1,

con j = 1 fijo como:

I, o h h s
1 0 0 0
h2,1 hZ,O h2,1 h2,2
hi hd he K
3,1 3,0 3,1 3,2
= A . + A ] + Ay
1 0 0 0
hr 2,1 hr—Z,O hrfz,l hr—2,2
h} 1,1] _hgfl,o_ _h971,1_ _hgfl,z_
donde:
(1-21) A 0
M (1-21)
0 A
A= !
0
(1-21) A
[ M (1-27)

es una matriz tridiagonal de coeficientes.
Si fijamos j = 2 para un tiempo f; tenemos el

siguiente sistema matricial:

hip = A(h) 1, +h- 12) + (1 —2)\)h?,2+
Aa(h)s +H)y)  (16)
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entonces, Vi = 1, ...,r — 1, tenemos:

h%,z = Al(hg,z +hg,) + (1— 2/\)h(f,z"'

Aa(HY 5+ HY4)
h%,z = Al(hg,z + h(l),l) +(1- ZA)hg,ﬁ'
Aa(h35+h3 )
hy, = M(hQ,+h3 1) + (1 —2A)h3,+
Ao(h35+h34)

Analogamente podemos plantear matricialmen-
te el anterior esquema para un tiempo f;, con

j = 2 fijo como:

I M, m, s
1 0 0 0
h2,2 h 2,1 h2,2 h2,3
hi K9 Iy K9
3,2 3,1 3,2 3,3
= A + A + Ay
1 0 0 0
h772,2 hrfz,l hr72,2 hr72,3
_h}71,2_ _hgfl,l_ _h971,2_ _h971,3_
donde:
(1-21) A 0
A (1-21)
0 A
A= !
0
(1-21) A
o ... AM (1-27)

y asi sucesivamente para j = 4,5,...,5 — 1. De
modo que para un tiempo ¢t; hemos hallado to-
dos los valores de la funcién en cada uno de sus
nodos, (i,j) parai =1,..,r—1yj=1,.,s—1,a
partir de los valores nodales de la funcién i para
un tiempo fg, las cuales son conocidas puesto
que son las condiciones iniciales y de frontera
determinados para el problema.

Ahora para un tiempo t,1 = fp, (n = 1) tene-

mos:

)\2 (hll,]+l + hll,]fl) (17)
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donde
h},j = h;li’iji =1,.,r—1j=1,.,s—1
h(l),j = hgclo,ijj =0,..,sy € [0,b]
hy; = h?,.,ijj =0,..,5y€[0,b]
hz‘l,o = hgcl,-,yOVi =0,..,rx€l0,4]
hil,s = h?i,ys‘v’i =0,..rx€l0,4a

son valores conocidos previamente obtenidos
para el caso #;. Si fijamos j = 1 para un tiempo

ty tenemos el siguiente sistema matricial:

h%,l = A(hig, + h}fm) +(1— 2)\)’1},14'
Aa(hiy +hig)  (18)

Procedemos de manera analoga como se hizo
para un tiempo ¢, desarrollamos el esquema pa-
raVi=1,..,r—1paracadajconj=1,..,5s—1
De tal forma que para un tiempo ¢, hallamos to-
dos los valores de la funcién en cada uno de sus
nodos, (i,j), a partir de los valores nodales de la

funcién h para un tiempo t;.

Iteramos el mismo procedimiento para cada
tiempo t,.1 conn = 0,1,2,3,...,m — 1, teniendo
en cuenta que calculamos los valores de la fun-
cién h para un tiempo t,,;1 respectivo a partir de
los valores de la funcién h para un tiempo t;, ya
conocidos, entonces podemos expresar de forma
general el sistema matricial para un tiempo #,1

respectivo de la siguiente forma:

hl(;H-l) _ Azhg,};)q +Ah$) _|_/\2h1(3)+1 (19)

donde A es una matriz tridiagonal definida a
partir del desarrollo del sistema de ecuaciones

obtenido para el tiempo t, correspondiente.

4.3.  Esquema de Diferencias de Crank Nicolson

Si promediamos el esquema de diferencias pro-
gresivas en el n-ésimo paso en t y el esquema de
diferencias regresivas en el n + 1-ésimo paso en
t, usando las aproximaciones (9),(10) y (12) en el

nodo (i,]) para un tiempo n + 1, obtenemos el
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Esquema de Diferencias Finitas Crank Nicol-

son.

A
! [hfjf] KL+ L+ A -
)\2 M
[h:l]Jr—i-ll h?;rll} 2 [ i+1,j + hz 1]]
(T+A)hi;+ [h1]+1 +hi;_ 1] (20)

Para un tiempo t, 1 = t1, (n = 0) tenemos:

A
h1] 1+[ 1hl 1] (1+)\)h1r+

Mg
h1+l]] h1]+1 ho] 1 + hz l]
(1 - /\)h?,] hz+1] hz ,j+1

donde:

Wy =Wy Vi=1,,r=1j=1,,5-1

hO = by, Vi = 0,...,5;y € [0,0]

ho =0,y Vi =0,...,5;y € [0,b]

hOO = hx v Vi=0,..,7;x €0,a]

W, =hg, Vi=0,.,rx €04

son valores previamente conocidos, dados por
las condiciones iniciales y de frontera determi-
nados en el problema. Si fijamos j = 1 para un

tiempo ¢; tenemos el siguiente sistema matricial:

Mo A
——h hl 11+ @+ M)hE + thl
/\ /\ A
2h zh?o lho 11+( —/\)h?,PL
A2
hz+1 1t h?,z

entonces desarrollando el anterior sistema ma-
tricial Vi = 1, ..., — 1 obtenemos el siguiente es-

quema para un tiempo ¢, con j = 1 fijo como:

Mo M Mz
Mo ha M2
M 30 LA 13, A 3,
2 : 2
I M M
1y 10 711 Uty 12]

45

45
[ 70 ] [ 71 ] [ 70 ]
i hl,l hl,z
0 2y 1,
0 1 0
A 3 4B h3, " Az h3,
2 : 2
0 1 0
h772,0 hr 2,1 hr722
0 1 0
_hr—l,O_ hr 1,1 _hr—1,2_
donde:
(1+r) -4 0 0
-3 a+n -3
a_| 0 -% 1+A)
0
: o N (o VR
0 0 “A (1+4)
[(a-n 4 0 0
Fooa-n 3
s | © A (1-1)
0
aoa-n &
0 0 4 (1-A)
y asi sucesivamente paraj = 3,4,5,...,5s — 1. Para
un tiempo t, 1 = tp, (n = 1) tenemos:
1
hz] 11— hl 1 (1+A)h-- th]
h hO 42 h + (1=K +
iji+1 = ij—1 i—1, i,j
hz+1] hz L+l

De modo que para un tiempo f, hemos hallado
todos los valores de la funcién en cada uno de
sus nodos, (i,]), a partir de los valores nodales

de la funcién h para un tiempo #;.

Iteramos el mismo procedimiento para cada
tiempo t,4q conn =0,1,2,3,...,m — 1, teniendo
en cuenta que calculamos los valores de la fun-
cién h para un tiempo t,,1 respectivo a partir de

los valores de la funcién / para un tiempo t, ya
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conocidas, entonces podemos expresar de forma
general el sistema matricial para un tiempo #,1
respectivo de la siguiente forma:

A2 (n+1)
- jhi,jﬂ

A2 (n+1) (n+1)
= 22+ an]

Aah{t) B + A1)

donde A y B son matrices tridiagonales defini-
das a partir del desarrollo del sistema de ecua-

ciones obtenido para el tiempo t, correspon-

diente.

5. Consistencia, Estabilidad y Convergencia

5.1. Consistencia

Definicién 5.1. Dada una ecuacién diferencial
parcial Ph = F y un esquema de diferencias fini-
0w _ m . .
tas PAhi/j = Fi,j' decimos que el esquema de di-
ferencias finitas es un esquema consistente con
la ecuacién diferencial parcial si para cualquier
.z n n
funcién suave ¢(x,y,t), P(,bl-,]- - PA‘Pi,j converge
puntualmente a cero cuando ki, ky y k3 conver-

gen a cero.

Teorema 5.1. El esquema de diferencias Explici-
to (13) es un esquema consistente con la ecuacién

diferencial parcial iy = a(hyy + hyy).

Demostracion: Sea ¢ una funcién suave. Defina-

mos los siguientes operadores P¢ y Pr¢;'; por

P = ¢t — a(Pxx + dyy)

y
1
_ o — 9l bl — 200 T 9
Pl =201 4 P
i 2T g

Claramente ¢ es una funcién de tres variables,
x,Y,t; si fijamos dos de sus variables podemos
aplicar el teorema de Taylor, ya que ¢ es diferen-
ciable por ser suave. En efecto, dejemos varian-

do a ¢, fijando a x,y y apliquemos el teorema de
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Taylor alrededor del punto (i, j, n), entonces ob-
tenemos la siguiente aproximacién evaluada en

el punto (i,j,n+1):

4’3}‘“ = ¢+ k34>t|zj+ O(k3)?

Analogamente obtenemos las siguientes aproxi-

maciones para ¢, | iy ot js ast:

n n n (kl)z
<Pi+1,j = 4’1’,]' + k1¢x’i,j+ 2

(ky)?
3!

k 2
¢l =P — kl%‘?,ﬁ( ;)

(k1)
3!

y las aproximaciones para ‘P?j a1y 4){1]-_1, asi:

n n n (kz)z
Pijr1 =i+ k2§by’i,j+ )

k)3
)" 32!) Pyyy;+ Oka)*

(Pxx|:]+

(Pxxx |:]+ O(k1)4

¢xx’:-1’j*

3
bexx ‘Zﬂ‘ O(k1)4

<Pyy‘zj+

o i (k)?
bij1=ij— k24’y’i,/‘+ 5 ‘Pyy‘i,j_

k»)3
(;) 4’yyy|zj+o(k2)4

donde (PX |:]/ (Py‘:i]/ (Pt ’Z]/ (Pxx |Z]/ (PW|Z]’ (PXXX‘Z]' y

Pyyy| ?]. representan las derivadas de ¢ de primer,

segundo y tercer orden con respectoa x,y y .

Como ki, ky y k3 # 0, tenemos:

ot — g
WTZ'] = ¢t|Z]’+ O(ks) (23)
Pir; = 200 T 9
e = el o)t @
Pri1 — 295+ 9
= (kzl)]z = = ¢§ly’:fj+ O(k2)* (25

Reemplazando (23), (24) y (25) en (22) tenemos

Pagl; = ¢ul} = (al |l +
O(k1)* + O(k2)* + O(k3)
Evaluando P¢ en el punto (iky, jko, nks), se tiene
que
Pg}; — Pag; = O(k1)* + O(k2)* + O(k3)

Ahora bien, si k1, kp, k3 tienden a cero, entonces

O(k1)?,0(ky)?, O(k3) converge a cero.
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Por lo anterior P4>;jj - PAcp{fj converge a cero, y
por lo tanto el esquema de diferencias finitas
explicito es consistente con la ecuacién diferen-

cial bt = a(hyy + hyy). O

Teorema 5.2. El esquema de diferencias finitas
de Crank Nicolson (20) es un esquema consis-
tente con la ecuacién diferencial parcial h; =

o (hyy +hyy).

Demostracion: Se sabe de la seccién (4.3) que el
esquema de diferencias finitas de crank nicolson
es es el resultado de promediar los esquemas en
diferencias finitas hacia adelante y hacia atras.
Tomando los promedios de esas aproximaciones
en un procedimiento andlogo al del teorema (5.1)
se tiene que el esquema de diferencias finitas de
Crank Nicolson es consistente con la ecuacién

diferencial by = a(hyx + hyy). O

5.2. Estabilidad

Definicién 5.2. Analisis de estabilidad de Fou-
rier

La condicién de estabilidad de un esquema de
diferencias finitas sera satisfecho si la amplitud
de cualquier error " no crece con el tiempo, es

decir la relacion:

€n+1
G| =| i <1 (26)
donde la cantidad G, definida:
n+1
G= (:gn (27)

es el denominado factor de amplificacién del
error, y estd en funcién del intervalo de tiempo y

de las particiones espaciales.

Teorema 5.3. El esquema de diferencias Explici-

to (13) es un esquema estable para A < 1/2.

Demostracion: Cualquier condicién de estabi-
lidad para el caso del esquema de diferencias
Explicito puede ser determinado usando la ex-
presién (28) en la ecuacion de diferencias finitas.

E.. = ¢"elPikieibika (28)

i,jn

47

El cual representa en nuestro anélisis, el com-
portamiento del error en un nodo arbitrario (i, j)
para un tiempo arbitrario discreto t. De acuer-
do al analisis de Fourier, cualquier error que se
obtenga durante el proceso de diferencias finitas
es parte de la solucién y también debe resolver
la ecuacién de diferencias finitas algebraica. De-
bido a que la ecuacién en diferencias finitas es
lineal, podemos considerar el error por separa-
do. Luego (28) debe resolver (13), y al sustituir y

simplificar la expresién finalmente obtenemos:
g=1-4 mnﬁ@ - Aﬁ;ﬂ@
como sin?(8) < 1, se tiene:
E<1—4[A —Ay)

Ahora por la condicién de estabilidad dada en

(26) se debe cumpler que:

—1<1—-4[A — Ay
4(A+Ap) <2

(AM1+22) <172 (29)

De modo que si hacemos A = A1 + A3, entonces
A<1/2,A1 £1/2y Ay <1/2.Lacual es la con-

dicién de estabilidad del método explicito. O

Teorema 5.4. El esquema de diferencias finitas
de Crank Nicolson (20) es un esquema estable

para todo A > 0.

Demostracion: La prueba de esta demostracién
es andloga al procedimiento usado para pro-
bar (5.3). Por lo que se sigue que el método de
Crank Nicolson es incondicionalmente estable

para cualquier A > 0. O
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5.3. Convergencia

Definicién 5.3. Un esquema en diferencias fini-
tas que aproxima una ecuacién diferencial par-
cial es un esquema convergente si para cual-
quier solucién de la ecuacién diferencial par-
cial, H(x,y,t), y las soluciones del esquema
en diferencias finitas, h(xi,y]', t,) son tal que
h(xi,y]-,O) — H(x,y,0) cuando iky — x,y jko —
y se cumple que
kl,klzi,llgaoh(xi'yj' tn) = H(x,y,t)

Teorema 5.5 (Teorema de Equivalencia de Lax—
Richtmyer). Un esquema de diferencias finitas
consistente para una ecuacién diferencial par-
cial tal que el problema de valor inicial esta bien

planteado es convergente si y solo es estable.
Demostracion: Véase texto [2]. O

Teorema 5.6. El esquema de diferencias finitas
Explicito (13) es un esquema convergente si A <

1/2.

Demostracion: En  secciones anteriores se
mostré la consistencia y estabilidad de el esque-
ma de diferencias progresivas para A < 1/2, de
modo que por el teorema anterior se sigue que
el esquema de diferencias progresivas converge

siempre que A < 1/2. O

Teorema 5.7. El esquema de diferencias finitas
de Crank Nicolson (20) es un esquema conver-

gente para A > 0.

Demostracion: Se sigue directamente del teore-

ma 5.2y 5.4y el teorema de Lax-Richtmyer. [J

6. Aplicaciones, anilisis y resultados

Simularemos mediante el lenguaje de programa-
cién MatLab el problema de hallar los niveles
piezométricos de un acuifero para un caso par-
ticular de un acuifero cuyo suelo esta formado
por gravas limpias, en este caso la conductivi-

dad hidraulica oscila de 1 a 100 cm/seg. Fijemos
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K = 15 cm/seg y una capacidad de almacena-
miento de 10000 cm® y definimos los valores de
los pardmetros. Ahora para el caso en que usa-
mos el esquema de diferencias explicito primero

que todo definamos los

= Tomamos 10 particiones espaciales en un
dominio QO = [0,1] x [0,1] de modo que
ki =k, =0.1.

= Tomamos k3 = 0.01 como la variacién para

el tiempo.

= Tomamos &« = 0.0015 el cual es el cocien-
te entre los dos pardmetros hidraulicos,
por lo cual tenemos que A = 0.003, A} =

0.0015, A, = 0.0015.

= Consideremos valores para los niveles pie-
zomeétricos en un tiempo inicial dados por

la funciénf (x) = sin(2mx)sin(27my).

La solucién exacta de la ecuacion con estos
pardmetros esta dada por la funcién

H(x,y,t) = exp(0.00157%t)sin(2mx)sin(2my).
Ahora para el caso en que usamos el método
explicito graficamos la solucién aproximada y la
solucién analitica para efectos de comparacién
obteniendo una buena aproximacién como se ve

en la figura (2)

Bl Soicito 20 EIEIE

Gréfica de Soluciones: Explicito Vs Analitica

Figura 2: Aproximacion por Esquema Explicito

Podemos ver que hemos obtenido una buena
aproximacién con respecto a la solucién analiti-

ca, pues los valores de A,A1,A; < 1/2 y por
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teorema 5.6 se tiene que este esquema explicito

converge.

Sin embargo, si variamos el pardmetro en & = 15
(con K > 100 y un bajo coeficiente de al-
macenamiento) tenemos que los valores de
A1, A2 > 1/2, de tal forma que sobrepasan los
limites de estabilidad especificados en el teore-
ma (5.3), lo que significa que el esquema de di-
ferencias explicito es condicionalmente estable,

como se observa en la figura (3).

Gréfica de Soluciones: Explicito Vs Analitica

Solucién Analitica

Parametros!

Particiones en el eje X

Valor Lamhda

Valor Lamhda 1

P jo Y
I

Valor Lambda 2

Figura 3: Estudio de la condicién de estabilidad

para el método explicito

El error absoluto obtenido en este caso nos con-
firma la condicién de estabilidad del método co-

mo se puede observar en las tablas a seguir.

Figura 4: Error absoluto para el método explicito

para t = 0.01
soluciones

Exacta | Aproximada usando Explicito Error
ng Absoluto
1 1.5184 -3.6135 5.132
2 2.4568 -5.8467 8
3 2.4568 -5.8467 8.304
4 1.5184 -3.6135 5
5 o 0 o
] -1.5184 3.6135 -5
7 -2.4568 5.8467 -8.304
8 -2.4568 5.8467 -8
9 -1.5184 3.6135 -5.132
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Figura 5: Error absoluto para el método explicito

para t = 0.02
soluciones

Exacta |Aproximada usando Explicito Error
ng Absoluto
1 6.6732 37.7934 -31.120
2 10.7974 61.151 -50.354
3 10.7974 61.151 -50.354
4 6.6732 37.7934 -31.120
5 o o 0.000
6 -6.6732 -37.7934 31120
7 -10.7974 -61.151 50.354
g -10.7974 -61.151 50.354
9 -6.6732 -37.7934 31120

Figura 6: Error absoluto para el método explicito

parat = 0.03
soluciones

Exacta | Aproximada usando Explicito Error
ng Absoluto
1 29.3278 -395.3 424.63
2 47.4533 -639.6 687.05
3 A47.4533 -639.6 687.05
4 29.3278 -395.3 424.63
3 0 0 0.00
6 -29.3278 395.3 -424.63
7 -47.4533 639.6 -687.05
8 -47.4533 639.6 -687.05
9 -29.3278 395.2 -424.63

Figura 7: Error absoluto para el método explicito

para t = 0.04
soluciones

Exacta |Aproximada usando Explicito Error
ng Absoluto
1 128.892 4134 -4,005.108
2 208.552 6689 -6,480.443
3 208.552 6689 -6,480.448
4 128.892 4134 -4,005.108
E o o 0.000
6 -128.892 -4134 4,005.108
7 -208.552 -6689 6,480.448
8 -208.552 -6689 6,480.448
9 -128.892 -4134 4,005.108

Figura 8: Error absoluto para el método explicito

parat = 0.05
soluciones

Exacta | Aproximada usando Explicito Error
ng Absaluto
1 566.5 -43240 43,806.500
2 916.6 -69960 70,876.600
3 916.6 -b69960 70,876.600
4 566.5 -43240 43,806.500
5 0 o 0.000
6 -566.5 43240 -43,806.500
7 -916.6 69960 -70,876.600
8 -916.6 69960 -70,876.600
9 -566.5 43240 -43,806.500
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Nota: En las anteriores tablas se muestra el error
para el método explicito cuando los valores de
los parametros son mayores a los permitidos por
la condicién de estabilidad de dicho método. Es-
te error fue hallado mediante la diferencia entre
los valores exactos de la solucién y los aproxi-
mados usando explicito. La anterior tabla solo
muestra los valores del error para una porcién
de los valores tomados de la matriz solucién pa-

ra el instante de tiempo especificado.

Por otro lado al usar el esquema de diferencias
de crank nicolson, si graficamos ambas solucio-
nes la aproximada por método crank nicolson y

la exacta obtenemos:

Grafica de Soluciones:Crank Nicolson Vs Analitica

ion por MDF

Solu

Parametros!

Particiones en el eje X

Valor Lambda
Valor Lambda 1

Valor Lambda 2

Figura 9: Aproximacién por esquema de crank ni-

colson

Notemos que al igual que en el esquema de di-
ferencias anteriormente utilizado hemos hallado
una buena aproximacién con respecto a la solu-
cién analitica que, a diferencia del método an-
terior, el método de crank nicolson es incondi-
cionalmente estable. De la figura (10) a la (14)
se muestra una comparacién sobre la efectividad
de cada método con base en el calculo de sus
errores. Para esto usamos los valores registrados
entre la tabla de valores exactos de la solucién y
los aproximados usando explicito y nicolson en

cada instante de tiempo.

50

50

Figura 10: Tabla comparativa Explicito - Nicolson

parat = 0.01
ne Explicito | Nicolson
P I — 35 e "o
- : ot T

Figura 11:

Tabla comparativa Explicito - Nicolson

parat = 0.02
soluciones
R m——r = o
i m— o oo
e m— e S|
ERE ) m— e e

Figura 12: Tabla comparativa Explicito - Nicolson

parat = 0.03

Soluciones
Exacta | Aproximada usando Explicito | Aproximada usando Cr Error Absoluto

ne Explicito | Nicolson
1 | o456 0.3443 03418 00013 | o00¢
2 | 05593 0.5571 0,538 00022 | 0006
3 | 05593 0.5571 0.5543 00022 | 0005
4 | oass6 0.3423 03431 00013 | 0003
5 ) ) 0.0008 0.0000 | -0.001
6 | -0345 03443 -0.3418 00013 | -0.004
7 | -055%3 05571 05538 00022 | -0.006
8 | -05593 05571 05543 00022 | -0005
9 |-03as6 -0.3443 -0.3431 00013 | -0003

Figura 13: Tabla comparativa Explicito - Nicolson

parat = 0.04
soluciones
PRI m— ez oo oot
i : o S| oonr
R — o oo | oo

Figura 14: Tabla comparativa Explicito - Nicolson

para t = 0.05
ne Explicito | Nicolson
ERET  m— oo oo
R : o oo |oon
P ] T oot
R ) — oo oo oo
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Nota: En las anteriores tablas se muestra el error
absoluto para cada método. La anterior tabla so-
lo muestra los valores del error para una porcién
de los valores tomados de la matriz solucién pa-

ra el instante de tiempo especificado.

7. Conclusiones

Luego de conocer y aplicar el método de di-
ferencias finitas, es posible afirmar que este es
un recurso efectivo al momento de encontrar la
solucién del problema de los niveles piezométri-
cos del acuifero con determinadas condiciones
iniciales y de frontera de dirichlet homogénea,
pues graficamente y numéricamente hemos po-
dido observar los errores de aproximacién que
nos arrojan al momento de usar cualquiera de
los esquemas bien sea explicito o de crank nicol-
son son muy pequefios con respecto a la solucién

analitica.

Por otra parte aplicar éste método, suele ser
més conveniente, ya que usando MDF nues-
tro problema continuo se convierte en un sen-
cillo sistema de ecuaciones algebraicas el cual
es resuelto utilizando conocimientos de célcu-
lo y algebra lineal. Ademads, podemos concluir
que el esquema de diferencias progresivas es
sencillo de implementar computacionalmente y
eficientemente convergente, teniendo en cuenta
su condicién de estabilidad para el parametro A
de dicha ecuacién. Por otra parte el esquema de
crank nicholson es incondicionalmente estable,
puesto que para este método no hay restriccio-
nes para los valores de A, aunque exige mas
computacionalmente y requiere de méds nodos

para aproximar la soluciéon que el explicito.

Finalmente, se puede concluir que el método
de diferencias finitas es efectivo, confiable, sen-
cillo y rdpido para resolver problemas en los que
se requiera hallar aproximaciones de ecuaciones
diferenciales parciales de acuerdo a las carac-
teristicas propias del problema que modela el

flujo de contaminantes disueltos en un acuifero.
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