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Vol. I , No 1, (2014)

Una Caracterización de la γ-normalidad a través de cierta
clase de funciones

A Characterization of γ-normality through certain class of
functions

Carlos Carpintero1
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Resumen

En este trabajo se considera una generalización del clásico concepto de normalidad, conocido como γ-normalidad [7],
mediante la noción de operador asociado a una topologı́a. También se extiende la noción clásica de función continua y
se demuestra un resultado análogo al Lema de Urysohn que caracteriza los espacios γ-normales.
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Abstract

In this article we consider a generalization of the classic normality concept, called γ-normality [7], by using the notion
of associated operator to a topology. Also we extend the classic notion of continuous function and prove an analogues
to the Urysohn’s Lemma which characterize the γ-normal spaces.
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1. Introduction

En 1963, Norman Levine comenzó el estu-

dio de la generalización de conjuntos abiertos

de un espacio topológico con la introducción

de los conjuntos semi-abiertos. Su trabajo [12],

fue fuente de inspiración no sólo para la gene-

ralización de la noción de conjunto abierto en

otros contextos, sino que también sirvió de mo-

tivación o inicio para que muchos matemáticos

abordaran la investigación de formas generali-

zadas de otras nociones de la topologı́a general

que se pueden expresar en términos de éstas,

tales como las nociones de continuidad, compa-

cidad, propiedades de separación, entre otras.

Es ası́ como se ha originado una extensa literatu-

ra respecto a estos temas, entre los que se tienen

como referencia básica los trabajos de Abd El-

Monsef et al. [1], Andrijević [5], Mashhour et

al. [13] y Njastad [14], en los que se definen los

conjuntos β-abiertos, b-abiertos, preabiertos y

α-abiertos, respectivamente. Posteriormente, S.

Kasahara introduce en [11] la noción de ope-

ración u operador asociado a una topologı́a τ

sobre un conjunto X, la cual resultó una herra-

mienta muy versátil, pues abrió mayores posi-

bilidades y nuevos enfoques para el estudio de

nuevas clases de conjuntos y propiedades gene-

ralizadas de separación, continuidad, compa-

cidad y otras nociones clásicas de la topologı́a

general, presentadas ahora en un contexto más

amplio. En este sentido, H. Ogata [15] define la

noción de conjunto τγ-abierto para un opera-

dor γ asociado a una topologı́a τ sobre X. En

una forma similar Á. Császár también introdu-

ce en [10] y [9], para ciertas clases de operado-

res γ : P(X) → P(X), la noción de conjunto

γ-abierto, que le permite definir y estudiar los

espacios γ-compactos. Si bien en este contexto

se han estudiado exhaustivamente tanto gene-

ralizaciones, como axiomas débiles de separa-

ción, recientemente han aparecido investigacio-

nes relacionadas con la generalización de otras

propiedades de separación como normalidad

y regularidad, tal es el caso de B. Ahmad y S.

Hussain, quienes introducen en [2], los espacios

γs-normales, ası́ como también los matemáticos

C. Basu et al. [6] que presentaron y caracteriza-

ron los espacios γ-β-normales, éstos como una

generalización de los espacios β-normales intro-

ducidos anteriormente por S. Tahiliani en [16].

Otras formas generalizadas de normalidad son

estudiadas en [3], [4], [8] y [17]. Todas las formas

de normalidad citadas anteriormente son unifi-

cadas por C. Carpintero et al. en [7], usando la

noción de γ-normalidad.

En este trabajo se continúa el estudio de los

espacios γ-normales introducidos en [7]. Se ex-

tiende la noción clásica de función continua y en

base a los resultados obtenidos en [7], se muestra

un resultado análogo al Lema de Urysohn que

permite obtener otra caracterización alternativa

para los espacios γ-normales.

2. Conjuntos γ-Abiertos y Espacios γ-

normales

En esta sección se introduce y estudia la no-

ción de conjunto γ-abierto en el sentido de A.

Császár, en un espacio topológico (X, τ), do-

tado de una aplicación γ : P(X) → P(X). Se

presentan además, ciertas nociones de clausura

e interior de un conjunto y algunas propiedades

básicas de éstas. Finaliza esta sección con la in-

troducción de los espacios γ-normales y algunas

caracterizaciones.

Definición 2.1. Sea (X, τ) un espacio topológi-

co. Un operador asociado a la topologı́a τ sobre

X es una aplicación γ : P(X) → P(X) tal que

U ⊆ γ(U), para todo U ∈ τ.

Definición 2.2. Sean (X, τ) un espacio topológi-
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co y γ : P(X) → P(X) un operador asociado a

τ. Se dice que γ es monótono, si dados A, B ⊆ X

tales que A ⊆ B se cumple que γ(A) ⊆ γ(B).

Observación 2.3. Dadas dos aplicaciones γ, γ′ :

P(X) → P(X). Se define γ � γ′, si γ(A) ⊆

γ′(A) para todo A ⊆ X. En particular, si γ y γ′

son operadores asociados a una topologı́a τ so-

bre X, la relación γ � γ′ define un orden parcial

sobre la colección de todos los operadores aso-

ciados a una misma topologı́a τ sobre X. Tam-

bién pueden determinarse otros operadores aso-

ciados a partir de γ y γ′, a través de las operacio-

nes conjuntistas básicas de unión e intersección.

Es ası́ como resultan:

(γ ∨ γ′)(A) = γ(A) ∪ γ′(A) ∀A ⊆ X;

(γ ∧ γ′)(A) = γ(A) ∩ γ′(A) ∀A ⊆ X,

o mediante la composición

(γ ◦ γ′)(A) = γ(γ′(A)) ∀A ⊆ X.

En lo sucesivo, se denotará γγ′ en lugar de

γ ◦ γ′.

De manera natural, sobre un espacio to-

pológico (X, τ), siempre se cuenta con los ope-

radores clausura cl : P(X) → P(X) e interior

int : P(X) → P(X) asociados a τ. El siguiente

ejemplo ilustra como se obtienen otros operado-

res asociados a τ, mediante las operaciones an-

teriormente descritas.

Ejemplo 2.4. Sean (X, τ) un espacio topológico

y γ : P(X)→ P(X), definido por:

(1) γ(A) = A, para todo subconjunto A ⊆ X;

(2) γ(A) = cl(A), para todo A ⊆ X;

(3) γ(A) = int(A), para todo A ⊆ X;

(4) γ(A) = clint(A) = cl(int(A)), para todo

A ⊆ X;

(5) γ(A) = intcl(A) = int(cl(A)), para todo

A ⊆ X;

(6) γ(A) = intclint(A) = int(cl(int(A))), pa-

ra todo A ⊆ X;

(7) γ(A) = clintcl(A) = cl(int(cl(A))), para

todo A ⊆ X;

(8) γ(A) = (clint ∨ intcl)(A) = cl(int(A)) ∪

int(cl(A)), para todo A ⊆ X.

Note que en cada uno de los casos anteriores

γ es un operador monótono asociado a τ. En los

siguientes ejemplos, se muestran otras formas de

obtener operadores asociados a una topologı́a,

y además se exhibe la existencia de operadores

asociados que no son monótonos.

Ejemplo 2.5. Sean (X, τ) un espacio topológico

y f : X → X una función. Considere la aplica-

ción γ : P(X) → P(X), definida por γ(A) =

f−1( f (A)) para todo A ⊆ X. Observe que γ es

un operador monótono cualquiera sea la función

f . Mientras que γ es el operador identidad sobre

P(X), si f es inyectiva.

Ejemplo 2.6. Considere R con la topologı́a usual

y γ : P(R) → P(R) la aplicación definida por

γ(U) = R− ∂(U), donde ∂(U) denota la fron-

tera topológica de U. Considere A = {1} y

B = R − {0}. Entonces A ⊆ B, pero γ(A) no

está contenido en γ(B), pues γ(A) = R− {1} y

γ(B) = R−{0}. Por lo tanto, γ no es monótono.

En lo sucesivo, se considera un espacio to-

pológico (X, τ), junto con una aplicación γ :

P(X)→ P(X) que satisface:

A ⊆ B ⇒ γ(A) ⊆ γ(B), (1)

γ(∅) = ∅, γ(X) = X, (2)

G ∩ γ(A) ⊆ γ(G ∩ A); ∀G ∈ τ, A ⊆ X (3)

Observación 2.7. Según las condiciones (2) y (3),

resulta

G = G ∩ X = G ∩ γ(X) ⊆ γ(G ∩ X) = γ(G).
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Ası́ G ⊆ γ(G), para todo abierto G, en conse-

cuencia γ : P(X)→ P(X) es un operador asocia-

do a τ en el sentido de la Definición 2.1. Además

por la condición (1), γ es monótono. Note tam-

bién que toda aplicación γ : P(X) → P(X) que

satisfaga (1), (2) y (3) es tal que γ � cl. En efecto,

(X− cl(A))∩γ(A) ⊆ γ((X− cl(A))∩A) = γ(∅) = ∅.

Para la clase de aplicaciones antes descritas,

Á. Császár [9] introduce la siguiente noción.

Definición 2.8. Sean (X, τ) un espacio topológi-

co y γ : P(X) → P(X) una aplicación que satis-

faga (1), (2) y (3). Un subconjunto A ⊆ X se dice

γ-abierto, si A ⊆ γ(A). El complemento de un

conjunto γ-abierto, se dice γ-cerrado.

Observación 2.9. Todo conjunto abierto es un

conjunto γ-abierto, pues de la Observación 2.7,

G ⊆ γ(G) para todo abierto G. En consecuencia,

la colección de los conjuntos γ-abiertos contiene,

no sólo a la clase de los conjuntos abiertos, si no

también a la clase de los conjuntos τγ-abiertos

estudiados en [15].

Seguidamente, se enuncian una serie de pro-

piedades básicas de los conjuntos γ-abiertos

(resp. γ-cerrados).

Teorema 2.10. [7, Lema 3.1]. Sean (X, τ) un es-

pacio topológico y γ : P(X)→ P(X) una aplica-

ción que satisfaga (1), (2) y (3). La unión (resp.

intersección) arbitraria de conjuntos γ-abiertos

(resp. γ-cerrados) es un conjunto γ-abierto (resp.

γ-cerrado).

Los operadores descritos en el Ejemplo 2.4,

satisfacen las condiciones (1), (2) y (3). En el si-

guiente ejemplo, se muestra que existen opera-

dores asociados que son monótonos, pero que no

satisfacen la condición (3).

Ejemplo 2.11. Sea R con la topologı́a usual.

Considere la función f : R → R, definida

por f (x) = 0 para todo x ∈ R. Defina γ co-

mo sigue γ(A) = f−1( f (A)), para todo A ⊆

X, entonces A ⊆ f−1( f (A)) = γ(A). Ası́, γ

es un operador asociado a la topologı́a τ. Ob-

serve que γ satisface las condiciones (1) y (2),

pero no la condición (3). Pues si se considera

U = (0, 2) y A = [3, 4], entonces se tiene que

U ∩ f−1( f (A)) = (0, 2) y f−1( f (U ∩ A)) = ∅.

Para las nociones de conjuntos γ-abiertos y

conjuntos γ-cerrados, Á. Császár introduce las

definiciones del γ-interior y la γ-clausura de un

conjunto como siguen.

Definición 2.12. Sean (X, τ) un espacio to-

pológico y γ : P(X) → P(X) una aplicación que

satisfaga (1), (2) y (3). El γ-interior de A, denota-

do por intγ(A), es la unión de todos los conjun-

tos γ-abiertos contenidos en A. Es decir,

intγ(A) =
⋃
{U : U es γ-abierto y U ⊆ A}.

La γ-clausura de A, denotada por clγ(A), es la

intersección de todos los conjuntos γ-cerrados

que contienen a A. Es decir,

clγ(A) =
⋂
{F : F es γ-cerrado y A ⊆ F}.

Observación 2.13. Como consecuencia

del Teorema 2.10, se obtiene que el

γ-interior de un conjunto A es un conjunto γ-

abierto y la γ-clausura de A es un conjunto γ-

cerrado.

Seguidamente se muestran algunas propie-

dades básicas del γ-interior y la γ-clausura.

Teorema 2.14. [7, Teorema 3.1]. Sean (X, τ) un

espacio topológico y γ : P(X) → P(X) una apli-

cación que satisfaga (1), (2) y (3). Para cualquier

par de subconjuntos A y B de X, se satisfacen las

siguientes propiedades:

(1) A es γ-abierto si y sólo si A = intγ(A).

(2) Si A ⊆ B, entonces intγ(A) ⊆ intγ(B).

(3) intγ(A) ∪ intγ(B) ⊆ intγ(A ∪ B).

(4) intγ(A ∩ B) ⊆ intγ(A) ∩ intγ(B).
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(5) int(A) ⊆ intγ(A).

Teorema 2.15. [7, Teorema 3.4]. Sean (X, τ) un

espacio topológico y γ : P(X) → P(X) una apli-

cación que satisfaga (1), (2) y (3). Para cualquier

par de subconjuntos A y B de X, se satisfacen las

siguientes propiedades:

(1) A es γ-cerrado si y sólo si A = clγ(A).

(2) Si A ⊆ B, entonces clγ(A) ⊆ clγ(B).

(3) clγ(A ∩ B) ⊆ clγ(A) ∩ clγ(B).

(4) clγ(A) ∪ clγ(B) ⊆ clγ(A ∪ B).

(5) clγ(A) ⊆ cl(A)

Teorema 2.16. [7, Teorema 3.2]. Sean (X, τ) un

espacio topológico, A ⊆ X y γ : P(X) → P(X)

una aplicación que satisfaga (1), (2) y (3). Enton-

ces para cualquier x ∈ X, x ∈ clγ(A) si y sólo si

U ∩ A , ∅, para cada conjunto γ-abierto U de X

que contiene a x.

Teorema 2.17. [7, Teorema 3.3]. Sean (X, τ) un

espacio topológico y γ : P(X) → P(X) una apli-

cación que satisfaga (1), (2) y (3). Para cualquier

subconjunto A de X, se tiene que X − clγ(A) =

intγ(X− A).

Obviamente de las leyes de De Morgan, sigue

que

clγ(X− A) = X− intγ(A)

m

intγ(X− A) = X− clγ(A)

Teorema 2.18. [7, Lema 4.2]. Sean (X, τ) un es-

pacio topológico y γ : P(X) → P(X) una apli-

cación que satisfaga (1), (2) y (3). Si U ∈ τ y A

es un conjunto γ-abierto, entonces U ∩ A es un

conjunto γ-abierto.

A continuación se introducen los espacios γ-

normales.

Definición 2.19. Sean (X, τ) un espacio to-

pológico y γ : P(X) → P(X) una aplicación que

satisfaga (1), (2) y (3). Se dice que X es un espa-

cio γ-normal si para cada par de subconjuntos

γ-cerrados y disjuntos A y B de X, existen con-

juntos γ-abiertos y disjuntos U y V de X tales

que A ⊆ U y B ⊆ V.

Es importante destacar que conforme a lo in-

dicado en [7, Observación 3.4], la definición an-

terior unifica las formas de normalidad estudia-

das en [6], [2], [3], [4], [8], [16] y [17]. En el si-

guiente teorema se caracterizan los espacios γ-

normales.

Teorema 2.20. [7, Teorema 5.10]. Sean (X, τ) un

espacio topológico y γ : P(X) → P(X) una apli-

cación que satisfaga (1), (2) y (3). Los siguientes

enunciados son equivalentes:

(1) X es un espacio γ-normal.

(2) Para cada subconjunto γ-cerrado A de X y

cada subconjunto γ-abierto U de X tal que

A ⊆ U, existe un subconjunto γ-abierto V

tal que A ⊆ V ⊆ clγ(V) ⊆ U.

(3) Si A y B son subconjuntos γ-cerrados

disjuntos de X, existe un subconjunto γ-

abierto V de X tal que A ⊆ V y clγ(V) ∩

B = ∅.

Todo espacio normal es un espacio γ-normal,

pero no todo espacio γ-normal es un espacio

normal. Como se exhibe en el ejemplo que sigue.

Ejemplo 2.21. Sean X = {a, b, c} y τ =

{∅, X, {a}, {a, b}, {a, c}}. Considere el operador

γ : P(X) → P(X) definido por γ(A) = cl(A).

Entonces, X es un espacio γ-normal pero no es

normal.
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3. γ-Normalidad bajo Funciones γ-Continuas

En esta sección se introduce la clase de fun-

ciones γ-continuas y se presenta una caracteri-

zación de la γ-normalidad a través de esta clase

de funciones.

Definición 3.1. Sean (X, τ), (Y, σ) dos espacios

topológicos y γ : P(X) → P(X) una aplicación

que satisfaga (1), (2) y (3). Una función f : X →

Y se dice que es γ-continua si f−1(V) es un con-

junto γ-abierto para cualquier V ∈ σ.

Observación 3.2. De acuerdo a la Observación

2.9, se tiene que toda función continua es una

función γ-continua. En el siguiente ejemplo se

demuestra que el recı́proco no siempre es cierto.

Ejemplo 3.3. Considere R con la topologı́a usual

y f : R→ R un función definida por:

f (x) =

 1, si x ∈ [0, ∞),

−1, si x ∈ (−∞, 0).

Defina γ : P(R) → P(R) como γ(A) = cl(A).

Es fácil ver que f es una función γ-continua pe-

ro no es una función continua.

En el siguiente teorema se caracteriza las fun-

ciones γ-continuas.

Teorema 3.4. Sean (X, τ), (Y, σ) espacios to-

pológicos y γ : P(X) → P(X) una aplicación

que satisfaga (1), (2) y (3). Los siguientes enun-

ciados son equivalentes:

(1) f : X → Y es una función γ-continua.

(2) Si x ∈ X y V es un conjunto abierto que

contiene a f (x), entonces existe un conjun-

to γ-abierto U tal que x ∈ U y f (U) ⊆ V.

Demostración

(1)⇒ (2) Sean x ∈ X y V un conjunto abier-

to que contiene a f (x). Como f es una función

γ-continua, entonces U = f−1(V) es un conjun-

to γ-abierto tal que x ∈ U y f (U) ⊆ V.

(2) ⇒ (1) Sean x ∈ X y V un con-

junto abierto tal que x ∈ f−1(V). En-

tonces V es un conjunto abierto y contie-

ne a f (x), por hipótesis, existe un conjunto

γ-abierto U tal que x ∈ U y f (U) ⊆ V. Ası́ x ∈

U ⊆ f−1(V), en consecuencia x ∈ intγ( f−1(V)).

Luego f−1(V) = intγ( f−1(V)). Por el Teorema

2.14, sigue que f−1(V) es un conjunto γ-abierto.

El siguiente resultado constituye el aporte

principal de este trabajo, en el se extiende el

clásico Lema de Uryshom, ası́ como también se

proporciona una nueva caracterización para los

espacios γ-normales.

Teorema 3.5. Sean (X, τ) un espacio topológico

y γ : P(X) → P(X) una aplicación que satisfa-

ga las condiciones (1), (2) y (3). Entonces X es un

espacio γ-normal si y sólo si para cada par de

subconjuntos γ-cerrados y disjuntos A, B de X,

existe una función γ-continua f : X → [0, 1] tal

que f (A) = {0} y f (B) = {1}.

Demostración

(Suficiencia) Suponga que (X, τ) es un

espacio γ-normal. Sean A y B conjuntos

γ-cerrados y disjuntos en X. Se construirá una

familia {Ur : r ∈ D} de conjuntos γ-abiertos,

con D = { k
2n : n ∈ N, k ∈ {1, . . . , 2n − 1}}, tal

que:

A ⊆ Ur y clγ(Ur) ∩ B = ∅, para todo r ∈ D

(4)

y

clγ(Ur) ⊆ Us siempre que r, s ∈ D y r < s. (5)

Puesto que X es un espacio γ-normal, por el

Teorema 2.20, existe un γ-abierto V de X tal que

A ⊆ V y clγ(V) ∩ B = ∅. Note que para n = 1,

D = { 1
2}. Si se considera V = U 1

2
, obviamente

A ⊆ U 1
2

y clγ(U 1
2
) ∩ B = ∅. Por lo tanto, Ur,
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para r = 1
2 satisface las condiciones (4) y (5).

Ahora para n = 2, D = { 1
4 , 1

2 , 3
4}. Puesto que

U 1
2
= V, se tiene que definir Ur, para r = 1

4 y r =
3
4 . Como U 1

2
es γ-abierto y A ⊆ U 1

2
, entonces A y

X − U 1
2

son conjuntos γ-cerrados disjuntos en

X. Como X es γ-normal, según el Teorema 2.20,

existe un conjunto γ-abierto V′ tal que

A ⊆ V′ y clγ(V′) ∩ (X−U 1
2
) = ∅.

Tomando V′ = U 1
4
, entonces

A ⊆ U 1
4

y clγ(U 1
4
) ⊆ U 1

2
.

Además, de la última inclusión se tiene

clγ(U 1
4
) ∩ B ⊆ U 1

2
∩ B ⊆ clγ(U 1

2
) ∩ B = ∅,

es decir, clγ(U 1
4
) ∩ B = ∅. Por otro lado,

como clγ(U 1
2
) y B son γ-cerrados disjuntos. En

consecuencia, existe un conjunto γ-abierto V′′ tal

que

clγ(U 1
2
) ⊆ V′′ y clγ(V′′) ∩ B = ∅.

Tomando V′′ = U 3
4
, entonces

clγ(U 1
2
) ⊆ U 3

4
y clγ(U 3

4
) ∩ B = ∅.

De esto y de lo anterior se tiene que

A ⊆ U 1
4
⊆ clγ(U 1

4
) ⊆ U 1

2
⊆ clγ(U 1

2
) ⊆ U 3

4
.

Es decir, en el caso n = 2 las condiciones (4)

y (5) también valen. Procediendo por inducción

matemática se deduce que las condiciones (4) y

(5) valen para cualquier n ∈N.

Sea f : X → [0, 1], definida como sigue

f (x) =

 1 , si x <
⋃

r∈D Ur,

ı́nf{r ∈ D : x ∈ Ur} , si x ∈ ⋃
r∈D Ur.

Observe que si x ∈ B, usando la

condición clγ(Ur) ∩ B = ∅, entonces

x < clγ(Ur) ⊇ Ur, es decir, x < Ur, para todo r ∈

D. Por lo tanto, x <
⋃

r∈D Ur. Usando esto y la

definición de f , obtenemos que f (x) = 1. Es de-

cir, f (B) = {1}.

Por otro lado, sea x ∈ A. Como A ⊆

Ur para r ∈ D, sigue que x ∈ ⋃
r∈D Ur y entonces

0 ≤ f (x) = ı́nf{r ∈ D : x ∈ Ur} ≤
1
2n ,

para cualquier n ∈ N. En consecuencia

f (x) = 0. Por lo tanto, f (A) = {0}.

Además, f satisface las siguientes condicio-

nes:

x ∈ clγ(Ur)⇒ f (x) ≤ r (6)

y

x < Us ⇒ f (x) ≥ s. (7)

En el primer caso, observe que es imposible

que x ∈ clγ(Ur) y f (x) > r. Puesto que D es

denso en [0, 1], (r, f (x)) ⊆ [0, 1] = D y exis-

te ası́ s ∈ D tal que r < s < f (x). Ahora

usando la condición (5), clγ(Ur) ⊆ Us. Como

x ∈ clγ(Ur), entonces x ∈ Us, para s ∈ D. Por

lo tanto x ∈ ⋃
t∈D Ut y entonces

f (x) = ı́nf{t ∈ D : x ∈ Ut} ≤ s.

De aquı́ se obtiene que f (x) ≤ s, pero esto

contradice el hecho de que f (x) > s.
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En el segundo caso, f (x) , 1, porque f (x) =

1 implicarı́a 1 ≤ s ∈ D. Entonces

f (x) = ı́nf{r ∈ D : x ∈ Ur} < s,

usando la propiedad de aproximación al ı́nfi-

mo existe t ∈ {r ∈ D : x ∈ Ur} tal que

f (x) < t ≤ s. Luego, por la condición (5), se ob-

tiene que clγ(Ut) ⊆ Us. Ya que x ∈ Ut ⊆ clγ(Ut),

entonces se concluye que x ∈ Us, pero esto con-

tradice el hecho de que x < Us.

Finalmente se prueba que f : X → [0, 1] es

una función γ-continua. Para tal fin se conside-

ran los casos siguientes:

Caso 1. f es γ-continua en el caso que f (x) ∈

(a, 1], con 0 ≤ a < 1: bajo estas condiciones,

existe r ∈ D tal que a < r < f (x) ≤ 1. De

esto se obtiene que f (x) no es menor o igual

a r. Usando la condición (6), x < clγ(Ur). Sea

V = X − clγ(Ur), entonces V es un conjunto γ-

abierto que contiene a x. También f (V) ⊆ (a, 1],

pués dado y ∈ V = X − clγ(Ur), implica que

y < Ur. Usando la condición (7), se obtiene que

a < r ≤ f (y) ≤ 1.

Caso 2. f es γ-continua en el caso que f (x) ∈

[0, b), con 0 ≤ b < 1: bajo estas condiciones,

existe s ∈ D tal que 0 ≤ f (x) < s < b. Ası́, f (x)

no es mayor o igual a s. Usando la condición (7),

x ∈ Us. Entonces V = Us es un conjunto γ-

abierto que contiene a x y además f (V) ⊆ [0, b),

pues si y ∈ Us implica y ∈ clγ(Us). Usando la

condición (6), se obtiene que

0 ≤ f (y) ≤ s < b.

Caso 3. f es γ-continua en el caso que f (x) ∈

(a, b), con 0 ≤ a < b ≤ 1: bajo estas condiciones,

existe r, s ∈ D tal que a < r < f (x) < s < b.

Luego, usando las condiciones (6) y (7), se tiene

que x ∈ int(Us) y x < clγ(Ur). Por lo tanto, en

virtud del Teorema 2.18, se tiene que

V = int(Us)− clγ(Ur) = int(Us)∩ (X− clγ(Ur)),

es un conjunto γ-abierto que contiene a x y

además f (V) ⊆ (a, b), pues si y ∈ V, entonces

y ∈ Us ⊆ clγ(Us) y y < clγ(Ur) ⊇ Ur. Usando

las condiciones (6) y (7), se tiene que

a < r ≤ f (y) ≤ s < b.

De los casos anteriores y usando el Teorema 3.4,

se llega a la conclusión de que f : X → [0, 1] es

una función γ-continua.

(Necesidad) Observe que [0, 1/2) y (1/2, 1]

son abiertos disjuntos en [0, 1]. Puesto que f es

una función γ-continua, U = f−1([0, 1/2)) y

V = f−1((1/2, 1]) son γ-abiertos en X. Observe,

por hipótesis, dado x ∈ A, f (x) = 0 ∈ [0, 1/2)

en consecuencia x ∈ f−1([0, 1/2)) = U, por lo

tanto A ⊆ U. En una forma similar B ⊆ V. Se

deduce que X es un espacio γ-normal.

Como una inmediata consecuencia del resul-

tado anterior se obtiene el siguiente,

Corolario 3.6. Sean (X, τ) un espacio topológico

y γ : P(X) → P(X) una aplicación que satisfa-

ga las condiciones (1), (2) y (3). Entonces X es un

espacio γ-normal si y sólo si para cada par de

subconjuntos γ-cerrados y disjuntos A, B de X,

existe una función γ-continua f : X → [a, b] tal

que f (A) = {a} y f (B) = {b}.
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