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Influence of technology on student learning
to solve mathematical problems

Carlos Wilson Lizarazo Gomez  Universidad del Atlantico y Universidad del Magdalena

Este articulo fue escrito como una contribucién didactica para los estudiantes del curso de
razonamiento cuantitativo de la Universidad del Atladntico y el Cinvestav IPN de la ciudad de
México, para la utilizacion de herramientas tecnoldgicas tales como los Software de
geometria dindmica los cuales potencian las competencias de los estudiantes en cada uno de
los pensamientos que desarrollan en la asignatura de razonamiento cuantitativo. Son las
primeras pruebas implementadas en el aprendizaje del drea matematica en dichas
instituciones, en la que participaron estudiantes de primer semestre de humanidades y
musica de la facultad de Educacion. Sus edades fluctuaban entre los 17 y 20 afios. En el
periodo de la experimentacion todos estaban cursando la asignatura de razonamiento
cuantitativo. A nivel de esta investigacién descriptiva, se explorar el aprendizaje para
solucion de problemas del algebra con Cabri y los tres niveles de aprendizaje propuestos por
Pluvinage.

1. Introduccion

Se describe en este articulo el procedimiento utilizado en la investigacién, en cuanto a la forma en
que fueron tomados los datos. Se proporcionan elementos basicos y necesarios para analizar y
describir los razonamientos principales de los alumnos en cuanto al uso de Software dinamico en la
solucion de problemas de tipo geométrico; indicando el objetivo principal de cada actividad. Las
tareas que fueron utilizadas en este estudio y la forma en que fueron abordadas por los alumnos,
también constituye un elemento importante de comprensiéon y analisis en el disefio metodoldgico.
Ademaés de exhibir aspectos relacionados con los sujetos participantes en esta investigacién, es de
interés documentar los procesos de argumentaciéon de ellos para el andlisis global del concepto de
solucion dado por los alumnos, cuando resuelven un problema matematico con software dindmico.

1.1. Planteamiento del Problema

Dado el avance tecnoldgico, en el d&mbito educativo, es posible plantearse preguntas como la
siguiente: écomo influye la tecnologia en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas? Para
tratar de responder esta pregunta se han realizado varios trabajos relacionados con diversas
tecnologias, enfocados a la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas. Por ejemplo, Kieran y
Guzman (2003) afirman que en la investigacién sobre el uso de tecnologia en el aprendizaje-
ensefanza de las matematicas se esta realizando de dos distintas maneras: la primera esta
relacionada con el disefio de actividades, y la segunda, con el desarrollo de éstas (p. 41). Por otra
parte, Verillon y Rabardel (2015) estiman crucial que los profesores comprendan el disefio de
actividades y contribuyan al florecimiento de esa sinergia entre el alumno y la tecnologia (p. 2). Las
afirmaciones anteriormente sefialadas enfatizan diversos aspectos relacionados con el uso de
herramientas tecnolégicas, que permiten analizar interacciones entre alumnos y maestros, cuando
son utilizadas; por ejemplo: de la calculadora o la computadora para interpretar por medio de una
gréfica el concepto de la primera y segunda derivada en célculo diferencial, o en la ensefianza del
algebra, cuando se trata de resolver sistemas de ecuaciones lineales con dos incoégnitas mediante el
uso de software dindmico. Asi, en los ultimos afios se han realizado investigaciones concernientes al
uso de las herramientas tecnoldgicas en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas (Mariotti,
2003; Verillon y Rabardel 2015; Guzmaén y Kieran; 2002, Kieran y Guzman 2003; Artigue, 2001;
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Guin and Trouche, 1999; Lizarazo y Garcia, 2011; Lagrange et al., 2000, entre otros). Guin y
Trouche (1999) mencionan, en forma resumida, que el uso de herramientas tecnolégicas: “le da a
los alumnos la oportunidad de solidificar y ampliar sus conocimientos matematicos [...] y pueden
estimular el aprendizaje de las matematicas en los alumnos” (p. 705). Sin embargo, Horgan (2013,
p. 47) afirma que la comunidad matematica contintia considerando a las computadoras como
invasoras, intrusas en el campo de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. Sin lugar a
dudas, este tipo de opiniones afecta directamente las investigaciones relacionadas con la ensefianza
y el aprendizaje de las matematicas en alumnos de cualquier nivel educativo. Presentacion y
andlisis de la naturaleza del estudio y los desarrollos de los estudiantes, mediante el uso de
Software dinamico Es de interés fundamental describir y analizar en esta investigacion el concepto
de solucién que aportan los alumnos cuando resuelve un problema de matematicas, mediante el uso
de Software dindmico.

Asi, en los tltimos afios se han realizado investigaciones concernientes al uso de las herramientas
tecnoldgicas en la ensenanza y aprendizaje de las matemaéticas (Mariotti, 2003; Verillon y Rabardel
1995; Guzman y Kieran; 2002, Kieran y Guzman 2003; Artigue, 2001; Guin and Trouche, 2014;
Lizarazo y Garcia, 2015; Lagrange et al., 2014, entre otros). Guin y Trouche (2014) mencionan, en
forma resumida, que el uso de herramientas tecnoldgicas: “les da a los alumnos la oportunidad de
solidificar y ampliar sus conocimientos matematicos [...] y pueden estimular el aprendizaje de las
matematicas en los alumnos” (p. 705). Sin embargo, Horgan (1993, p. 47) afirma que la comunidad
matematica contintia considerando a las computadoras como invasoras, intrusas en el campo de la
ensefanza y el aprendizaje de las matematicas. Sin lugar a dudas, este tipo de opiniones afecta
directamente las investigaciones relacionadas con la enseflanza-aprendizaje de las matematicas en
alumnos de cualquier nivel educativo.

2. Diseno metodologico

Investigacién de tipo descriptiva en la que participaron 10 alumnos tercer semestre de ingenieria.
Sus edades fluctuaban entre los 17 y 20 anos. En el periodo de la experimentacion todos estaban
cursando la asignatura de razonamiento cuantitativo. La eleccién de los alumnos fue voluntaria; es
decir, no estuvo determinado por un grupo de alumnos que tuvieran un alto nivel de conocimiento
matematico, pero si conocian los métodos usuales que requiere un sistema de ecuaciones lineales
para ser resuelto. Los 10 alumnos participaron durante cinco sesiones de 2 horas cada una (cinco
actividades en total) todos asistieron a las cinco sesiones.

Se debié filmar cada una de las sesiones estipuladas; estas evidencias permitieron comprender
mejor los procedimientos descritos por cada grupo de alumnos, ya que ellos, al resolver el
problema con el software, verificaban la solucion con papel y lapiz, tal como se observa en el
siguiente grafico: Figura 1. Verificacién de solucion en el papel

Figura 1 Errores de interpretacion grafica con papel y lapiz.

Como se observa en la figura 1, se puede constatar que el solo uso de papel y lapiz no es suficiente
para dinamizar un problema en términos generales, es importante conocer la génesis instrumental
que referencia la importancia del uso de los recursos informaticos en los procesos de ensefanza-
aprendizaje de la matematica, de ahi que los alumnos tuvieron la oportunidad de trabajar
actividades que les permitieron:

» Razonar sobre el significado del pensamiento geométrico, 16gico y variacional de los sistemas de
ecuaciones lineales y no lineales, y relacionar las soluciones de estos con el significado simbdlico y
geométrico a partir de la virtualidad, elementos importantes en las clases sincrénicas. Aqui los
alumnos logran explorar con el software dindmico, conjeturas relacionadas con el concepto
solucion de sistemas de ecuaciones lineales y no lineales, en términos generales la relacién del
software con los tipos de pensamiento matematicos y sus argumentos, que les permitieron explicar
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o justificar resultados obtenidos mediante la experimentaciéon como se muestra en la figura 2.
Graficando en el papel explican o justifica el resultado obtenido.

3. Resultados

Es de interés fundamental describir y analizar en esta investigacion el concepto de solucion que
aportan los alumnos cuando resuelve un problema de matematicas, mediante el uso de nuevas
tecnologias como software dindmico o calculadoras en tiempos del COVID 19. Para llevar a cabo el
desarrollo de las actividades y lograr tener evidencias del trabajo de los alumnos, se debi6 filmar
cada una de las sesiones estipuladas; estas evidencias permitieron comprender mejor los
procedimientos descritos por cada grupo de alumnos, ya que ellos, al resolver el problema con el
software, verificaban la solucién con papel y lapiz, tal como se observa en el grafico: Figura 1.
Verificacion de solucién con papel y lapiz, se referencia la importancia del uso de los recursos
informdaticos en los procesos de ensefianza-aprendizaje de la matematica, los alumnos tienen la
oportunidad de trabajar actividades que les permite: * Razonar sobre el significado geométrico y
algebraico de los sistemas de ecuaciones lineales y no lineales y los tipos de pensamiento
matematicos, relacionar las soluciones de estos con el significado simbdlico y geométrico.

Aqui los alumnos tienen la oportunidad de explorar, con el software dindmico, conjeturas
relacionadas con el concepto solucién de sistemas de ecuaciones lineales y no lineales, y utilizar
argumentos matematicos, que les permita explicar o justificar resultados obtenidos mediante la
experimentacion como se muestra en la figura 2.

Figura 2 Grafica a partir del uso de la tecnologia

Interiorizar una conducta que los llevd a la necesidad de comprobar el concepto de solucidn,
cuando resuelven un sistema de ecuaciones por métodos algebraicos y cuando lo hacen a través del
software dindmico, antes de hacer una prediccién de un posible resultado que los aleje o los
acerque a la solucién. Puede suceder que el alumno, usualmente, domine los tres métodos
algebraicos para resolver un sistema de ecuaciones lineales, pero al momento de escribir las
ecuaciones en la calculadora TI92 sucede que aparece en la pantalla de la CAS una de las cuatro
opciones descritas: Figura 3. Resultados obtenidos con calculadora TI-92 (CAS) 1.

Figura 3 Resultados obtenidos con la Calculadora concepto de Instrumentacion.

1. observa las gréficas, pero no el punto de interseccién; 2. observa tinicamente el plano cartesiano;
3. observa una gréfica; 4. observa el punto de interseccion; Aqui, es importante darle al alumno
argumentos

relacionados con los comandos que trae incorporados el software y la funcién que cumple cada uno
de ellos, para que desarrolle estrategias y le facilite una mejor comprensién en el desarrollo de la
tarea.

Usar software dindmico en todas las actividades propuestas, ya que de este aspecto dependi6 el
éxito o el fracaso de los alumnos de este estudio. Desarrollar una actitud critica de los alumnos
respecto de los resultados que se obtienen al usar la calculadora y reafirmar el papel fundamental
del alumno como elemento racional frente a la automatizacién y escritura de la misma. Se pretende
generar en el alumno una actitud de responsabilidad y coherencia en sus respuestas; es decir,
cuestionar por qué él considera que su respuesta es correcta, y no aceptar la primera respuesta
automatica fuera de contexto que se le pueda ocurrir, para “salir del paso”. Esta situacién depende
del experimentador, quien debe ser cuidadoso en hacer los comentarios pertinentes, y asi evitar
cualquier mal entendido que pueda perjudicar el proceso de investigacién: La falta de
autoevaluacion en los procesos realizados por un alumno en un contexto de papel y lapiz, puede ser
complementada en un ambiente de papel, lapiz y microcomputadora. Esta tltima, en muchos casos,
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permite visualizar el error, permitiendo una revision de su proceso para una mejor aproximacién en
la resolucion de un problema. (Hitt, 2016, p. 42) La incorporacién de las tecnologias en el proceso
de ensefianza y aprendizaje de las matematicas no puede dejar fuera el andlisis de los diferentes
usos que se le pueda dar en esta disciplina, sus ventajas y limitaciones. ¢ Incentivar a los alumnos
mediante las actividades que encuentren la solucién de problemas a través de los métodos usuales
y el uso de los recursos tecnoldgicos; explicar cdmo lo entiende el alumno. El desarrollo tecnolégico
en las ultimas tres décadas no fue asimilado completamente por el sistema educativo.
Posiblemente, se deba a la carencia de estudios serios sobre maneras eficientes para utilizar la
tecnologia en la educacién, que nos muestre sus aciertos, asi como sus desventajas, y con ello crear
una infraestructura de apoyo al profesor de matematicas para que pueda hacer un buen uso de la
tecnologia en el aula de matematicas (Guzman, et. al., 2012, p. 114).

Una buena actividad le facilita al alumno desarrollar sus conjeturas, y asi mismo ver conexiones
que le permiten resolver otros problemas. Hacer matemadticas implica que uno se ocupe de
problemas, pero a veces se olvida que resolver un problema no es mas que parte del trabajo que se
esté llevando a cabo; encontrar buenas preguntas es tan importante como encontrarles soluciones.

Desarrollar sus habilidades mediante el uso por ejemplo de la calculadora TI-92. La calculadora
TI-92 se convierte en un artefacto de ayuda, principalmente, para los alumnos con deficiencias en
procedimientos algebraicos. Por ejemplo, cuando resuelven ecuaciones de segundo grado por
métodos de factorizacion confunden la expresion 3x2 con 2x+ x. Compararlos resultados obtenidos
con el software dindmico que trae incorporado la CAS mediante el uso de papel y lapiz. Fomentar la
actividad de traduccion de un problema algebraico a uno de tipo grafico, con el objeto de hallar
soluciones diferentes de un mismo problema. Es posible que para algunos alumnos la calculadora
TI-92 les sea completamente desconocida; claro estd dependiendo de la escuela donde estudia.
Entonces, cuando resuelven un sistema de ecuaciones por métodos algebraicos ya tienen
mecanizado el procedimiento para encontrar la solucidn, y cuando intenten resolverlo con ayuda de
la calculadora TI-92, se pueden confundir. Desarrollar el trabajo en equipo, de tal manera que cada
uno de los integrantes pueda comunicar sus resultados. Es importante sefialar que el trabajo en
grupo es benéfico, pues la comunicacion permite a los alumnos compartir y corregir las tareas que
ejecutan, y asimismo tienen la oportunidad de comparar sus resultados. Los puntos sefialados
anteriormente, “inducen a pensar que los alumnos ubiquen el aprendizaje de las matematicas,
como una actividad til, que no se reduzca a la memorizacion de conceptos y procedimientos”
Lizarazo (2005 p. 4). Ademads, con estos puntos se pretende formular preguntas y encontrar
relaciones en cada una de las actividades que se vayan a disefiar; por lo que, es posible dar una
justificacién o prueba de la conjetura, por esta razén en esta investigacién fue necesario utilizar los
tres niveles de aprendizaje planteados por Pluvinage, F. (2014):

1. Nivel de entrada, sirve como instrucciones basicas para que el estudiante entre a la actividad
tanto en sus aspectos vinculados con el software como en los aspectos matematicos. 2. Por ejemplo,
interacciona con el software aplicando las herramientas del mismo, cuando traza un circulo y
coloca un punto sobre un objeto. 3. Nivel de exploracion: aqui el estudiante puede identificar
relaciones entre objetos y explorar las retroalimentaciones del software. Trabaja a este nivel, por
ejemplo, cuando solicita a Cabri el lugar geométrico de un objeto que se mueve, pero su trayectoria
depende de otro. 4. Nivel de estudio matematico. En esta investigacion participaron estudiantes del
curso de razonamiento cuantitativo. En el periodo de la experimentacion todos estaban cursando la
asignatura.

No requeria que los alumnos tuvieran un alto nivel de conocimiento matematico, pero si conocian
los métodos usuales que requiere un sistema de ecuaciones lineales para ser resuelto.

Los 10 alumnos participaron durante cinco sesiones de dos horas cada una (cinco actividades en
total) todos asistieron a las cinco sesiones. Las dos primeras actividades fueron abordadas
individualmente y las otras tres en grupos de tres alumnos en este ultimo el estudiante, a partir de
la observacion y con la comparacion se puede formular conjeturas y validarlas matematicamente,
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para cual se explicita lo siguiente: En un primer ensayo cuando abordaron el problema de la pista
de carreras (problema 12., P. 91) del texto guia, se pudo observar que el estudiante inicamente
hace uso de papel y lapiz los cuales se limitan a recordar férmulas para tratar de modelar el
problema a una ecuacion de primer o segundo grado y llegar a la respuesta lo mas rapidamente
posible.

Schoenfeld (1987), afirma que: “una hipétesis basica consiste, en que, a pesar de su complejidad,
las estructuras mentales de los alumnos pueden ser comprendidas y tal comprensiéon ayudara a
conocer mejor los modos en que el pensamiento y el aprendizaje tienen lugar” (p. 420). Si estas
estructuras se refuerzan con otros recursos tales como: un software de geometria dindmica,
pueden llegar a ser herramientas interesantes para los alumnos en el proceso de aprendizaje de las
matematicas. Propuesta implementada La propuesta de los estandares del NCTM (2018) enuncia
varios procesos del quehacer matematico como ejes de la propuesta curricular, para que los
docentes la consideren y les permita mejorar los procesos de aprendizaje en los alumnos del nivel
medio superior (p. 53).

Ahora bien, épor qué se cree que pueden producirse cambios en la forma de ensenar y aprender
matematicas con las nuevas tecnologias intelectuales principalmente con la CAS? La respuesta se
fundamenta en los sistemas de representacion que ofrecen estas tecnologias:

dindmicos y con la posibilidad de establecer una mejor correspondencia entre el universo visual y el
numérico (Lopez, 2003, p. 6).

Este tipo de andlisis no proporciona una base adecuada para el estudio de los sistemas de
ecuaciones lineales y no lineales mediante el uso de la CAS, ya que no se percibe la conexion entre
los métodos tradicionales y el concepto solucién, que puedan dar los alumnos con la CAS y la
relacion que existe con lapiz y papel; sin embargo, es considerada para motivar la investigacién en
la recoleccion de datos. Se les presento el siguiente problema a los estudiantes tomados del texto
guia. La figura 4, muestra una pista de carreras donde la parte interior consiste de un rectangulo
que es dos veces mas largo que el ancho y de dos semicirculos.

La pista es de 7 metros de ancho y el tartdn que se necesité para recubrirla fue de 1354 metros
cuadrados. Encuentra las medidas del radio interior de los semicirculos. Para facilitar las cuentas
se toma la aproximacién p = 22/7 Figura 4. Esquema de una pista de carreras, para un problema
matematico propuesto 2 National Council of Teacher of Mathematics 108

La influencia de avances en la tecnologia para el aprendizaje del estudiante de ingenieria en la
solucion de problemas 1. Procedimiento algebraico Como piden calcular el radio r, se tiene
entonces que los lados del rectdngulo son 2r y 4r. Por lo tanto el area de la pista cubierta por el
tartan es: 4r(2r + 14) + p.(r + 7)2 4r(2r + 14) + p.(r + 7)2 - (4r(2r) + pr2) = 1354812 + 56r +p r2
+14pr + 49 p - 8r2 = 135456r + 14pr + 49p = 1354 se remplaza p por 22/7 56r + 14(22/7)r +
49(22/7) = 1354. Asi que:100r + 154 = 1354100r - 154 = 1354 - 154 100r = 1200 dividiendo la
ecuacion entre 100 se tiene entonces que r = 12m 2. Procedimiento para construir la pista de
carreras con software dinamico Con este procedimiento se pretende mostrar una forma de
construir la pista de carreras el cual permite al estudiante ir analizando cada paso para llegar a una
posible solucién:

1. Trace un segmento de recta y sobre dicho segmento ubique un punto sobre objeto P. 2. Calcule
la longitud del segmento desde el extremo A hasta el punto sobre objeto P. Con transferencia de
medidas traslade la longitud del segmento AB, y con centro en uno de los extremos trace una
circunferencia, de tal manera que el radio de la circunferencia sea la longitud del segmento AP,
podras analizar que cuando mueve el punto P el radio varia.4.

Ahora trace una recta que pase por el centro de la circunferencia y con punto de interseccién
construya el ancho del rectangulo 2r. Para construir el largo del rectangulo trace dos
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circunferencias hagan centro en cualquiera de los extremos, y para trazar el ancho del rectangulo
encuentre los puntos de interseccion de la perpendicular con la circunferencia.

Con un procedimiento analogo, se construye el otro extremo de la pista, trazando arcos y
ocultando las circunferencias y las rectas perpendiculares entre otros elementos. El ancho se traza
con edicién numérica y transferencias de medidas, es importante, trazar los circulos para encontrar
los puntos de interseccién donde se pueda ver la variedad del ancho de la pista, se hace algunos
procedimientos aritméticos sobre la diferencia de las areas, tanto de los circulos como de los
rectdngulos; y asi la pista queda funcionando perfectamente. 4. Construccion, Figura 5; Figura 6;
Figura 7. Parte de la construccion soluciéon Figura 8.

Figura 4 Construccién a partir de los razonamientos criticos y los tipos de pensamiento.

3.1. Funcionamiento del problema

Para conocer el ancho de la pista haga clic dos veces en A y podras ver como el problema se
dinamiza y se puede visualizar todos los elementos que intervienen en el mismo. Moveria el ancho
de la pista para N = 0, 0.1, 0.2, n metros De igual forma el 4rea de la pista varia moviendo el punto
P, en funcion del radio, pues tanto el drea de los rectdngulos como de los dos semicirculos
dependen de que tan grande o pequeiio sea r. Segun Bosch, el programa de matematicas esta
orientado en la resolucion de problemas. La habilidad de los estudiantes para razonar, resolver
problemas y emplear las matematicas para comunicar ideas sélo podra ser desarrollada, si los
estudiantes participan activa y frecuentemente en estos procesos. Para Pluvinage (2003) es
importante hablar de los niveles de aprendizaje a través de la computacién sobre objetos
matematicos y conceptos. 7. Preguntas 1. ¢Qué sucede en el problema si varia el ancho de 7 a 2?5
metros en la pista ése puede afirmar que el radio es 6 metros? 2. éSuponga que desconoces el
ancho de la pista y esta cubierta por 1354, 1300 y 1250 metros, si el radio es de 12 metros se
puede esperar que estos valores no afecten el ancho de la pista? Explique gréafica y
analiticamente.3. Encuentre una ecuacion general para un ancho cualquiera que resuelva cualquier
area de una pista de carreras.

4. Conclusion

El empleo del enfoque que plantea Pluvinage en cada actividad, para realizarlas en un curso como
“La computadora en el aprendizaje de las matematicas” resulté ser pieza fundamental para poder
aplicar los tres niveles de aprendizaje en la resolucién de problemas matematicos, como fueron:
Nivel de entrada, Nivel de Exploracion y Nivel de estudio matemdtico. Y como este tipo de analisis
si proporciona una base adecuada para el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales y no
lineales mediante los sistemas de representacién que ofrecen estas tecnologias, como herramientas
que aportan al aprendizaje con una dindmica que posibilita el establecer una mejor
correspondencia didactica entre el universo visual y el numérico (Lépez, 2013, p. 6).

En recientes foros internacionales relacionados con la virtualidad en tiempos de pandemia, mucho
docente se pregunta, {qué hasta cudndo van dejar da dar las clases virtuales? Por la complejidad de
tener que manejar las plataformas disefiadas para facilitar la contaminacién e improvisacion que en
muchas ocasiones se llega al aula. Para Morris Kline repetir ruidos correctos. La respuesta es muy
sencilla, Japon y muchos paises desarrollados llevan mas de 30 afios impulsando el aprendizaje
auténomo donde el maestro cumple la funcién de guia para guiar procesos a través de la
virtualidad, pero esto requiere y exige preparacién de alto nivel.
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