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Introduccion

La teoria de ecuaciones en derivadas parciales juega un papel muy
importante en la teoria de la Fisica-Matematica contemporanea, ya
que tales ecuaciones de manera natural tienen aplicacion en diversas
areas de la ciencia como la fisica, quimica, ingenieria, biologia y otros
campos. El caso de datos iniciales periodicos es relativamente nuevo en
la literatura. El problema que trataremos en su caso lineal y no lineal
es del tipo onda, es decir, del tipo hiperbdlica. También en el tltimo
capitulo trabajamos una ecuacidn parabdlica e introducimos técnicas
para este tipo de problemas que en nuestro caso sera una ecuacion tipo
Burgers. Estas técnicas estan basadas en el teorema de punto fijo de
Banach, y similar a lo que se hace en EDO, estas técnicas tienen la
fuerza suficiente para ser llamadas técnicas cualitativas en EDP, lo que
motiva el titulo de nuestro libro.

La aparicion de la no-linealidad en el contexto de las matematicas viene
apareciendo en la literatura cientifica con mayor frecuencia signifi-
cativa, desde mediados del siglo xx, al comenzar el auge de los temas
que conforman la teoria de la complejidad, el caos, el fractal y analogos.
Esa no linealidad, matematicamente representa una obstruccién o
pérdida de diferenciabilidad de las soluciones. Las técnicas que usamos
aca son dignas de llamarse teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales no lineales partiendo del hecho de que los opera-
dores de Green que se definen en el trabajo son ejemplo de un grupo
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fuertemente continuo, de ahi la utilizacién de espacios abstractos como
los espacios de Sobolev. El método que usaremos en el siguiente trabajo
es asociar a nuestro problema no lineal una ecuacion integral que resol-
veremos via teorema punto fijo de Banach.

La solucion de esta ecuacion integral es conocidas como mild solution,
es decir, solucion débil que en principio son solo continuas. Este tipo de
soluciones nos llevan a plantear la pregunta: ;Qué nos permite hablar
de derivada?. Hablaremos de derivada pero en el sentido distribucional,
de aqui que surge la necesidad de recurrir a espacios donde todo esto
tenga sentido como los espacios de Sobolev.

En el libro estudiaremos la existencia de soluciones para el siguiente
problema no lineal de onda

gy + 200y — Bge = =N (Ju|”u) sit >0 (1)
u(0,z) = (z), w (0,z) =1 (x) siz e

donde Q =[ & =] con @, S, 4, ¢ > 0 donde vamos a considerar que las
soluciones de (1) satisfacen las condiciones de periodicidad u(z, x) =
u(t, 2z + x) para todo x € Ry ¢ > 0 con los valores iniciales ¢(x) y y(x).

Nos interesa garantizar la existencia y unicidad de las soluciones, para
ello estudiaremos el problema lineal

Ut + 20Ut — PUpe = fsit >0 |
(2)

u(0,z) =0¢(z), uw(0,z) =1 (x) siz €

donde f'es una funcion C°O(R2, R) y los datos iniciales ¢, ¥ € C*(R, R).
Definimos el operador de Green

o i - .
g . — g E : ey o | ?f _.'}'."12 — 0:2
(t)f)(?t) e ol .‘,T__:__.” E.:,U!.( ( / )

/n? — a?

n=—oo

por lo tanto, la solucion lineal para el problema lineal periddico puede ser
escrito usando la formula de Duhamel como

u(t) = g(t)c') + G+ [& Gt —1)f(r)dr.
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donde G (t) = (2a—0,)G(t). Nuestro primer paso sera hacer las estima-
ciones sobre el problema lineal periodico (2) en los espacios de Sobolev
He. Cada vez que tenemos la solucion del problema lineal, definimos el
siguiente operador

t
Av(t) =G+ G+ | Gt — )N (v)(1)dr,

J0

con dominio y contradominio es el espacio C([0, 7'] : H*). Esta transfor-
macion es una contraccion en un espacio métrico completo, y asi tiene
un punto fijo, lo cual garantiza la solucion para tiempos pequeios de la
ecuacion no lineal.

Fisicamente trabajamos una ecuacion de onda con un término de amorti-
guamiento (2o ) sometida a un potencial de auto-interaccion (D, |u|”u)
; en fisica el término de amortiguamiento tiene o que seria la constante
de amortiguamiento negativa pero nuestro resultado sirven llevando el
conteo de los signos y factores imaginarios “i”’; y la interpretacion fisica
cambiaria algunas funciones oscilatorias a amortiguadas y viceversa
pero en Matematicas se procede como lo hemos hecho. Esta ecuacion
tiene muchas motivaciones fisicas; son importantes tanto en teoria de
campo como de particulas, en electromagnetismo estarian describiendo
una onda amortiguada con un término de auto-interaccion proporcional
a potencias del campo eléctrico y este tipo de fenomeno se observa con
laseres de muy alta potencia propagandose en un medio material. Otro
ejemplo con este tipo de potenciales es la ecuacion de Schoringer no
lineal (que es una EDP parabolica) que lleva un potencial ] y otras

veces |u| .

El estudio de las ecuaciones de los fluidos incomprensibles tienen cada
vez mayor interés, tanto desde el punto de vista tedrico (integrales
singulares...) como desde el enfoque mas aplicado (simulaciones
numéricas...). Las ecuaciones que aparecen modelando problemas de
mecanica de fluidos son variadas, pero las mas importantes son las
de Euler y Naiver-Stokes. La ecuacion parabolica que estudiamos
tiene aplicaciones en el estudio de turbulencias. La turbulencia tiene
como efecto principal facilitar que dos fluidos se mezclen. Asi nuestro
problema viene de una simplificacion de la dimension espacial.
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Prefacio

La teoria de ecuaciones dispersivas no lineales no lineales evolutivas
juega un papel muy importante en la teoria de la Fisica-Matematica
contemporanea, ya que tales ecuaciones aparecen en la teoria de campos,
la biologia, en la ingenieria y en otros campos de la ciencia. El caso de
datos iniciales periddicos es relativamente nuevo en la literatura. Para
nuestra investigacion solo necesitamos requisitos de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias, andlisis real y fundamentos de variable compleja, y el
libro es auto-contenido en lo posible.

El concepto de no-linealidad en el contexto de las Matematicas viene
apareciendo en la literatura cientifica con significativa mayor frecuencia,
desde mediados del siglo xx, al comenzar el auge de los temas que
conforman la teoria de la complejidad, el caos, el fractal y analogos.

La moderna Fisica-Matematica entre otras cosas estudia la teoria de
ecuaciones en derivadas parciales no lineales que describen muchos
procesos fisicos. Pero son muy pocas las ecuaciones en derivadas
parciales que pueden ser resueltas explicitamente; en vista de esto
diferentes técnicas cualitativas juegan un rol importante, de alli la
motivacion de escribir este libro.

Puede decirse que hasta ese momento en Matematicas se trataba de
aproximar las funciones manejadas en Fisica y disciplinas afines, de
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por si no-lineales, mediante simple supresion de términos de grado
superior, a expresiones lineales mucho mas faciles de manipular,
aunque el resultado se apartaba significativamente de la realidad fisica.
Es aqui que se implementan nuevos y eficaces procedimientos de linea-
lizacidon que conducen a mayor aproximacion a los valores verdaderos,
a la vez que los sistemas no-lineales se hacen cada vez mas presentes
en la ciencia moderna.
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CariTULO 1

Fundamentos

En este Capitulo describiremos las herramientas basicas que necesi-
tamos para estudiar nuestro problema. Presentaremos nociones funda-
mentales de analisis funcional, teoria de Fourier y objetos como las
distribuciones periddicas y los espacios de Sobolev asociados a estas,
que llamaremos Sobolev periddicos, debido al Mateméatico Ruso Sergei
Sobolev por los afios de 1935. También haremos un breve recorrido por
las distribuciones temperadas, es decir, el espacio de Sobolev que toma
como funciones test a las funciones C§°, que denota a las funciones C*
con soporte compacto.

Espacios de Banach

Definicion 1.1. Sea V un espacio vectorial real o complejo. una norma
en V es una funcion

[l = V= [0, 00),

cualquiera que sean u, v € V'y o un escalar,
plvl=0& v =0
2 llav| = lalfv];
gllu+oll < Jlull + [Jv]l.
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La propiedad 3) es llamada la desigualdad triangular. En el caso en que
||| satisface las propiedades 2) y 3) pero no satisface 1) decimos que
||| es una seminorma en V. Un espacio vectorial ¥ dotado de una norma
|||| es llamado un espacio vectorial normado; se usaria por lo general la

notacion (¥, ||*])).

En lo siguiente estaremos interesados en espacios vectoriales complejos
de modo que si no se afirma explicitamente lo contrario, todos los
espacios vectoriales sobre los que trabajaremos seran sobre el cuerpo

de los numeros complejos.

Sea V' un espacio vectorial normado. Una consecuencia inmediata de la

desigualdad triangular es

[ — vl = llull = {lvll].

Sea v, una sucesion en v. Decimos que la sucesion converge en norma

a un elemento v € V'si

— 0 cuando n — oo.

[|vn —

Mas precisamente, si dado € > 0, existe N € N tal que

mn 2 A'r :>

lv, — V|| < e

La sucesion v es una sucesion de Cauchy si

n,m>N=|n,—v.| <e

Es claro que toda sucesion convergente es de Cauchy, el reciproco es

falso.

Definicion 1.2. Un espacio normado donde toda sucesion de Cauchy

converja se llama espacio completo o espacio de Banach.

Ejemplo 1.3. Si 1 <p <o, p € RU {to}, ysiz=(z, .., z) € C"

definimos
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Izl = [ D 1zl , 1<p<oo; (1.1)
j=1

[2lloc = sup |zl.
1<j<n

Entonces C" es un espacio de Banach en relacion a cualquiera de esas
normas. De hecho, todas ellas son equivalentes. Esto es, sip, g € [1,2),
existen constantes C,y C, tal que

Gy

2llp < l2llq = Call2|

P

cualquiera sea z € C". La norma lz1, es llamada la norma euclidiana.
Ejemplo 1.4. Sea I = I’(Z) el espacio de las sucesiones complejas o =
(o), tales que

+00

Z lan [P < o0,

Nn=—00

donde p € [1,0). Es f acil ver que I’ es un espacio vectorial con la suma
y multiplicacion por escalar definida componentes a componentes, esto
es

(an)nez + (J'Sfe-)n-EZ - (Q’” + .371)7':.621

/\((}:ﬂ)nez = (/\an)nEZ-

El espacio I’ dotado de la norma

lall, = | > laal| . (12)

n=—0co

es completo. El espacio I* = I"(Z) de las sucesiones complejas acotadas
es también un espacio de Banach. La norma ””p es llamada la norma
P 1<p<oo.
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Ejemplo 1.5. para cada p € [1, ©) defina ||~||p en C([a, b]) por

b L
£l = [ / ||d] |
(1]

Entonces cualquiera sea p € [1,0), (Cla, b],

‘|[) es un espacio vectorial
que no es completo. En tanto que C[a, b] es un espacio de Banach en
relacion a la norma

[fllec = sup |f(z)].

z€[a,b]

La norma || f ||p es llamada la norma de 17, 1 < P < o0; la norma L”
es también llamada la norma del supremo. El siguiente teorema nos
ensefia una desigualdad muy util en nuestros calculos.

Desigualdad de Holder
Teorema 1.6. (Desigualdad de Hoélder): Sean [ € L/([-x, n]) y g €
LY([—=, ]), donde }—, . 5 i = 1. Entonces el producto fg € L'([-n, n]) y

Ilfallze < I fllzellgllze-

Espacios de Hilbert

Definicion 1.7. Un espacio de Banach cuya norma proviene de un

producto interno es llamado un espacio de Hilbert.

Ejemplo 1.8. Como vimos anteriormente C" es un espacio de Banach
en relacion a cualquiera de las normas |-\, 1 < p < oq, definidas

en (1.6). En tanto que (C". ||-|| ) es de Hilbert si y solamente si p=2.

En ese caso la norma proviene del producto interno

n

(z,w) = Z ZjW;,

Ji=1
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donde z = (21, ..., zn), w= (wy,...,w,) € C".

Una Desigualdad Importante

Teorema 1.9. Para todo u, v € R, 0 > 0, se cumple que

|[ul”u = [v]7v] < (Jul” + [v]7)]u — v].

Prueba: Consideremos el intervalo [a, b] con a < by a, b € R.
Definiendo f(x) = z|z|”, ¢ > 0, tenemos que

oo (c+1)z° si x>0
fl(z) = { (_2)5(0-4—1) 8 <l

Por el teorema del valor medio para derivadas, tenemos que existe ¢ €
(a, b) tal que

f) = fla) = f'()(b—a).
Por tanto, procediendo por casos tenemos que:
Sean a,b > 0,
1®) = f(@)] = (0 + D) (b = a) < (" + a0~ a)
a<0, b>0.
Asi para ¢ < 0, tenemos,

1£(b) = f(a)l = |f'(e)(b—a)| = (—¢")(o + 1)[b—al < |[b]” +al’|lb—al.
Ahora para el caso a <0, b <0, el proceso es andlogo al caso anterior.
Lema de Contraccion

Teorema 1.10. Sea M un conjuntos cerrado de un espacio de Banach.

Sea f:M—M una funcion y supongamos que existe un numero K, 0 < K
<1, tal que, para todo x, z € M, tenemos

|f(z) = f&)| € K|z — z].
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Entonces f tienes un punto fijo, esto es, existe un uinico punto x, € M
tal que f (x)) = x,. Si x € M, entonces la sucesion f {"(x),} (iteracion de

[ repetida n-veces), es una sucesion de Cauchy que converge al punto
fijo.

Prueba: Tenemos que para x € M fijo

1f2(2) = f@)| = | f(f(z)) - fl2)| < K|f(z) - al.

Por induccion

@) — @) < KU ) - )] < B

f(@) — xl.

En particular vemos que el conjunto de elementos {f"(x)} estd acotado,

pues

|f"(x) — 2] < [f"(2) = @) + 17 @) = @)+ 4 | f(2) — 2

En particular vemos que el conjunto de elementos {f"(x)} esta acotado,

pues

/(@) = 2| <) = PN @) + 17 @) = )+ ) -
< (k" 1+ K" + ...+ K)|f(z) — 7|,

y la serie geométrica converge.

Ahora de nuevo por induccion, para cualquier entero m < 1y £k < 1

tenemos
|/ (@) — f™()| < K|f*(x) — |-

Ya vimos que el término /%(x) — x esta acotado, independientemente de
k. Por lo tanto, existe N tal que, simy n> N,y digamos que n =m +

k, tenemos

|f™ (@) = (@) <
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pues k" — 0 cuando m — oo. Por lo tanto, la sucesion {f"(x)} es una
sucesion de Cauchy. Sea x;, su limite. Seleccionemos N tal que, para
todo n < N, tenemos

lzo — f*(z)| <,
|f(zo) — [ (2)] € Klzo — f"(2)] <.

Esto prueba que la sucesion {f"(x)} converge a f(x,). Por lo tanto f (x,)
=X, ¥ X,, €s un punto fijo. Finalmente, supongamos que x, también es
un punto fijo, esto es, que f'(x,) = x,. Entonces

|1 — wo| = [f(21) — f(20)| < K21 — 20].
Como 0 <K <1, sesigue que x-x,=0yx =x,.m
Una funcion como la del teorema se llama contraccion.

SERIES DE FOURIER

Seal/> 0y f: [~/ [] » R una funcién integrable. La serie de Fourier
de fes la serie

C-! nmr £ nmwr
-2 +Z [a,,{oa( ” ) +b,,sm( :; )] '

n=1

donde los coeficientes a , n € Z'y b, n €N, son dados por las férmulas
de Euler-Fourier, las cuales son

a”—[/f )d:z

1 . nmwr
bn:f/_f,f(t{,)bm( : )(LL.

Notese que el cambio de variable ¥ = 7 , permite escribir la serie de

Fourier como:

UO = 4 [ "1 11
o + Z [a,, cos (ky) + by sin (ky)] .

k=1
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En otras palabras, en vez de considerar funciones periddicas de periodo
2] arbitrario, consideramos funciones periddicas de periodo 27, sin
ninguna pérdida de generalidad.

La proxima simplificacioén es reescribir las series de Fourier de una
forma mas compacta usando exponenciales complejas, recordando que

ethy = e~ tky

cos(ky) = =

iky _ o—iky

sin(ky) = c % )
i

obtenemos paratodok=1,2,3, ..., n

ar. b 5 a b i
ar cos(ky) + by sin(ky) = (é‘ + Q—t) e + (Ek — 2—?) g

o ap — Zbk LJiky Qg I Tbk —iky
() ey ()

Podemos por tanto reescribir la serie de Fourier como

o0
k=—n00
ap ag — by ap + by,
donde QS GeS g S (1.3)

k= 1,2t

Supongamos ahora que la serie (1.8) converge uniformemente a una
funciéon

f:R->C,

y es claro que las funciones

&i(z) = e**, ke Z,
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satisfacen las relaciones de ortogonalidad

(Pr, ®;) = fﬂ O ()P (x)da

w
= / e*Te~iik oy
of —IT

[ 0sij#k
T 2r s =k
(f1 (l)_jr) = Z Cﬂ(¢n¢k>
= 21cy,
y de alli
1
Cp = %(f} (Dk.> (].4}

1 K —ikx 3.,
= E/_r f(x)e "™ dx.

Dada una funcién f' € Cper([ — @, m]), donde esto denotard el conjunto
de funciones continuas y periodicas en ese intervalo, la serie de Fourier
generada por /'y la serie (1.3) donde ¢, es dado por (1.4). La sucesion
compleja { f (k) },., definida por

k) = % /_ " f(z)emeda,

es llamada la transformada de Fourier de f y los nimeros complejos
f(z) =c, son los coeficientes de Fourier de /. Notese que la aplicacion

f-3.f
es lineal y

(k)| < %ﬁ/_ilf(:rﬂd:r

1
= — < .
Sl < 111l
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cualquieraseaf € (C, ([-, 7), [|],), k € Z. Por tanto la aplicacion que
lleva fen su transformada f , €s una transformacion lineal continua de

(Cper([=m, 7)), ||-]l;) en £>°(Z) con su norma usual.

Enunciaremos un teorema en funcion de encontrarnos con una identidad
que se usa mucho en el trabajo, esta identidad recibe el nombre de
identidad de Parseval. De inmediato enunciaremos un teorema, que nos
da condiciones de convergencia uniforme para una funcion con derivada
seccionalmente continua. En el proximo teorema SCW(27T) denotara a
las funciones seccionalmente continuas y periddicas de periodo 27.

Teorema 1.11. Supongamos que f € Cper(27r), v diferenciable en (—r, )
menos un numero finito de puntos, con f € SCW(ZW). Entonces la serie
de Fourier de f converge uniforme-mente en R para f.

Teorema 1.12. Sean f, g € C/m(27r) y suponga que [ es diferenciable
en (-1,1) menos un numero finito de puntos con f € SCW(27[). Entonces

()= > Fmg)

n==—00

En particular vale la identidad de Parseval.

lfE= 3 |fo)

2

Prueba:
l w
2__“ 7} = o ﬁf(;i')q(:)(h
1. = & ;
= 2 Z f(n) /_q('l') " g
= Z f(n)% / glx)einda

Il
=t
—_—

-~

=
i
e
—_

=
—
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En particular entonces:

Sah=Y [fmf =ne = (1.5

n=—oo

A la igualdad (1.5) se le llama identidad de Parseval.

El siguiente teorema que enunciaremos, nos da condiciones para saber
cuando tenemos convergencia uniforme de la serie de Fourier de una

funcion continua.

Teorema 1.13. Suponga que f es continua en [-r, n| y que su serie de

Fourier converge absolutamente, i.e.
o0
3 ‘ j‘(k)’ < c0.
k=—0co

Entonces la serie de Fourier de f converge uniformemente a /', es decir,

lim S,.(f)(x) = f(z), uniformemente en z.
T—ro0

Notese que existen funciones continuas cuyas series de Fourier son
divergentes. ;Qué condiciones en f garantizan la convergencia absoluta
de la serie de Fourier? Como veremos en el proximo teorema la suavidad

en f implicara convergencia absoluta.

Teorema (1.14). Suponga que f es dos veces continuamente diferen-

ciable en [—n, m|. Entonces f(r{\) = 0 (ﬁ] cuando |k = oo de

manera que la serie de Fourier converge absoluta y uniformemente
para f.
Prueba: Suponga que k£ # 0. integrando por partes y usando la perio-

dicidad de f tenemos que
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o f(k) = f f(z)e *=dz

- [f Je~ ke dg

f!f( ) —:L.Ld,n

(%k‘)

1 i L, —IRI
-5 [ r@eta

Luego como f“(x) es continua, asi en [z, 7], estd acotada y de alli
tenemos que:

70] < 3
por tanto

ftk) =0 (f) .

es decir, que con condiciones de suavidad impuesta a la funcion podemos

asegurar rapidez de convergencia mas rapida que cuadratica. m
DISTRIBUCIONES

Denotaremos C;;°(€2) el conjunto de funciones pertenecientes a C*(Q),
con soporte compacto en Q. Llamaremos funciones test a los elementos

de C3°(Q) .

Ejemplo 1.15. Es facil verificar que la funcion dada por:

n(x) = cel= L BO0Z|z[<1
0 silz]>1

pertenece a Cj°(R).
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La funcion anterior es un tipico ejemplo de una funcion test. A C5°(€2)
le dotaremos de una adecuada nocién de convergencia. Observe que el

simbolo

aul (-)u'"
Jr oy — S

5751 Dan e = (1, -eey Q)

denota la derivada de orden |a| = o +... + o .
Definicion 1.16. Sea {p;. } C C7(Q) y ¢ € C;°(2) . Diremos que

o = p en C3°(R) cuando k — oo,

Si se cumple,

1. D*¢r — D“P uniformemente en Q) para todo a = (a,, ..., & ).
2. Existe un conjunto compacto K C €, contenido el soporte de toda

Li .

Es posible mostrar que el limite asi definido es unico. El espacio
Z5°(€2) es denotado por D(Q), cuando lo equipamos con la nocién

anterior de convergencia.

Fijemos nuestra atencion en los funcionales lineales de D (). Si L es
uno de estos, usaremos el corchete L, ¥ para denotar la accion de L en

la funciodn test .

Diremos que la funcion lineal

L:D(Q) = R,

es continuo en D(Q) si

(L, ) = (L ) i = ¢ D(Q).

Definicion 1.17. Una distribucion en Q es un funcional lineal continuo
en D(Q). El conjunto de distribuciones es denotado por D'(S2).
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Dos distribuciones F'y G coinciden si toda accioén en una funcion test
es la misma, es decir, si

(F,0) =(G,p) Yo € D(Q).

Para toda u € L*(Q) corresponde el funcional / cuya accidn en ¥ es

(E) = / wpdz.
{

JO

El cual es ciertamente continuo en D(Q). Por lo tanto / es una distri-
bucién en D’'(€2). Notese que la funcion / , puede ser identificada con u.
Luego la nocion de distribucion generaliza la nocidon de funcion.

. o 1 (C
Los mismos argumentos muestran que toda funcion U € L,.(£2)
pertenece a D'(2) y

(u, p) = [ updz.
J 0

D/(Q) es un espacio lineal. Si o, f son escalares reales (o complejos),
Y e€D(Q)yL, L, € D(Q), definimos aL, + L, € D'(2) por medio
de la formula,

(aly + BLa, ) = af{Ly, p) + B(La, ¢).

En D/(Q) podemos introducir una nocién de convergencia d’ebil: {L,}
converge a L en D/(Q) si

Si 1 < p < oo tenemos el encaje continuo

P 1]

loe

(Q) = D(Q).

Esto significa que si u, — u en LP(Q) o en L'(Q), entonces U —> u
en D'(2). Como observacion de lo anterior podemos ver que las distri-
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buciones son generalizaciones de las funciones localmente integrables.
Enunciaremos dos teoremas que seran utiles en lo que sigue, los cuales
son teoremas importantes tanto de la teoria de integracion, como del
andlisis de Fourier.

Teorema 1.18. (Teorema de la convergencia dominada)

Sea {gn} una sucesion de funciones medibles e integrables conver-
giendo en medida en casi todas partes a una funcion integrable 9. Sea
., : : <
{f } una sucesion de funciones medibles tales que |f | < In y f, converge

a f en medida en casi todas partes. Suponga que

fsg(m)dﬂ(m) ?}E&/gn( V().

donde S es un conjunto medible. Entonces

[ $@du(e) = tim [ fu(a)duta)

El teorema 1.18 es una generalizacion del teorema de la convergencia
dominada usual.

En su forma maés simple y mas conocida tenemos 9» = ¢ para todo n

Teorema 1.19. La transformada de Fourier de f € L1(R™) es una funcion
continua, acotada y satisface la desigualdad

— T

|l < (2m)

[Nl

En particular la aplicacion f— f , s un operador acotado de L'(Rn, dx)
en L*(R", d¢).

Mas alin vale el lema de Riemann-Lebesgue, es decir

lim f(&)=0

€] =00
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LOS ESPACIOS DE SOBOLEV EN R”

Sea s € R. Los espacios de Sobolev en R” son los siguientes subcon-

juntos de D’
H'(R") ={f €D tal que (1+|))% fe L*R")}).

Por tanto f = (1 +|&|) 3h, con h € LX(R", d&).

El espacio H¥(R"), s € R, es de Hilbert dotado del producto interno

()= [ +1EDHOF@E

La norma correspondiente es evidente

flo de.

e = [ a+ien

En particular, H'(R") = L? (R"). L%(R) denotara a los espacios L? con

peso. Por otra parte

1+ [¢%)3 f € LX(R, d€),

esto es f es una funcioén medible y

a2
e = [ a+ien]fe| d < .

Tenemos el siguiente teorema:
Teorema 1.20. Sean s, s' € R. Entonces:

i. H'(R:) C HY (Rn) si s <s. Ademds de eso esta inclusion es

continua y densa.
|

i, HA(RY) = LA(R", (1+ [€]%)°d€) = L2(R")
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iii. El dual topologico de H*(Rx) es decir, la coleccion de todos los
funcionales lineales continuos de H'(R») en C, es isométrica-
mente isomorfo a H*(R").

Prueba: Notese que s > s/ implica que

(1+ €97 < (1+]P)3.

Por tanto, sif € HS(R") se sigue que

1Al < [ @i |of de

< [ a+er

Esto prueba que

F)| de =111 < co.

HS(R?L) @ Ha’ (Rn)

y que la inclusion es continua. Para obtener la densidad, basta mostrar
que

H®(R") = NgerH’(R™),

es denso en H'(R"), cualquiera que sea » € R. Sea f'€ H'(Rx») y considere

fe=("HY, 120,
entonces f € H"»(Rx) si ¢ > 0. De hecho
Lavieninror e
= [asignra v ere e | o d

0 — = 2 c
< [sup(l T g2)irei '] I1£112 < oo,
CE]R"
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cualquiera que sean 7, # € R. Observe ahora que
1fe = FIIF
9 < [, 2 “ 2
= [+ |i-e=e || d
] T

El lado derecho de la tltima igualdad tiende a cero cuando ¢ — 0 por el
teorema de la convergencia dominada. Esto termina la demostraci on

de 7). Para las partes ii) y iii), remitimos al lector a [9]. m

Finalmente es interesante y extremadamente util observar que si s es
suficientemente grande entonces los elementos de H(R”) son funciones
continuas. Mas Precisamente, vale el Lema de Sobolev o teorema de

inmersion de Sobolev:
Teorema de Inmersion de Sobolev

Teorema 1.21. Sea s > 5. Entonces H(R") puede ser inmerso conti-
nuamente en el espacio de funciones continuas de Rn que tienden a cero

cuando |x| — o y vale la desigualdad
%
Il < 2o % [ [ asien=] s

Prueba: Vamos a probar que sobre las condiciones dadas f (¢) es una

funcion integrable. El resultado se sigue del teorema 1.19. Tenemos

J.

jo|= [ a+ienta+ient|io|a

n

)_*‘}ﬁ < 00,

. | [(1+ ¢

B

<|If

toda vez que la integral del miembro derecho de la ltima desigualdad

es finita por hipotesis s >
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Observacion 1.22. Toda f € H*(R"), s > Ees Holder-continua, es decir,

una funcion f: X | Y, donde f es continua diremos que es Hélder-con-

tinua si existe C > 0 que satisface la desigualdad

|f(z) = f(y)l < Clz -yl para € > 0.

Para concluir este Capitulo enunciamos un teorema que nos va a
permitir trabajar de forma continua como discreta y esto tltimo siendo
de valiosa ayuda en el caso periddico que nos interesa.

Teorema 1.23. La transformada de Fourier restringida a L*([—, ]) es
una biyeccion entre L([—=, rr]) y 2(Z). Ademds de eso vale la identidad
de Parseval

|1, EE‘“ﬁ‘ZQﬂUM~f€L%PmﬂL

o equivalentemente

(fra) =27 Y f(k)g(k) =

k=—0co

27(f,9) f,9 € L*([-m,7)).

Prueba: Dada a = (a,),_, € (Z), defina paran € N,

Y(z) = Z are*®

|k|<n

= Z ;P ().

k<

Es claro que y, € D, usando las relaciones de ortogonalidad

v — '(I.';‘”tHig = 2m Z ||, (A)

n<|k|<m+1

Donde sin pérdida de generalidad podemos suponer que n > m; como
a € L*(Z), el lado derecho de (4) tiende a cero cuando n, m — oo, y por
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tanto {y }<n=1es una sucesion de Cauchy en relacion a la norma L*. Asi
existe f € L*([~x, x]) tal que y, — fen la norma L?; por la unicidad de
la serie de Fourier en 7/, f =q.

Reciprocamente, dada /' € L*([-=, x]), sea w, < D tal que y, — fenla
norma L?.

Como y, — fen D', para todo k € Z,

A 1
HOEEIX W ()
= lim (¢, P_1)

—

= lim ¥,(k).

n—0o0

por la identidad de Parseval (vélida en D), tenemos:

-_— -—
5]
@-"u

T
L’IN-

||".7':;"f! T ?.*":"m“fﬁ =27

Luego {y }%=1es una sucesion de Cauchy en /*(Z), que es completo y
por tanto y — X en /(Z), para algin a € /(Z). Entonces para todo k € Z,

]

’m. — )|

+00 e 2
< Z |c1-,r — Y, (0)

l=—00

= lla = ¢nllf =0,

cuando n — oo, y de (B), a = f € P(Z). Con esto probamos que la
transformada de Fourier es una biyeccion entre LX([-7, z]) y A(Z). m

Este teorema nos dice entonces que L*([-x, 7]) es la coleccion de las
funciones de la forma

+oo

f=> ad

k=—co
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donde la convergencia de la serie en todo L2 es a = f € X(Z).

Para terminar esta seccion, podemos resumir algunos de los resultados
mas importantes, sobre la serie de Fourier en la siguiente figura, donde
en cada caso la transformada de Fourier * es una biyeccion lineal con

inversa continua * y las inclusiones son continuas con imagen densa, esto
es, cada elemento del espacio mayor puede ser aproximada por una sucesion
en el espacio menor, la convergencia como es claro en el sentido del espacio

mayor.
D < L*([-m, 7)) = D'

It W )
S(Z) = I*(Z) = S'(Z)

La flecha hacia arriba es la transformada de Fourier y La flecha hacia
abajo indica la transformada inversa de Fourier.

Expliquemos que son los espacios S(Z) y S(R"). S(Z) es el espacio
de Schwartz también llamado el espacio de las sucesiones complejas
rapidamente decrecientes, es decir

a = (o) ez

tales que
+0o +o0
Y ] <00, Y lanllkl" <00, n=1,2,...
k=—00 k=—oc0

Se puede mostrar que S(Z), es la imagen de, D bajo la transformada de
Fourier.

También podemos definir el espacio de Schwartz (o el espacio de
funciones rapidamente decrecientes), denotado or S(R”), como la
coleccion de funciones

fiR*5C
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tales que

1 £llag = sup |z28°f(z)| < oo

xeR"™

para todo par de multi-indices a, S.

Como observacion final en este sentido, es importante comentar que el
espacio D, de las funciones C* con soporte compacto, esta contenido
en S(R"). La conteccion contraria no se da pues la funcion (Gaussiana)
definida por:

2

vz)=e=,7:R =R,

esta en S(R") pero no tiene soporte compacto.
SOBOLEV PERIODICOS

También podemos definir el espacio de Sobolev de orden s en el caso

periddico de la forma

~+00

H'(Q) = {6 € ¢ : 6l = D (m)* I¢f < oo},

n=—od

donde: # = C%; (ny = v1+n?, con n € Z.

¢, denota la coleccion de todas las funciones y : R — C, las cuales son
C” y 2z- periddicas, ¢’ es el espacio dual topologico de g, es decir la
coleccion de todos los funcionales lienales y continuos de wp a C, y a
sus elementos le llamaremos distribucion periddicas que en la proxima

seccion definiremos.

Claramente ¢ es un subespacio vectorial de C,~para todo n € N.
Ahora g es denso en Cperm, con respecto a las normas C”, definidas
anteriormente. Esto muestra que ¢ no es completo con respecto a esas

normas. No existe una norma natural respecto a la cual g, es un espacio
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de Banach. Sin embargo existe una distancia natural con respecto a la

cual o, es un espacio de Banach.

o W) — )|

Y —j S
d(p, ) = Z 2 T+ 00 — g0 ¥ Y E p

=0

define una métrica en g tal que

or = en p < [l — 9|0 — 0 cuando n — oo, Vj=0,1,2, ...

Esta nocion de convergencia es muy fuerte: ¥n y todas sus derivadas
convergen uniformemente sobre R(a ¥n y sus derivadas). En parti-
cular ¥n —@ en g implica que @ —¢ con respecto a todas las normas
17, 1= p< oo. Como veremos esto €s muy conveniente para nuestros
propositos.

Teorema 1.24. (p, d) es un espacio métrico completo. Mds atn,
si(p,) C py@ € p, entonces

or =@ en pe= |V -V || 50 n—00 Vj=0,12, ..

Observacion 1.25. La completud de (¢, d), es una condicion necesaria

para que toda distribucion periddica sea un funcional lineal continuo

en (9, d).

Definicion 1.26. Sea a = (a,)
de a, es la funcion

i, La transformada inversa de Fourier

00
aV(z) = Z are’™™, z eR.
k=—0o

Afirmacion 1.27. El espacio de Sobolev periodico es completo.

Prueba: sea{f"} una sucesion de Cauchy en /. Dado € > 0, existe N
€ Z" tal que, s

m,n ol N = ”fn, - fm[|H-° < €.
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En particular para cada x € Q

an - f'm.HH“ <6

y asi para cada {f (x)},_, es una sucesion de Cauchy, por tanto existe el

limite de la sucesion{f (x)}, . Ademas

Hf(-'ﬂ)llﬂ“ = ||f(f) — fa(z) + fn(-'f")“-’f*
< If (@) = fa(@)|lms + (| fa(@) || s

< e+ |l fu(@)ms.

Luego f € H'y H* es completo. m

Por tanto el espacio C([0, T'] : H*) es un espacio normado completo. En
el siguiente teorema resumiremos algunas propiedades de los espacios
de Sobolev escrito en su forma discreta para el caso periodico.

Teorema 1.28. a.) Para todo s € R, H* = H'([-x, n]) es un espacio de

Hilbert con relacion al producto interno

o0

(f.9)=2r Y (14K f(k)§(k).

n=—0oo

b.) Sean s, r € R, s <r. Entonces H* esta continua y densamente inmerso

en Hy

Wfll- <\ flls Para todo f € H*

El siguiente resultado conocido como el lema de Sobolev para el caso
periddico nos permite relacionar derivadas débiles, con derivadas en el

sentido clasico.

Teorema 1.29. si s > 3, entonces H([—=r, ]) es continua y densamente

inmerso en C__y
per

1 flloo < I fller < N[ fllizs, f € H
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Prueba: Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la hipotesis s >
% tenemos que

| s L+ ED3|f(R)|
Z‘IU"}|_Z (14 k2)3

ked ked

3 14yl ez ? L ’
:Z(U + )1 S (k)] ) (Zm)
ke keZ
i 3
= | [Ifllas,
(; (1 +A'-)-)
por lo tanto {f*(k)},_, € ' y asi

glz) = Z f(k)et*=

converge absolutamente y uniformemente en [—z, x]. Por lo tanto g €
C 27n). m

per

Observacion 1.30. Los espacios de Sobolev miden la diferenciabilidad
de funciones en L*. Por otra parte, la importancia de estos espacios,
radican en su persistencia, es decir, tomando condiciones iniciales en
Sobolev, la solucion de una ecuacion diferencial evolutiva, en parti-
cular no-lineal vivira en Sobolev.

Distribuciones Periodicas

Definicion 1.31. Un funcional lineal en o, L : o — C, es llamada una

distribucion periddica si existe una sucesion (‘¥)) _ C ¢ tal que

n<l

L(p) = (L, ) = lim / ¥, (z)p(x)dz, Yo € p.

n—oo o

Observacion 1.32. El conjunto de las distribuciones periodicas serd
denotado por @'

Observacion 1.33. Los elementos del espacio Sobolev periodico, son
las distribuciones periodicas.
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Proposici'on 1.34. sea f € C , es decir, una funcion continua y
per
periodica. Entonces la formula

(Lo = [ @@, pep.

define una distribucion periodica L - La funcion

FE€C = Ly,
es lineal, inyectiva y continua en el sentido que si (f, )i=1 C C, converge
uniformemente a f entonces

(Ly,,0) = (Ly, o)V € p.
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CAPITULO 2

Problema no lineal de onda

Problema Lineal

Estudiaremos el problema con datos iniciales periodicos, definidos por
la ecuacion diferencial parcial no-lineal tipo onda:

{ Uy + 201, — Bz, = —N0; ([u]” u) 2.1)

u(0,7) =¢(x), w (0,z) =9 ()

con phi 'y y funciones 2z-periodicas y de clase C*, es decir, ¢, w € Cper
(R, R). Aqu'1 0, S, 4, 8 denotan constantes positivas.

Nos interesa garantizar la existencia y unicidad de soluciones. Para
esto utilizaremos como ambiente de las soluciones los espacios de
Sobolev. Ademas, garantizar que las soluciones lineales vivan en el
mismo espacio donde son tomados los datos iniciales, fendmeno que
llamaremos persistencia, que nos permitira ser mas exigentes con las
hipotesis impuestas a los datos iniciales.

Usaremos también la transformada de Fourier como primer paso en el
caso linealizado.

U + 20U — Bug, = f(t,x); f € C((0,00) x R)
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donde f, ¢, w son periddicas con respecto a la variable espacial, es decir
ft,2r+x) = f(t,x),

p(x +2m) = p(z),
o(x +27) = ¢(x).

Entonces consideremos la ecuacion,

(o + 2{1”“,33 il .Bu.r:s = f(t?:‘r)!

donde denotaremos a

—~ 1 T 1
Walt) = ﬂ_/ u(t, x)e”"""dx,

a la transformada de Fourier de u. De la misma forma
i 1 ™ ;
()= — t,r)e” " d
R0 =57 [ s
denota la transformada de Fourier de 1.

Procedamos entonces utilizando la transformada de Fourier.

e Uy + e 20 — e By, = e (T x)

1
E /. (f’.

1 B s o [T _. 3 [T ~
— e MM ugdr + — ] e Ty de — — e M dr | = fult
o ([ emmuade+ 2 [ evude - 2 [" ereunie) = 2o

1 T i e { (" . " —~
e (é] e "udr 4 é/ ?(tc:“”*""ﬂdﬁ—f Ide"”"u;,.;‘.d:e:) = fu(t)
() + 201, (1) —

— / e My, de = ﬁ,(r‘.)
aw

S

e e 2o — e ;3?;;,..‘.) idr = o e (e x)d
TSz

Ahora aplicamos integracion por partes para la integral

T
] E_m'muwmdﬂ,'._
-

y en este proceso obtenemos
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1 ™
2 ).

—inT

e 'lt_;_;,dl' - _Tlgﬁrl(t)-

asi tenemos la ecuacion diferencial ordinaria con datos iniciales

() + 20, () + Bn2ia(t) = fult),
aﬂ ({}) — Qi’n'.!
a:;(o) = t.bn'

Resolvemos esta ecuacion ordinaria por el método de variacion de
parametros. A esta ecuacion ordinaria le asociamos el polinomio carac-

teristico, el cual es

m? +2am + fn® =0

—a+ v a? — Gn?=m.

Notase que m, puede ser real o complejo segun el signo de o — fn?.

Vai—pn2 € Reaod®—pn*>0
s o > pn?
2
2 (4%
S n <=
5}

2
ln| < e

VB

Tomese Ny = H ;—%’ y veamos cudl es la cara de la solucion para |n|<
No. yn(t) denotara la solucién para cadan€Z" donde |n|< No, la solucion

de la homogénea asociada es

U = AngelotVed =80t | B J(-a=y/al—fnf)t

Buscamos una solucion particular de la no homogénea asociada, esto

nos da lugar al sistema:
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(1) An(p)elet/eamd B0 o TR
R e L A =

+B(t)eeVaTPit (—o — /o2 = Br?) = Falt)

Resolvamos este sistema. De (1), obtenemos que

B:l(t)e(—a-\m?—ﬁn?]t
e(—a+v‘ a?—pAn?)t
= “"B’ (t)e{—Q-\/ug—Bﬂ?}t‘

An(t) =

sustituyendo en (2), obtenemos

Falt) = = Bl (0)e -2V -bride(atV/al=pmi (o 4 /a? — Bn?)
+ B;(t).«3(‘”“‘\/”fﬁ“i*’*’*?‘t (—a - \/m)
Fu(t) = BtV (2 /o = i)

e

por tanto
Falt) = By (t)et-e V=P (9. /o7 — pn?)
B,(t) = - ﬁa(t)e‘”\f il
T _ 6n2
0-1- ag—ﬂ'ng)
B,(t) = f“ ds.
Vo — pn?

por otra parte tenemos:

ﬁ(t)e(“"mlt
— Bn?
/ fn<s ﬁ .
Vo? — fn?

A, (t) =

ds.
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Luego, la solucion general de la no homogénea es:

ﬁn(t) :Anp(—a+\/az—ﬁng)t+B P{—a—\/ag—ﬁna]t

/ fn(s ()(G_ - )st (e(—a+1fa2—lﬁw12)t)
Va? — pn?
1 fn(s)e‘““/“ % g (o)
2Jo =2y/a?-pn?

La cual podemos escribir como:

Tu(t) = Ane"HV-BN | B (may/a=pni)t
/ f S)Q—H(t 8)+4/ a?—fn?(t—s)

N ds
f —a(f s)—a/ a2 —fAn2(t—s)
- = f 13’732 ds.

ahora si consideramos la diferencia de integrales tenemos que:

f f:u —(1(! )/ a?—an?(t—s) / f (8 —alt—s)—/a?2—pn3(t—s)

ds
ﬁnz 3?12
f -vcr(t s) ew“a —An?(t—s) _e-—qfaz—,ﬁ'n (t—s)

ds
/ Va2 — pn? 2

f (6 ~—o:(i‘ s) -é\/;3n2-oc7{t—5] o e——i\.-',-ﬁ'nzwcxg(t-—s}d

&
/ — o& 2i

_,.O,( s)
/ f” ge = sin (M(i = 5)) ds

5:@ —a?

Por tanto podemos escribir la solucién general de la ecuacién no
homogénea como:

ﬁn(t) - Ane(—a-{-wuﬂ_ﬁn?)t + Bn(f(_a_1 fa2—pBn2)t
t T —x(t—s
fn(s)e = . . -
+f—sm( ﬁnz—ait—s)d_g
- R (t—s)
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Solo nos falta conseguir 4 'y By esto lo hacemos gracias a las condi-

ciones iniciales.

luego

A-n + B-n. - E#gn = ‘An = &;_ Bna

y por condicioén inicial

T (0) = P,

tenemos que:

A, (—a +\ay — ,t’)"n?') + B, (—a — \/m) = 17}“,

y sustituyendo 4 = ¢, — B, en la tltima ecuacion tenemos que:

D = (&; - B) (—a- ++v/a? = D’nz) + B, (—a - M)
B, (—2\/02—_5?12) = ?;5.,. - (3,. (—0: + v a?— ,b’n2)
B @u - 5,! (-(1 +Va? — ;’m")

B‘H -
—23/a? — 3n?

y luego

o {En - 311 (—le + a? — /13732)
Ap = ¢n - - -
) C}.’J i ﬁnl
(J;n + (g‘n (2 052 T .Sng) + (311 ((I -V 032 S 6“2)
A, =
2+/a? — fn?
1}}‘“ an (a + +/of — ,'3?12)

An = +
2\/a? — fn? 2v/ a2 — fn?




METODOS CUALITATIVOS PARA ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES NO LINEALES
Problema no lineal de onda

Alex Pico Amaya - Cristian Rojas Milla

Ast, sustituyendo los valores de 4y B, en la solucion general de la
ecuacion no homogénea tenemos:

n Ea‘} (Ct + /a2 — L‘v‘n?)
Un(t) = - -
2 /a2 = Bn? 2./02 — fn?
’J;n = gn (“"‘& +va?— /3?1.2)

-2 /a2 — n?

e(va+\/ag-.3n2)f

+ e(—a—«.fcrz—_ﬁng)t

—aft—s)

—|—/0 mblll(m(t S))ds.

Trabajemos entonces los coeficientes ¢. y yn por separado. Iniciamos
trabajando con /,,.

Un_ (cary/amAmmn ___Yn oy
2y/a% = pn? 2y/a? — fn?
R s e
Va2 — fn? 2
I O i

pn? — a? 2

—%c(“’m sin(ty/ fn? — a?).
one — o

Hagamos lo propio con el termino ¢,,.

On ((1 +V/a? - ,'3’112) (s o (=0 + /o — 3?12)
e ===t = 0 +
2v/a? — gn? 2./a2 — Bn?

2 _ Bp2 T 2_Gn2
}(_.,f\/rx Bn +e f\/ﬂ Bn

(,(-n-- ,;2..._-'1‘“2)1

TR v aZ—gn? —t+/ a2 —Bnt
_ 20.9” C[h(}f}et a®=FGn¢ e tv/ax*—Fn o g e(‘“u[
a? — 3n? 2 ! 2
_ 2!’2(.‘(.}" e(-n.t] (‘.,z'.r An? o g (?—-if\f;ﬁlz"#ﬂ? i (_3 e(-rﬂ,) eif\;ﬁlla‘{—nz g C—if\.l"a:l'ue+r.r2
An? + a? 2 ! 2
20y, (—at) _: Q2 2 o (—at) In2 2
= \/ﬁr sin(y/n? + a?) + ¢,¢ cos(v//n? + a?).
Ans 4+ o

Asi la solucién general con los datos iniciales para [n| < N es:
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1
i (t) = % (=9 sin(ty/An2 — a2

~ Qe
+ oy ( e sin(4/An? + a?) + e cos(v/An? + az})

v n?2 4+ al
jn Q{f %

] j2 zsm(\/dn?——a{t—s)ds
n? —a

Por otra parte para |[n| > N, tenemos: La solucion a la ecuacion
homogénea asociada es

y = A= sin(y/fn? — a2) + B,el= cos(v/An? — a?),

donde consideramos

fn? —

y haciendo variar los coeficientes dependiendo de t, el método de
variacion de pardmetros nos lleva a plantear el siguiente sistema de
ecuaciones:

(1) A5 (e sin(p,t) + B (t)e~* cos(p,t) =0
(2) —adl (e sin(p,t) + A (t)e™™ cos(p.t)p,
—a B! (t)e " cos(p,t) — B (t)e * sin(p,t)p, = };(t:

La solucidn de este sistema es
B 1
An)) = [ Fus) cos(pns)--ds
0 T

e 1
B,(t) = —e** [ fn(s)sin(pns)p—d.‘i.
J0 T

y la solucion general de la ecuacion es

Balt) = t)e  sin(p,t) + B, (t)e " cos(pat)
1
f Fu9)e" = sinpa (¢ = 5))-ds,
u, (0 ¢>n, u,(0) = 1,{1,1 sus condiciones iniciales.
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y de esto obtenemos que:

~

Bn = (_Isn
w,(t) = —aA,e " sin(p,t) + Ae” cos(pnt) — agne cos(pnt)

~

+ e~ sin(pat)tn,

y para obtener 4 , vemos que:

@n({}) = A-n = a’(g-n — TE?L'

Luego la solucién de la ecuacion ordinaria la escribimos como

1 @ '
(3_(“ Sin(pnt) + ane_at (E{JS(pnt]

mn

an(t) = (Iz;n. + Qan)

t
+/ fa(g)e ke Sill(Pz,_(t—S))-lds.
0 Pn

La cual también podemos escribir como:

. ~ 1 ~ 1
un(t) = Tr'ljn—e_ﬂf- siIl(Pn-t) + Gjﬂ (U:Ip_

T

e~ sin(p,t) + e~ (:()s(pnt))

DPn
t s 1
+ / fn(8)e™ ) sin(p, (t — s))—ds.
J 0

T

. . r <
y tiene la misma expresion que para los [n| < N,
Observacion 2.1. La funcion % es una funcion entera.

Ahora construimos el operador de Green, y asi podemos escribir
la solucion de nuestra ecuacion en la siguiente forma, definiendo el
operador G cuyo dominio y contra-dominio es:

G:C*[R,R) - C*(R* x R,R)
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definido por

o0

GOY@) = e 3 PSP _ ot § 7 a0tV I — 02)

Dn fn? —a?

n=—0na nN—=—00

y definamos el operador

G : C*°(R,R) » C*°(R* x R,R)

6 = (2a+ 3,)G(1),

luego este operador estd definido por:

sin(t+/gn? — a?)
G(t)o(z) Z b (tv) + cos(ty/n? — a?).
s v n? —a?

Notese que estos operadores definidos por series son uniformemente
convergentes en norma /'. estudiemos por separado cada una de estas series.
El operador definido por:

o0

g(f)’l;”(ﬂ") = (f_ﬂt Z T}:;“ﬁinar

N==—00

sin(ty/n? — a?)

converge absolutamente, ya que

(s =] - [s o]
~ . sin(ty/ fn? — a2 ~ 1
Z 'Ur) e'zmr ( |- ) E Z |("-,i{/‘11|

Un —_— s
e [fn? — « e fn? — «

ya que el dato inicial y es infinitamente diferenciable y por el teorema
1.14 del Capitulo 1, bastaria que fuese de clase C? para que sus coefi-
cientes de Fourier se fuera a cero mas rapido que cuadrético. Por lo
tanto

Ti=—00 n=—0oo
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y por el criterio de Weierstrass la serie converge uniformemente en (0,
+ o0) x R. Andlogamente la serie definida por

o0 L P F,
= ., ~ . sin(ty/n? — a?) ‘ -
G(t)o(z) = e d.g™ . + cos(ty/ fn? — a?
()¢(x) Zm s (tV/ )

converge absolutamente en (0,0) x R, ya que si descomponemos la
suma, en sumas de serie, cada serie por separado es absolutamente
convergente y por criterio de Weierstrass la serie converge uniforme-
mente en el dominio sefialado. De igual forma para

/r: G(t —s)f(s)ds

La serie que esta integral define es uniformemente convergente ya que
suponemos f de clase C*. Luego escribimos u (f), para n € Z, como

(.—rrf

sin( -~ sin(p, -~ b 4 sin(p,
).y )+ LG, [ ot el =,
) ) Jo Pa

F}‘”(‘r) e

" n

Por tanto escribimos la solucion del problema lineal como

o0

“{f-. 1} = Z a“ {”E,r'.n.r-

n=-—og
o0

i ~ L8t/ Gn? — a?)
= ¢ E U, e R A B A

W n? — ol

n=—od
5 ; .
. ; o~ asin(ty/n? — a?
+e ™ Z One'™ | cos(ty/An? — a?) + [*\ : . )
n=—00 \/3??_’ — (‘I‘}
r 8 gl B =t g
~ sin(+//n? —a?(t —s
+ [ 3 Rsgen T =Dy,
S0 e V/_J’T}.-) —a?

observe que f,(s) conserva la propiedad de decaimiento, donde s es un
parametro en el intervalo[0, ] con ¢ > 0, es decir, gracias a la suavidad
de 1, podemos asegurar que cada s en [0, T'], f,(s) se va a cero mas rapido
que cualquier otro polinomio. La prueba es idéntica a la del teorema 1.13 del
capitulo 1. Luego, de lo anterior tenemos que la formula de Duhamel para la

solucion del problema lineal:
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ult, z) = G()y + G + l G(t — ) f(s)ds.

Ahora iniciamos con una serie de lemas que permitirdn construir las

estimaciones que se quieren.

Lema2.2.sea¢ € H', w € H, cons>0. Entonces los siguientes estimados

son verdaderos para todos t > 0 y . = R(a — \/a? — ) > 0.

L 1G(®)0llue < Cll¢||ae.
2. [1G()Y||ls < C||Y|| o1

/'g(t — ) f(r)dr
0 H

Prueba: Por la identidad de Parseval tenemos:

sin(t+/ 3 2)
"mi/#l + cos(tv/ n? — a?)

t
<cC / 1F ()| ey dir
. 0

|6, = > me

n=1

< Cliglls -

@n |

Luego tenemos un operador lineal y continuo definido en un subes-
pacio denso de /*, para todo s € R, como lo son las funciones C*, y
asi por teorema de Hahn-Banach el operador g(¢), se puede extender de
manera continua y candnica a todo /°. Analogamente se obtienen los

demas estimados del lema.

|G () Z(n)he 2ot 1sin(t+/ Bn2 —

(J_r||
n=1 v —{1

?,f‘n |

Aplicando los estimados anteriores tenemos
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H/U Gt —n)f(ndr| < C?/O I1G(t = ) f() | e dr

i
s C?/ | f () || o= dT
0

Por lo anterior el operador de Green C, queda definido con el siguiente

dominio y contradominio

G:C(0,T]: H*) - C([0,T] : H®)

Existencia local de la solucion moderada

Probaremos la existencia local de solucion, via el mapeo de contraccion.

Lema 2.3. Supongamos que el datos inicial ¢ € H, w € H" ' con 1 > s
> % yo>0.

Entonces para algun tiempo T > 0 existe una unica solucion u(t, x) del

problema periodico

2.1)

Prueba: Denotemos por

N C(0,T]: B*) —s C([0,T] : H*)
u— N(u) = =0 (|ul”u).

En virtud del operador de Green G(¢) del problema periddico (2.1)
escribiremos el problema periddico no lineal en forma de una ecuacion

integral

u(t,xz) = é({.)(b +G({)yY + /' Gt — )N (u)(r)dr. (2.2)
Jo

Resolvemos la ecuacion integral (2.2) usando el principio de contraccion.

Definimos la Transformacion
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Avlt) = )6+ Gt + [ Gt - N ) (r)dr,

en el espacio C([0, T'] : H").
Debemos estimar 7> 0. Por la desigualdad:

W) = N ()] < Cllul” + [vl|lu — o],

Probemos esta desigualdad.

Como suponemos que s € ( % I);s—1 &€ (—1, 0)lo que nos da la
facultad de realizar las estimaciones ens = —1

Sea @ €EH™L, =37 5ne™ y ¢ =37, np.e™.

Veamos que
el < [lellae < [leol]22
Ya que
1€1l-1 = Y n () V) Bl
o0 2
T
= Z —'lﬁﬁnlz
2
2 (n)
o0 2
_ B 2
B Z 1+ n? x|
i 2
< "‘;n 2 3. < ].
< 1@ yaque (1B =
—00
= |lllz2.
luego
IV () = N(@)[lae-1 < [IN(u) = N (v)]]z2

< Cll(lul” + [17)u — v]]] 2
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Por desigualdad de Holder tenemos que

IV (u) = N (v)]

et < Clf(lul” + [0])]]zoe[[u — vl 2
< C([Jullpe + [|v]|ze=) [|w — v]|m=
< C (JJullms + ||v]]5e) || — ]

H#

Ahora esto ultimo se cumple, gracias al teorema de inmersion de
Sobolev para todas las funciones u, v € H(Q2), con s € (%, 1).

Luego gracias al Lema 2.2 tenemos que

sup || Av(t)|ly-1 < SHJI;"J (||§(s}@||"_1 + "é(f]-u-'ﬂn—l 0 ”]'g(t — N (1)dr
telo,” 0

e[0T

o

< Clllue + Cllllu—s +CT sup [A(@)(0) -
tel0.T]

< C|lllus + Cllllne-2 + CT sup |l
e[0T

podemos concluir que existe un 7 suficientemente pequefio que depende
de la norma del dato inicial

@l + [ lme-1,

tomando v en la bola de radio 2C(|4| ,«+ Iyl 1), tenemos que

e < 20([[0llns + 1¥llne-1)-

sup |lAv(t)]|
te[0,7)

Estimemos ahora la diferencia para u, v en la bola de radio 2C(l¢l .+
Iyl 1)

sup || Au(t) — Av(t)||p-1 < sup
te[0.77] 1€[0,T]

< CT sup [|N(u) —N(v)]u-

te[0, 1]

< CT sup ([lullgs + v]Fe) llu — o]l
te[0, ]

f Gt —1) N)(T) = N@)(r))dr

0

H-?

1
< - sup ||u—v|u-
2 scio,1)

T > 0 es suficientemente pequeno y dependiendo s olo de la norma de
los datos iniciales. Por tanto, la transformacion A es una contraccion en
la bola cerrada de radio 2C(lgl «+lyl +-1) en el espacio C([0, T'] : Hs).
Luego, existe una tnica u(z, x) € C([0, T]: H') del problema periddico
(2.1)




METODOS CUALITATIVOS PARA ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES NO LINEALES
Problema no lineal de onda

Alex Pico Amaya - Cristian Rojas Milla

Definicion 2.4. Una solucion de la ecuacion integral (2.2) la llama-
remos una solucion moderada del problema de valor inicial (2.1).

En lo que sigue con el objetivo de explicar en detalle como se logra
ampliar el dominio de la definicidon de la solucion de (2.1), nos apoyamos
en las técnicas [10], para garantizar la existencia del limite

l’ ‘ :
Jim |2 ()| o

que nos permite aplicar el principio de existencia explicado en el
apéndice.

EXISTENCIA GLOBAL DE LA SOLUCION MODERADA

Lema 2.5. Supongamos que el dato inicial $ € H', w € L*. Entonces
existe una unica solucion en tiempo global u(t, x) € C([0,] : H") del
problema (2.1). Mas aun para todo € existe un tiempo T tal que

lu@llar + llue()llz2 < € para todo t > T.

Demostracion: Usaremos estimados tipo energia. Sea u la Solucion
construida en el lema 2.3 de la ecuacion u, + 20u, — pu_ = —10 (|u|” u),
entonces multiplicamos la ecuacion por 2u, + ou damos lugar a esto

(2us + au) (we + 2au; — Buze = —A(2us + au)de(|ul"u)

por lo tanto obtenemos

22Uty + 4(}:?1_.? — 2BUstizy + Quiug + 202Uy
—afuusr + 220, (|ul"u) + Aaud, (Ju|u) = C

Entonces integrando sobre Q, tenemos:

(2upug + 4r,t"r1.f_ — 2BUtpy + Qi + 20Uy
Q

—aBur,t + 20y (|u]u) + Aaud,(|u|”u))dz = C
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Ahora veamos que

! d
Quptiyy = —(uf) Qg = — () — r‘mf: 20tuny = E(nzuz}.

Asimismo, integrando por partes hallamos que

[ﬂ(——Qﬁu;uu} = /Q(Zﬁuﬂux} = /n (%(ﬁui})

[ (o) = [ asid)
L(Qhur.aar(|’&lau)) = L@/\(U + 1) |u| ww.),

L(a)xu@AluI“u)) = /“(a)(a'—i— )(|u|uu,)) = L ( EJTS I(Iulauz)) ={

Por lo tanto conseguimos

d d d d
4 2 2 R 2 2y
/ (dt( ) + dau + = (Buz) + g —(awu) — au; + gy (a“u®,

+afu? + 2X\(o + 1)|u|"uuy) de = 0

luego
d o, 4,29 ,d d 2
—(u3) + —=(Bus QU a‘u
/g(dt( o) + g (F) + g laua) +
+3au? + aful + 2X(o + 1)|u|"uu,) dz = 0.
veamos que
dE
—+ H=0
dt T
donde

E = f (u} + pu2 + auu + o*u?) da.
0
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] = / (Bau; + afu; + 2o + 1)|u|"uu,) dz.
O

Notese que H(?)<, 0. Por otra parte % < (- Integrando es claro que E(?)

<E(0). Lo cual nos da las siguientes estimaciones para la solucion

| ()| + ||ue(?)||r2 < C para todo t € [0, T]

Notese que una solucion moderada definida en [0, 7 ] puede ser

extendida a un intervalo [0, 7+ J], 6 > 0 por definir

u(t +t1) = w(t)

donde w(?) es una solucion moderada de

Wit + 200 — PWee = —A0:(|W|°w)
w(0,z) = u(ty, z)
wi(0, ) = w(ty, )

La existencia de un intervalo de longitud J > 0 es asegurado por teorema

de existencia local de solucion.

Aseguremos que el siguiente limite existe

Ii t)| |
T [lu(®)]ls

Veamos: consideremos 0 < p <t <t < T'y estimemos la diferencia

[u(?) = u(®)]|n:-
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Asi tenemos que

[t — w(®)l = Hé(:’}qa +G(t)y + f G(t' = )N (s)ds — G(t)p — G(t)y — f G(t — s)N(s)ds
< ||gwre -G, +16)0 ~ GE 1

L—p £
+ ”(A +f,_,,) (Gt — 3) — G(t — 8)) N'(w)(s)ds

< |6y -Gy

H!

+
H

"
f Git' — s)N(u)(s)ds

e

e [ IG(t' = 5) = G(t = 8) | ds + C, + (' = )C
0

¢ es un operador continuo, luego
(t,t") =T~ = |Ju(t’) — u(t)|[m — 0
= u(t) = u(T) cuando t — T~ ya que H' es completo.
Asiel

T [[u(®)ll: = [lu(T)

Luego tenemos

[lu(®)|lm < C vt €0,T]

y como la constanteC no crece, siempre podremos extender el problema
de Cauchy en intervalos regulares de tiempo de longitud J, y por tal

razon existe una solucion

u(t,z) € C([0,00] : HY).

Por otra parte

E_ g

dt
E@—ﬂ@z—ﬂH@ﬁ
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Lo que implica que

V/GMH(S)ds <500

por tanto

Ve >0, 37 >0, tal que H(T) <e

de esto ultimo tenemos que
|lu(@)|lar + [[u:(@)]|2 < CE() < CE(T)

C: 5
< 22 (@l + @)l

Cs
< —51 con ¢; < e,
Ci

luego

[|u(®)||ar + ||ue(t)||L2 < € para todo t > T,

ya que E(f) decae para todo = 0. Asi el lema 3.5 esta probado.

Ahora recordemos que

u(t,z) = G(B)¢(x) + G(t)(x) fg(t—s w)(s)ds.

Afirmacion 1:

u(t,z) € C(|0, 0] : HY).

Sea 7> 0,y consideremos el intervalo [0, T']. Por el operador contraccion

existe v (1) €

C([0, ] : H"), con A(v (£)) = v

n+l

(), tal que
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e @)l < IGO0 e + 16U +C [ 1N @n)o)z2ds
< Cllglla + Cl[¥l|z2 + CT sup [|vn ()15 atl

< Cllollar + Cll9l .

tomando limite obtenemos

[l < Cll¢llar + Cll¢]] L2

Afirmacion 2.

w € C([G 00| : L.

(wn)i(t, ) = grg()‘.)d)(: )+ - g(! Yolz) + %g 1 — s)N(u)(s)ds.

0

+ e i q’é‘uei"m ((:os (t\/ An? — (rg) —\/Bn? — a?sin (!\/ An? — rr?))

n=—m

n=—00

;—)g(t)é(x) = —qe™™ Z O™ ( i (t e 02) Fcos (t\/ﬁﬂ? : 02))

Estimemos entonces 2. G ()¢ (x) en L2,
2

8 ~ s e P sin (t An? — 02)
iy { Sl — . F 7 2
. tg(t)m(a,) = —ae ﬂ;_m ¢'n| BrZ — o] + cos (tx/,ﬁn a )
o -~ |2 2
+ e~ z | |cos (t\/ﬁn‘z - a«?) —+/fn? — a?sin (t An? — a'z)| .

n=—on0

Analogamente

© sin (t An? — az)

0 i £ f=%s P i3 at % G ine g 3 2
ag(t)'l(ﬁ') = —ae Z Vn€ W +& Z e tos (f an [} )

n=—0d n=—00

2 o » 8i 2(  Bn¢ — ‘e) 5 .
3 sima| =t 3o [NV ) | e S [ o (s =
590N =ate® Y |G ——gy Y |5 _ _
L n=—00 &l n==—od
[

Observacion 2.6. De lo anterior, concluimos que u, u, convergen en

sentido L*.
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CAPITULO 3

Problema no lineal tipo Burgers

Introduccion

En este capitulo estudiaremos la existencia de solucion local y global

del problema periddico para la ecuacion no-lineal tipo Burgers

Ve = Ypa + M)+, TEQ, t>0,
{La Yoz + M)+ Pz, TE ) (3.1)

W(0,2) =Y(x), = €N

donde Q=[-7, 7], < 1.Probamos quesiel datoinicial > € L*({), entonces

existe una Unica solucién ¥(t:z) € C([0,00) : L*(2)) N C*=((0,00) x R)
del problema periddico. Més ain bajo algunas condiciones iniciales

encontramos expresiones asintoticas de las soluciones.

Consideraremos soluciones de la ecuacion (4.1), la cual satisface condi-
ciones de frontera periodica y(z, x) = W¥(¢, x + 2x) para todo x € R con ¢

> ( y el dato inicial 2z-periodico 1)(x).
Tomando el cambio de variable

P(t, x) = eMw(t, z),
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tenemos

Wy = Wag + eMuww,,
w(0,z) = ¢Y(x), = €.

Notese que el valor medio es una ley de conservacion

wo(t) :f)w[t,x)dx
¢
= @d:,t:
Q
= M.

Es claro que wo! (1) = 0.

Luego realizamos el cambio

w(t,x) =v(t,z) + M,

y obtenemos

V= Vgy + vv, + MMy, z€Q, t>0.
v(0,2) = U(x) — M, z €.

Por u’ltimo hacemos el cambio

t
u(t,z) = v(t, x — M/ e dr).
0

esto da lugar al problema periddico

{ Up = Upy + My, z€Q, t>0,

ii(0,8) = G(2) (3.2)

donde el dato inicial

o) = p(a) - M
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tiene el valor medio cero. La solucion w(t, x) del problema periddico
(4.1) es entonces dada por

t
V(t,z) = MM + eMu(t, x + .”lf/ e dr)
0

El objetivo de este Capitulo es estudiar el comportamiento asint6tico
del problema periodico (4.2).

Notese que en el caso A =0, la ecuacion (4.1) es la ecuacion de Burgers.

Esta se resuelve usando la transformacion de Hopf-Cole, la cual es

—20¢p
=

WOz

donde ¢ € 03((0:00) x Q,R*), y de forma impresionante esto da a
lugar a la ecuacion del calor que es lineal y se utiliza el método clasico
de separacion de variables. Es decir, si ¢ es solucion de la ecuacion del
calor, entonces, u segun la transformacién Hopf-Cole es solucion de la

ecuacion de Burgers.

El prop’osito de este Capitulo es de encontrar formulas asintdticas para
tiempos largos de las soluciones del problema periddico (4.2) con 4 < No.
1. Aplicamos estimados de tipo energia para remover toda restriccion
del tamafio del dato inical. Conocemos que no existen resultados para
el comportamiento asintdtico para largos tiempos de la soluciones para
el caso

A>1, enlaecuacion (4.2). Este caso es objetivo de investigacion futura.
PROBLEMA LINEAL

Consideremos el problema periodico lineal

{ U = Uge + f(E,x), TER, t>0 (3.3)

u(0,z) = ¢(x), = €
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donde la fuerza f (¢, x) y el dato inicial ¢(x) son periddicos con respecto
a la variable espacial x, es decir, f (¢, x) =f (¢, 27 + x), ¢(x) = ¢(27 + x),
para todo x € R, # > 0. Usando la transformada de Fourier, tenemos lo
siguiente

u:z(t) == _nzuﬂ(t) + fn(t)t
fn(t) = u;l(t) 3 n'zun(t)

tenemos asi una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden y multi-
plicando por el factor integrante, tenemos:

euzt‘.fn(t) - B1L2£n2un(t) + u:l(t)e"%,

)= (a0

Luego integrando, obtenemos:
2 b 2
e un(t) = / e fu(s)ds + k
0
t
un(t) = e / e ® fo(s)ds + e~ tk
0
t
un(t) _ / en.gs—ngtfﬂ(s)ds _l_ B_Hth
0
t
un(t) = f c”z(s_‘)fn(s)ds + e~k
0
Luego por la condicion inicial, tenemos

u’”(U) = ¢n
t

u,(t) = / eV (s)ds + e .
0

Luego definimos el operador de Green de la forma:

400
g(t)(ﬁ: Z G.bnein:]:_tnz

n=—00
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y asi podemos escribir la solucién del problema periddico usando la

formula de Duhamel

u(t) = Gt + ] G(t — ) f(r)dr.

A continuaciéon haremos alguna estimaciones para la solucion del

problema lineal periddico (4.2) en el espacio de Sobolev H*. Definimos

dos proyectores

JPN(U’ = Z ﬁn(t)einx!

In|<N

R,(u) = Z ﬁ,,(t)e“"”’.

In|>N

donde N > 1. Por tanto tenemos

P,u+ R,(u) =u para N > 0.

también notese que

Pou=0yu= Ri(u)

Denotaremos

{t} = min(1,t)

Lema 3.1. Sea s € R, ¢ € H(Q) y f € C([0,00)

los siguientes son ciertos

: H*(Q2)). Entonces

| RNG (1)l l1s+2 < C{t} ™| Ry 6|

para todo t > 0, donde N> 1, a> 0.

Ry /f Gt —1)f(m)dr
0

Heé+2e

& C{t}l—u—-ﬂe—l min{AN?) sup 6."&{.{:};‘3| | RJ’\.’f(T) | |H*—
t=0
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para todo t> 0, donde N> 1,0, f € [0, 1), A#N?2y

Py [og(r —T7)f(7)dr

& gl sup AT Prf ()| e
T>

Het2a

Para todo t > 0, donde @05 € [0,1), A> N?>1. CN, serd una
constante que depende de N, que en general llamaremos C.

Prueba. Como

6—21‘.7:.2 & CNe—izh‘\’z ({f} (n)g)_“,

para |n| > N> 1 con a > 0, luego por la identidad de Parseval tenemos
que

||Rx\rg(t)¢||ﬂg+2a = Z (n>2-‘?+406—2tn2

[n|=N

<ofty e ™ 3 (m)* 4,
In|2N

< C{t} 22| Ry

-~ |2
«;bn\

2

2
He-

para todo ¢ > 0, y para todo 7 > ¢

2

IPnG(t — )¢l

it payed
Hot2a = E :(n)2s+4ae 2(t=T)n
In|<N

S C(N>4ae—2(r‘,—1‘))’\f2 Z (n)?s

|n|<N

< Cne 2% Pyl 3.

o~
¢ﬂ.

~
F

On

Aplicando los estimados anteriores con a € (0, 1) tenemos que:

HRN [ 6=

Hs+2e

Hs dT

t
: C/ {t =7y e Ry f(r)]
0

i
< Ce™ [t = rpe{r) Pt Narsup e (1) |y (el
0 70

o) e e sup e {t}”| Ry f (7).
T
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Por otra parte:
t o
e_th/ {t — 1} orPerV'-4) g,
0

t
i e—i‘.f\—/ '[t _ T}—,ST—(.re_T{.’\'2—.*\}dT
0

S C{t}l—a—fje—f-/&?
paratodot>0siA<n’y

t
C'e—p!f\"z-/ {t . T}—a-{T}—.SeT(Nz—A]dT < C{t}l—u—lﬁe—t!\fz,
0

para todo ¢ > 0 si A > n?. De igual forma encontramos el siguiente
estimado:

t
< C/ {t — 7} N | Py £(7)| e dr
0

¢
9 [ G(t — 7)f (P)dr
J0O

Hs+2a

i
< Ce tV? / {t — T}_“{T}_"ﬁem\_‘m)dr sup eM || Pr f (7)| |1
0

T=0

< C{tH~*Pehr sup MY || Py £ (7)|| e

para todo # > 0 donde @, # € [0,1), A > N? > 1 Con esto el lema 4.1
es probado. m

Lo que haremos de inmediato serd probar la existencia local de
soluciones del problema periddico (4.2). Supongamos que 4 < 1, pero
esta suposicion no es esencial para la existencia local de soluciones.
Est4 basicamente serd usada para la existencia global de soluciones y
estimados asintoticos.

Observacion 3.2. El factor {t} que se introduce en las estimaciones
anteriores es debido a la propiedad de difusion de la ecuacion de
Burgers.
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Existencia local de solucion clasica

Lema 3.3. Supongamos que el dato inical ¢ € L*(Q). Entonces existe
para algun tiempo T > 0 existe una unica solucion u(t, x) € C([0, T'] :

L*(Q)) N C*((0, T'] x R) del problema periodico (4.2)
Prueba. Denotemos

N(u) = eMuu,.

En virtud del operador de Green () del problema periddico lineal
(4.3), escribimos el problema periodico no lineal (4.2) en la forma de

ecuacion integral

t)o + [ Gt — )N (u)(r)dr (3.4)

Note que ¢ =R ¢y u= R u. Resolvemos la ecuacion (4.4) por el principio

de contraccion, definiendo la transformacion

Av(t) = G(t)o + / G(t — )N (v)(1)dr.

en el espacio

X ={peC(0,T]: L*( )N C([0,T] : H*(V)) : || ]| x < o0}
con la norma

18llx = sup ellé@)llz + sup {£}3e!ll6@)]lwe.
t€[0,T) te[0.T]

donde s € ( % , 1), y el valor T > 0 debera ser estimado. tenemos lo

siguiente:
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IV (@) = N1 = [JeMun, — Moy ||y,
< CeM||0, (u? = v?)||-1
< CeM|u? = 0P|
< CeM||u+ v||pes||u = v |12
< CeM([Jul|pee + ||ul|ze)||u = v|| 2
< CeM([fullus + [ullae)lfu — vl L2,

Esto ultimo se cumple gracias a la desigualdad de Holder y al teorema
de inmersion de Sobolev para todas las funciones u, v € H(Q2), con s €
(% 1). En virtud de los estimados del lema 4.1 y considerando v = min(1,
1-2) € (0, 1]

sup || Av(t)|[z2
t€[0,7]

< C’S[I{l)l;] (”ﬁf?”Lz + {t}%+§8_1"" sup ff[l_'”)f{'r}%||RIN(”)(T)”H“)
e (U,

te[0,7]

< C||4||z2 + CT* % sup e+ {r}3 ||V (v) (7)| |-
70

S C||¢||L2 o CT%-"% Sllpe“""”"'MT{r}% ”'U|
70

He|lwl |22

Notese que el estimado R N, hemos hecho en el lema 4.1, s =-1, a =0,

al igual se hace en el segundo componente de la norma X.

De la misma forma obtenemos

s
sup {t}2e!llo(0)l
te[0.T]

< C sup (I|¢|IL2+ {t}a+3e™" sup 6““'”{?}%IIRlN(u)(T)IIH—l)
te

(0,7 te[0,T]

7>0

< Csup (Ilt.‘fbllfa2 + T2 % sup e“*”*"‘”{'r}%llvlln-«II’UIIm) -
>0
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Luego consideraremos suficientemente pequefio 7 el cual depende de la

norma del dato inicial ||g|| -tal que

Av(@®)][x < Cl|¢]|z2

Estimemos ahora la diferencia, utilizando la desigualdad de Holder y el

teorema de inmersion de Sobolev.

|[Au(t) — Av(t)||x

5 C sup {f ]- % —ie—vf sup e(l+ij)‘r{?_}%
te[0.T] 750

|[R1(N (1) = N(v))(7)] [

Ry (N (u) = N(0))(7)| [
< OT% % sup eI {1} 2 ||V (u) — N(@)||n-1
>0

< CT%_% sup 3(1+G)T{’F}% ||0x(u2 - UQ)H““

a =0

< CT?3 % sup 7 {7}5||u? — 0|2
T>0

= CTz 3 sup e {7}3||(u — ) (u + v)||2
7>0

< CT7 5 sup ™7 {7} 3 ||u + v|| oo | |1 — ]| 2
=0

< CT# 5 sup ™ {7}5 (fJullz= + [[o]lz) [lu — o]z
70

< CTi % sup eV} (||uf
720

< CT35 (|fullx + ||
1

e l|u = vl|p2 +[[v]|as[lu — v]|2)

Q

|x) |l —v||x

IA
S]]

[lu—v||x.

Recuerde que

Hlullze < ol
s 20 [Jullz < [|ullus
Si T > 0, suficientemente pequefo. Por tanto, la transformacién A es

una contraccion wn la bola cerrada de radio C||®||z2en el espacio X.
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Luego existe una unica solucion en el espacio u(z, x) € X del problema
periddico (4.2). Debido a la propiedad de difusion de la ecuacion de
Burgers, la solucion obtiene mas regularidad en el tiempo ¢ > 0.

Asi tomando un tiempo 7, > 0 y considerando el problema periodico
(4.2) con el dato inicial ¢ (x) = u(z, x), en la misma forma podemos
considerar encontar que existe una unica solucion u(z, x) € C([7, T']:
HY(Q)) N C([¢, T']: H*()). Repitiendo este argumento vemos que u(t,
x) € C((0, T] : H*(Q)). Entonces por ecuacion (4.2) esto muestra que
ut,x) € C*((0, T]xR). m

Solucion global al problema tipo Burgers

Teorema 3.4. Supongamos que el dato inicial ¢ € L*(Q). Entonces
existe una unica solucion u(t, x) € C([0, ») : L*(Q)) N C*((0, ) x R)
del problema periodico (4.2), el cual obedece el estimado de decai-
miento |[u(?)||,>— 0 para t — oo.

Prueba. Usaremos estimados tipo energia. Sea u la solucion construida
en el Lema 4.3.

Multiplicamos la ecuacion (4.2) por 2U . Luego integrando sobre €,
obtenemos

/(Qu'u, — 2uug, — Qf:’\f'u.?u,,.)d;r = 0.
Ja

de esto, integrando por partes y tomando las condiciones de frontera
peri’odica tenemos que:

(—g u?(t, x)dx + 2 / ul(t, z)dx = 0. (8.5)
dt Jo Ja

Luego la norma||u(t)||r2decae en el tiempo. integrando un estimado a
priori para la solucion ||u(t)|| 2

[|u®)||z2 < [|éllz: < C,

para todo ¢ > 0.
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En lo que sigue estimaremos la norma L” para la solucion. Como la

solucion del problema periddico (4.2) tiene valor medio cero

/u(t,&:)dm =
Q

vemos que

supu(t,z) > 0.
Te

inf u(t,z) <0
TEf]

para todo ¢ > 0.

Nos apoyamos en el siguiente lema para terminar la prueba del teorema
4.4,

Lema 3.5. Sea u € C'([0, T) : C(Q)) y m(¢) = inf __ u(t, x) < 0 para

xEQ

todo t € [0, T). Entonces existe un punto &(t) € Q tal que m(t) = u(t,
&(t)); mas aun m'(t) = u(t, (1)) en todo [0, T).

Prueba. Sea c, una constante genérica. Fijemos ¢ € [0, T') y definamos

m(t) = }lelgfzu(fI]

como u(t, .) € H'(R), vemos que

lim wu(t,z) =0,

|z| =00

asi existe al menos un punto &(f) € R con

m(t) = u(t, &(t)).

Sean ahora s, t € [0, T') fijo.

Si m(t) < m(s), tenemos que
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0 < mf(s) —mf(t)
= :ilélsfz(?.t(s, x) —u(t,&(1)))
< u(s, £(t)) — ult, £(1)-

Por el teorema de inmersi’on de Sobolev H'(R) C /*(R), concluimos
que

|m(s) —m(t)]
< Ju(t) — u(s)|Lem)
< clu(t) — u(s)|m ®)-

Luego por el teorema del valor medio para funciones con valores en el
espacio de Banach- H', tenemos

Im(s) —m(t)]
<clu(t) —u(s)] méx [|lu(7)|lmm)], t.s€[0,T).

O<r<mix{s,t}

Como u, € C([0, T') : LR)), vemos que m es localmente Lipschitz
en [0, T) y por ende es de variaci’on acotada, | que implica que m es
diferenciable casi en todas partes en (0, £), entonces tenemos que

;rn,"(t) = lim M
s—t+ s—1
o o ULED) — u(s.E0)
T st s—1

— Ug(t?ﬁ(t)),

m'(t) = lim M
> lim “(t*f(t))&;’f:(-’ﬁ;f(t))
= w(t;f(t)):

casi en todas partes en (0, 7'), y por el teorema de inmersi on de Sobolev
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i u(t, ) — u(s, :E)_
s—t s—1 :

existe uniformemente con respecto a x € R. Por tanto

m'(t) = w(t, &(1)).

El lema anterior basicamente es una consecuencia del teorema de
funciones implicitas.

Continuemos la demostracion del teorema 4.4 considerando el punto
&(t) em fia ecuacion (4.2), tenemos para la funcion

m(t) = Jlgsf! u(t, x)

d
am(t) >0,
ya que
u(t,€(t)) =0
15:::::.'(t1£(t)) 2 U:
y asi

m'(t) = w(t, ()
= U (t, £(1)) + Mult, €(1))ua(t, £(t)) = 0.

esto muestra que m(f) = m(T) para todod t > T .
En la misma forma tenemos que:

supu(t,z) < supu(l,x),
vEQ 2€Q)

paratodor>T.

Es conocido de la teoria clésica parabolica [15], [16], [17], que en el
caso de que la no-linealidad no crezca mas rapido que cuadratica en el
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gradiente, es suficiente un estimado L”a priori para probar la existencia

global de las soluciones.

También por (4.5) tenemos el estimado:

¢
f /ui(r,x)d:rdrﬂ/éz(m)d:r.
0 Q Q

Esto implica que para todo € > 0 existe un tiempo 7 tal que

|[ue ()| < €.

En particular
|[u(T)||z2
=2 lun(D)
n#0
< 3 (m)ua (1)

n7#0
= llua(T)llz2 < e.

Por la identidad de Parseval, tenemos que:

[lu(T)Z2

= S @)

n=1

= Z(n)2|a?r-(t)|2

n=1
< |lu@®)|f,

y la norma ||u(?)|2 - decae en el tiempo, asi tenemos la siguiente
desigualdad:

lu(®)llzz <€

paratodo ¢<T.
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También notese que la norma L* es pequeiia, es decir,

(o=
< [lu(T)| 2=

1 1
< 2| [u(t)]| oo || ()] Foe
<l

para todo £ > T'. Con esto tenemos probado el teorema 4.4. m

Para proba la desigualdad

()72 < 2llu(T)]]z2|fua(T)]] 2.

Considérese '€ H', y es sencillo probar que existe C > 0, tal que

112 < CUAIZ2 + LAzl ]2

Para esto considérese

esto muestra que

g € H! < Cper,

f 9(y)dy = 0.

™

luego existe x, € [-x, ], tal que g(x,) = 0. Combinando esto con el
hecho que (¢%)' € H™!, obtenemos

g =2 [ " 9w)d W)y,

-

y de lo anterior concluimos que
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lg(z)* < 2||g]|z2l|¢|| 2.

Esta ultima desigualdad es la que usamos en nuestra prueba. m

Tarea: Dejamos un ejercicio al lector interesado que es estudiar el mismo
problema con 4 > 1 y hacer implementaciones numéricas motivadas por
las ecuaciones en diferencia que aparecen en la solucion local. Hasta
donde los autores conocen estos serian problemas no resueltos en la
literatura, esperando que nuestro libro sirva de motivacion para trabajar
esto problemas.
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APENDICE A

Resultados Importantes

En esta seccion final del libro, abordaremos un teorema usado en un
lema del libro y este es de gran importancia en el estudio del analisis
funcional como lo es el consagrado teorema de Hahn-Banach. También
explicaremos lo que significa que un problema de ecuaciones diferen-
ciales parciales esté localmente y globalmente bien puesto. En parti-
cular, estudiaremos un problema clasico al estudiar ecuaciones diferen-
ciales ya sean ordinarias o parciales, el cual es el problema de cémo

prolongar el dominio de definicidon de una solucion de estas ecuaciones.
Teorema A.1. (Teorema de Hahn-Banach)

Sea E un espacio vectorial normado, F un subespacio y G un espacio

vectorial normado completo. Sea

AP =G

un operador lineal continuo, con norma C. Entonces la clausura F de
F en E es un subespacio de E. Entonces existe una unica extensi on de

A a un funcional lineal

Xl =G,
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y A tiene la misma norma que A.

Observacion A.2. Las funciones periodicas de clase C*, son densas en
los espacios de Sobolev de cualquier orden.

La prueba de la observacion anterior es sencilla, basta pensar en los
polinomios trigonométricos. De igual forma escribimos un bosquejo de
la prueba de la observacion.

prueba: Sea @ € H% luego

o0
5 Bl < o0
n=—0o
o0
ap(x) - Z eine 3,
Mn=—00

Definimos

N
pn(@) = ) €™Pn € CR.

N==0o
De lo anterior, tenemos que
00 N 00
VER: o) —p@)l= D | D e™Fa— Y €"Fal(n)™
n=—o0 [n=—N n=—oo
= 3 [ n)?* -0, N = .
In|>N

Definicion A.3. Sean X, Y espacios de Banach, To € (0,00) y sea
F 00, Tyl x Y — X una funcién continua. Diremos que el problema
de Cauchy

Bru(t) = F(t,u(t)) € X, (A1)

u(0) =¢ €Y,

es localmente bien puesto en Y si:
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a. Existe ] € (UaTo]yunafuncién u € C((0,77 : Y)tal queu(0) = ¢

v la ecuacion diferencial se satisface en el sentido que

u(t+ h) — u(t)
h

lim
h—0

— F(t,u(t)

X

donde las derivadas en t = 0 y t = T son tomadas por la derecha y la

izquierda, respectivamente.
b.El problema (A.1) tiene al menos una solucion en C((0, T']: Y).

La funcién ¢ — u es continua. Mas precisamente, sea ¢ € Y, n=1,2,3,
.- Son tales que § — ¢ wenYyseanu & C((0, T,]:Y) las correspon-
dientes soluciones. Sea T € (0, T,). Entonces las soluciones u, pueden

ser extendidas al intervalo [0,T] para todo n suficientemente grande y

Ifm sup ||, () — Uso(t)|]y = 0

=00 [0

nosotros resumiremos esas propiedades por decir que el problema esta
localmente bien puesto. Si una de esas propiedades falla diremos que el

problema esta mal puesto.
Maximos Intervalos de Existencias

Después de establecer cuando un problema de Cauchy esta localmente

bien puesto, surge una pregunta natural, ;Puedo extender la solucion?

Si F (¢, u) esta definida para todo tiempo positivo, quisiéramos saber si
la solucion exista también para todo tiempo positivo. En estd seccion
introducimos un método para responder a esta pregunta. La respuesta
en si depende de entender las propiedades de la ecuacion diferencial
a examinar. Expondremos el caso autdbnomo y asumimos que F esta
definida en todo Y.

Definicion A.4. (Globalmente bien puesto)
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Sean X, Y espacios de Banach T (0,0)y sea F': [0, T)] X Y — X una

funcion continua. Diremos que el problema de Cauchy
dwu(t) = F(u(t)) € X, (A.2)

u(0) =op €Y,

es globalmente bien puesto en Y si:

Existe una unica u € C([0,0) : Y) tal que u(0) = ¢ y la ecuacion
diferencial es satisfecha en el sentido que

lim sup ||un(t) — ues(t)|]y =0 ¥Vt € [0,00)

TR—3 D0 [f}.T]

con derivada en t = 0 tomada por la derecha.

La funcion ¢ — u es continua. Mas precisamente ¢ € Y, n=1,2, ..., son
tales que ¢ — ¢ en Yy seanu € C(0, T ]: Y ) las correspondientes

soluciones. Para cada T > 0 tenemos

lim sup ||u,(t) — ueo(t)||y = 0.

=00 [[’j'j‘

Para obtener la existencia global para (A.2), debemos combinar una

estimacion global a priori para |[u(t)||, con el principio de extension.
Principio de Extension
Sea ¢ € Yy asumamos que (A.2) es localmente bien puesto. Sea

T*(¢) =sup? > 0: 3! solucién de (A.2) en [0,7].

Entonces lo siguiente es valido.

a.T*(p)=00 0 T*(¢) <o y lim |lu(t)|ly = .
(= T*(9)
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E el segundo caso diremos que la solucion explota en el tiempo finito.
La funcion

u € C([0,T(¢)] : Y),

es llamada la maxima extension de la solucion del problema (A.2).

b. La funcion ¢ — T*#(¢) es semi-continua interiormente, este es

Ve>0, 36 =6d(e,0) > 0/||p—¢lly <6
=T (@) —e < T(¢).

En términos de sucesiones, semi-continuidad inferior significa que si

On — Ooo en Y,

entonces dado T € (0, T%(¢,)), tenemos 7*(¢_) > T para todo n suficien-
temente grande. En particular, las soluciones locales u (f) pueden ser
extendidas a [0, 7'] para todo n.

Observacion A.5. La razon de no establecer el principio de extension
como un teorema es que prueba o no segun cada situacion bajo consi-
deracion.






METODOS CUALITATIVOS PARA ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES NO LINEALES

Alex Pico Amaya - Cristian Rojas Milla

Referencias bibliograficas

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

N. Hayashi; P. Naumkin; J.Rodriguez-Ceballos. Asymptotics
of solutions to the periodic problem for the nonlinear
damped wave equation. Nonlinear Differ. Equ. Appl. 17.
355-369. 2010.

F. Linares. Ecuaciones dispersivas no lineales. Caso
periddico. Caracas: Escuela Venezolana de Matematicas. 2007.

P. Naumkin; J. Rodriguez-Ceballos. Estimaciones en los
espacios de Sobolev de la solucién del problema de
Cauchy. Matematicas: Ensefianza Universitaria. pp.31-40. 2009.

P. Naumkin; C. Rojas Milla. Soluciones asintéticas para un
problema no lineal de onda. Tesis Doctoral. 2011.

A. Marin; C. Rojas; R. Ortiz. Solutions for the nonlinear
damped wave equation. International Journal of Mathema-
tical Analysis. 2015.

H. Brézis. Andlisis funcional, teoria y aplicaciones.
Masson, Paris, Ed. cast.: Alianza Editorial S.A. Madrid. 1984.

J. Sotomayor. Licoes de equacoes diferenciais ordindrias.
Instituto de Matematicas Pura e Aplicada. 1979.

V. P. Mijailov. Ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales. Editorial MIR Moscu. 1978.

Rafael Iorio; Valeria I6rio. Equeacoes diferenciais parciais.
Uma introducao. CNPq (Proyecto Euclides). 1998.



METODOS CUALITATIVOS PARA ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES NO LINEALES

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

Referencias bibliograficas

Alex Pico Amaya - Cristian Rojas Milla

A. Pazy. Semigroups of linear operators and applica-
tions to partial diferential equations. Aplpplied mathema-
tical sciences; v.44 Springer Verlag, New York, Inc. 1983.

N. Hayashy; E.I. Kaikina; P. Naumkin. Damped wave
equation whit a critical nonlinearity. Trans.Am Math.soc.
358(3), 1165. 2006.

N. Hayashy; E.I. Kaikina; P. Naumkin. Damped wave
equation in the subcritical cases.]. Differential Equation.
207(1), 161-194. 2004.

N. Hayashy; E.I. Kaikina; P. Naumkin; [.A. Shishmarev Damped
wave equation in the subcritical cases.J. Differential
Equation. 207(1), 161-194. 2009.

P. Naumkin; C. Rojas Asymptotics of solutions to the
periodic Problem for a burguer type equation J. Evol.
Equa. Springer Basel AG-DOY10.1007. 2010.

H. Amman Dinamic theory of quasilinear parabolic
systms. Global existence. Math Z202 No.2, 219-250. 1989.

A. Constantin; J. Escher Global solutions for quasilinear
parabolic problems Evol. Equ 2(2002) Nro. 1,97-11.Doering,
CR., Gibbon.

E.I. Kaikina; P.I. Naumkin; I.A. Shishmarev Periodic problem
for a model nonlinear evolution equation Adv.Differ.Equ.
7(5), 581-616(2002)



	Introducción
	Prefacio

	Cap´ıtulo 1
	Fundamentos
	Espacios de Banach
	Desigualdad de H¨older
	Espacios de Hilbert
	Una Desigualdad Importante
	Lema de Contracci´on
	Los espacios de Sobolev en Rn
	Teorema de Inmersi´on de Sobolev
	Distribuciones Perio´dicas




	Cap´ıtulo 2
	Problema no lineal de onda
	Problema Lineal
	Existencia local de la soluci´on moderada
	Existencia global de la soluci´on moderada




	Cap´ıtulo 3
	Problema no lineal tipo Burgers
	Introduccio´n
	Existencia local de soluci´on cl´asica
	Soluci´on global al problema tipo Burgers




	Ap´endice A
	Resultados Importantes
	M´aximos Intervalos de Existencias
	Principio de Extensi´on

	Referencias bibliográficas



