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l{upglamcnlos )
de analisis matematicos

PRESENTACION

Esta obra estd orientada a fortalecer los procesos de ensefianza y apren-
dizaje del analisis real en las instituciones de educacién superior. Para que
los estudiantes y docentes dispongan de un material bibliografico cuando
estén solucionando un problema en sus investigaciones o en el trabajo, el
libro contempla reglas, leyes y teoremas que son Utiles para todos los campos
del conocimiento, porque con ellos es posible comprender y aplicar tépicos

relacionados con el analisis matematico y sus aplicaciones.

Laintencion de esta obra es presentar un material sobre analisis real completo
y facil de comprender, para llegar no solo a los interesados en entender el
analisis matematico, que tanto se usa y se aplica en la realidad, sino también
a los estudiantes que no estén interesados en el analisis matematico como

disciplina, pero si como herramienta til en otras areas de conocimiento.

El mayor esfuerzo de este proyecto sobre la ensefianza y aprendizaje sobre
el analisis matematico dirigido al estudiante, pues en el libro los temas son
presentados con una gran variedad de estrategias encaminadas a brindar
un escenario significativo para el aprendizaje del analisis real. Es por estas
razones que los ejemplos fueron disefiados y seleccionados para que el
estudiante o lector comprenda y aplique facilmente cada uno de los topicos

tratados en esta obra.

Universidad del Atlantico



Fundamentos ) Fulio César Romero Pabon / Roberto Enrique Figueroa
de analisis matematicos Gabriel Mauricio Vergara Rios

Docentes expertos en la materia se encargaron de la revision de: la teoria, los
ejemplos, las demostraciones, los talleres y aplicaciones, que contribuyeran
con potenciar este proyecto de matematicas. Es por esto, que hoy conside-
ramos conveniente presentar esta obra, porque cada uno de sus capitulos fue
elaborado para que el lector conciba y aplique cada uno de los temas sobre la

l6gica tratados en este libro.

Universidad del Atldntico Presentacion
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PROLOGO

Esta obra sobre los fundamentos de analisis matematico fue disefiada como
una guia de estudio para los estudiantes y docentes universitarios que estén
cursando o necesiten aplicar los topicos sobre andlisis real. Los conceptos,
ejemplos y los problemas resueltos son explicados y demostrados estraté-
gicamente, lo cual se puede evidenciar cuando se analiza o demuestra un
problema o teorema, el cual es realizado paso a paso en cada uno de los temas
tratados en esta obra. Ademas, se incorporan definiciones, reglas, leyes y

teoremas que son fundamentales para abordar la solucion de los problemas.

Mi experiencia como docente de matematica durante muchos afios, me ha
ensefiado que esta materia es dificil de aprender sin analizarla y compren-
derla, por ello es necesario practicarla y aplicarla; por tal motivo, se han incor-
porado al final de cada capitulo un grupo de problemas propuestos, con el fin
de que el estudiante y el docente los realicen, para que asi pueden reconstruir
un aprendizaje s6lido sobre el andlisis real, a través de las situaciones signi-
ficativas que son expresadas en los conceptos, ejemplos, ejercicios o talleres

de aplicacién.

LOS AUTORES

Universidad del Atlantico
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INTRODUCCION

Este libro ha sido elaborado a partir de las notas de clase de los cursos de
andlisis real que he impartido en las instituciones de educacién superior.
El objetivo de esta obra es servir como material de apoyo académico para
la orientacién de los estudiantes acerca del analisis matematico y sus
aplicaciones. Es por esta razén que se ha seleccionado este material para
la construccién de esta obra académica, la forma como se ha disenado y
ordenado este libro estan encaminados a un modelo didactico que facilite al
estudiante la comprensién de temas tan importantes y complejos tratados

aqui.

Esta obra esta dirigida principalmente a los estudiantes universitarios que
cursan o estudian el andlisis matematico, pero puede ser util también a
alumnos de otras titulaciones afines con la matematica y sus aplicaciones.
Este trabajo ha surgido de la experiencia docente del autor. En funcién de
estas circunstancias, se ha procurado un estilo de exposicién detallado y
pedagoégico, incluyendo numerosos conceptos, teoremas, ejercicios, aplica-

ciones y talleres.

En lo referente a los contenidos, se han disefiado diez grandes tdpicos que
comprenden los siguientes temas: espacios métricos y espacios normados,
topologia en espacios métricos, espacios y conjuntos compactos, espacios
y conjuntos conexos, sucesiones y espacios completos, funciones entre

espacios métricos, limite, continuidad, continuidad uniforme y el analisis e

Universidad del Atlantico



Fundamentos ) Fulio César Romero Pabon / Roberto Enrique Figueroa
de analisis matematicos Gabriel Mauricio Vergara Rios

importancia del teorema del punto fijo. En cada una de estos temas estan
presente los siguientes aspectos: las teorias fundamentales, teoremas,
demostraciones, ejemplos o ejercicios para reafirmar los conceptos y los
talleres para desarrollar las competencias adquiridas en cada una de estas
unidades. Todo este trabajo se ha redactado con una especial dedicacién para
que el lector se sienta bien ilustrado en los diferentes topicos que conforman

este libro de Analisis Matematico.

Universidad del Atldntico Introduccion



po Fundamentos
de analisis matematicos

1. ESPACIOS METRICOS Y
ESPACIOS NORMADOS

Laidea de espacios abstractos fue introducida en 1906 por Fréchet, con el objeto de tratar
de forma unificada problemas procedentes de distintas areas que mostraban caracteris-
ticas y propiedades similares. En esta parte del curso estudiaremos los espacios métricos
y los espacios normados, espacios basicos en todo el analisis matematico, no preten-
demos hacer un estudio exhaustivo de ellos, pero estudiaremos los aspectos necesarios

para abordar algunos problemas que seran tratados posteriormente.

Los espacios métricos surgen al hacer la abstraccion de ciertas propiedades de los
numeros reales, las cuales dan origen a la definicién de distancia o métrica sobre un
conjunto. Los espacios normados son una clase particular de espacios métricos. Se trata
de espacios de fundamental importancia en toda la matematica, ya que en ellos se hallan
superpuestas las estructuras basicas del dlgebra lineal “espacio vectorial” y la estructura

basica del analisis matematico “espacio métrico”.
1.1. Espacios métricos
Sea X un conjunto no vacio. Se llama distancia o métrica en X a toda aplicacion:

d: X X X - R,talque,V x,y,z € X se tiene:

(D.1) d(x,y) = 0 si,ysolosi x=y
(D.2) d(x,y) < d(x,z) + d(zy). (Desigualdad triangular)
(D.3) d(x,y) = d(y,x) (Simetria)

Universidad del Atldntico
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El par (X, d) es llamado espacio métrico y a los elementos de X se les llama puntos.

Cuando no haya confusién hablaremos de espacio métrico X en vez de (X, d).

Como consecuencia inmediata de la definicién de espacio métrico, se obtiene:
(D.4) d(x,y) > O0six #y (Definida positiva)

1.1.1. Definicién

Sea A un subconjunto de R.

¢ Si A estd acotado superiormente, llamaremos supremo de A y lo denotaremos por

sup(A) ala minima o menor cota superior de A.

¢ Si A esta acotado inferiormente, llamaremos infimo de A y lo denotaremos por

inf (A), ala maxima o mayor cota inferior de A.
1.1.2. Ejemplos
1
Consideremos en R al subconjunto A ={; / ME N}. Es claro que el conjunto A
estd acotado superior o inferiormente y se tiene que: sup(4) = 1 € A, mientras que
inf(A)=0¢A
1.1.3. Definicion

Sea (X, d) un espacio métrico.

e Si A es un subconjunto no vacio de X, llamaremos didmetro de 4 al elemento de
R™ [= RU (—oo, m]) definido por:

§ =sup{d(x,y) / =xv €A}

Si §(A4) < oo, se dice que A es acotado. Resulta evidente, entonces, que la unién

finita de conjuntos acotados es un conjunto acotado.

e Si Ay F son subconjuntos de X, se llama distancia o separacién entre 4 y B al

numero real no negativo definido por:

d(A,B) = inf{d(x,y) /x EA,y € B}

Universidad del Atldntico 1. Espacios métricos y espacios normados



1. Espacios métricos y espacios normados

1.1.4. Definicién

Sean (x,d,) y (¥,d,) espacios métricos. Se llama espacio métrico producto al espacio
(X x Y.d), cuyos puntos son elementos del conjunto ¥ x ¥ = {{x,v) /x €EX,yE Y}y
donde la métricad : (X x ¥) x ( X x ¥) — R esta definida por:

1

o

d[(xy,31).(x2.32)] = {ldx[:xl’xf)lz + |d}-(}’1r}’:)

1.1.5. Ejemplos de espacios métricos

A continuacidn se presentan una serie de ejemplos de espacios métricos con los cuales

nos estaremos tropezando en el desarrollo del curso.

a. Sea X un conjunto no vacio. Definimos la funcién d: X x X — R por:
dxy) =1

1 six £y
0six =y

Esta funcién define una métrica en X, pues las propiedades (D.1), (D.2) y (D.3)
resultan facilmente comprobables. Esta métrica es llamada la métrica discreta y el

espacio métrico (X, d) se conoce como el espacio métrico discreto.

b. El conjunto de los nimeros reales £ con la métrica dada por la distancia del
valor absoluto, es un espacio métrico, esto es: (X,d) donde d:E xR —= R
viene dado por: d(x,¥) =|x —v| Es un espacio métrico, ya que si
lx —v|=0&= x—y=0< x =y, cumpliéndose asi la propiedad (D.1).
La propiedad (D.3) resulta inmediata. Probemos ahora (D.2), es decir, si
x,v,z ER debemos ver que d(x,¥)<=d(x,z)+d(x,z). En efecto,
lx —v|=|x—z+4+z—y| < |x—z|+ |z — y| por desigualdad triangular del

valor absoluto en E.

c. ConsideremosaR®" = R X R X ... x R, n veces con la métrica producto:

b =

d(x,y) = lei —}?ilz ,donde
i=1

xr= (xl’xf,...,x?z

y= (}Fir}rf,..u}ru)

?]%%le/{gm a'b;);zg{wfobMO Enrique Figueroa Universidad del Atldntico
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Claramente, ¢l cumple con las propiedades (D.1) y (D.3). Probemos entonces la propiedad

(D.2),estoes,six,y,z € R"™;

x = [xllxi,...,xu)’}rz [:}Flr}rﬂ_...u}rn)rz = (_zlfzﬂ,...,z:lz

Entonces:

d(x,y) < d(x,z) +d(zy)

Sustituyendo:

ra| =
B =
ral =

mn

[Zui—yf] < Zui—zm] +
i=1 i

En efecto, si llamamos a; = x; — z; y b, = z. — y,, entonces a; + b; = x; — ¥;. Luego:

n
Y]

i=1

n n

[d(x,y)]* = ilxi _}Filz = i'“: - be|: = Z ai: + Zbi:

i=1 i=1
n n n n i n i
+2 Zai-bi EZaz—:—i-be—i-Z( ai:) (Zbﬁ)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
1 172
n 3 n 3
(2 + (%)
i=1 i=1

Tomando raiz cuadrada a ambos lados, resulta la propiedad (D.2). Asi (IR", d) resulta un

espacio métrico.

NOTA: La desigualdad

ra| =

Universidad del Atldntico 1. Espacios métricos y espacios normados
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Utilizada en la prueba de la propiedad (D.2) es llamada: Desigualdad de Cauchy-Shwarz,
para R"(lx - y| < [lx[| - Il

d. Consideremos el espacio de las funciones reales, continuas sobre un intervalo

cerrado de R:
C[a, b] = {f:[a.b] € R — R, continuas}
La funcién:
d:(C[a, b] X C[a, b] — R.definida por:
d(f.9) = max {If(x) - g(x)1}

Define una métrica sobre ([a, &]. En efecto, la propiedad (D.1) y la (D.3) son claras. Para

la propiedad (D.2), obsérvese que si f, g, h € C[a,b]:

[f(x) — g()] = |f(x) = h(x)| + [h(x) — g(x)],

Vx € [a, b],ademés si ¢ v € ([a, b],entonces,

lo(x) —Y(x)| = xré%gfg]{qu(xﬁ —w(x)}

Asi que:

max {f(x) — g(x)} = max {f(x) — h(x)}+ max {h(x) — g(x)},
x€la.b] xEla.b] xela.b]
esto es:

d(f,g) <d(f,h) +d(h,g)

e. El espacio (Cy[a, b]l.d) de las funciones reales, acotadas sobre un intervalo

cerrado de I, con la métrica del supremo, es también un espacio métrico, esto es:
(,[a.b] = {f:[a.b] © R — R, acotadas}
d(f.9) = max {If(x) — g(x)l}
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f. Consideremos sobre ([a, b]la funcién definida por:
b
4,(£.9) = [ 1£0) - gl ax
L

Esta funcién define una métrica ([, b], pues (D.1) y (D.3) son faciles de comprobar. Para

ver (D.2) obsérvese que:

f|f(x)—g(x)|dx5f (I () = k()| + Ih(x) — g(x)l)dx

=J- If[x]—h(ledx-I-J [h(x) — g(x)|dx, asi,

d(f.g) < d(f,h) + d(h,g)

g. Consideremos, ahora, sobre ([a, b]la funcion:
1

b 2
d>(f, 9) = (f |f () —g(x)lzdx>

Entonces (Cy[a. b],d,) es un espacio métrico. La prueba (D.1) y (D.3) son como en el

caso anterior. Para la comprobacion de (D.2), hay que ver que:

1 1 1

b 5 b 5 b 5
(f If(x)—g(x)lzdx) s(f If(x)—h(x)lzdx) +(f |h<x)—g(x)|2dx)

Para ello, se tiene que:
b
| 1r@) - georeax &
b
= [ 1@ - 900 + (0 - g (17 ax

< J [1f () = g ()P + 1h(x) — g(x) > + 2If(x) — h(x)] - |h(x) — g(x)[] dx
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Ahora bien,

o(x) =f(x)—h(x), Px)=hx)-glx)yieR

Entonces:

0 zf l@(x) — (x)|* dx

s fwwm +mfcptxj () dx + fcpf(x)dx

Como este polinomio en A es siempre no negativo (= 0) su discriminante debe ser

- ( f e dx) @)

siempre no positiva (= @), resultando:

L o) ) dx < ( f o) dx)

(=
ra| =

Aplicando (2) en (1) obtenemos:

b
f F(0) — g0 12 dx

b

b
< f £ G0 — h)I2 dx + f Ih(x) — g2 dx
1

b 3 /b >
2 (f |f(x>—h<x>|2dx) (f |h<x>—g<x>|2dx)

1

b 5 b
- (f |f(x>—h(x>|2dx) +(f |h<x>—g<x>|2dx)

2

N[ =
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Tomando ahora la raiz cuadrada a ambos lados de esta tiltima desigualdad, obtenemos la
propiedad (D.2)

NOTA: La desigualdad (2) probada anteriormente, es la Desigualdad de Cauchy-Shwarz,

para integrales.

h. Sea (X, d) un espacio métrico. Definimos la funcién d*: ¥ ¥ X: — I, mediante:

d(x,y)

d*(x,v) = 1+d(xy)

Esta funcién, también define una métrica sobre X. En efecto, la propiedad (D.1) y la (D.3)
resultan inmediatas tomando en cuentalas propiedades para €. Probemos entonces (D.2),
esto es d*(x,v) = d*(x,z)+ d*(z,v),¥ x,v,z € X. En otras palabras, debemos

probar que:

d(x,v) - d(x,z) d(z,y)
1+d(xy) ~ 1+d(xz) 1+d(zy) )

Probaremos, primeramente, que si tenemos tres nimeros realesa,b,c = 0yc<a+b

entonces:

c a+b
1+c 14+a 1+5b (4)

Para ello, consideraremos la funciéon: f:(0,+2) — . Definida por:

1 1
F)= = W=55

c=a+b= f(c)< fla+ b) dedonde:

=0, asi que f es estrictamente creciente, y como

c a+b a b el b
= = + = +
1+ec¢” 14+a+db 14+a+db 14+a+b 14+a 1450

Para finalizar observemos que, por ser d métrica sobre X se cumple:
d(xy) < d(xz) + d(z,y),¥xyz € X.Ahorasitomamoscomoc = d(x,y), a = d(x,z)
y b= d(z,v) se tiene las condiciones para la desigualdad (4) y en consecuencia la
desigualdad (3).
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NOTA: Obsérvese que en el espacio métrico (X,d") todo subconjunto A < X es un

conjunto acotado, pues, el diametro de A es (definicién 1.2.3-i)

§(A) = sup{d*(x,y)/x,y €A} = su,p{ d(x,y)

EEE——— GV EAF=1
2|_+r:i[:x,_1_.r)“Ifx};r }

i. Consideremos el espacio de todas las sucesiones de nimeros reales de cuadrado

sumable:

3: =4x = (:.J[‘;Iz :'::':1,-"’:.1[‘;Iz c R, by Z.J[‘;'; = 4oo

Definimos d: [, X [, — Rpor:

[=a)
dxy) = D I, = 3,

n=1

ra| =

Para:x = (&, )iz, yy = (v, )52, €L
Entonces (1,,d) es un espacio métrico.

En efecto, probemos primeramente que la funcién d est4 bien definida, esto es, que d (x,v)

define un nimero real ¥ x,¥ € l,, en otras palabras, se tiene que probar que:

er}? E]_::}x—}?=(;t"n—}?n)nm=1€].:

Para probar esto, obsérvese que sia,b € R:

” " A 1 .
0 < (lal=Ib])* =a* +b* —2]al * [b]| = |al - |b] < E(H_ + b?)

De modo que si x= (x_), y ¥ = (¥,)iz, €1, entonces la serie Zi=i &, ¥y, es

absolutamente convergente y por lo tanto:
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[=a) [=a) [ a) [=a)
E ERES A E x, + E Ya — 2 E Xy " Va
n=1 n=1 n=1 n=1

Es una serie convergente, ya que las tres series del lado derecho son absolutamente

convergentes. Asf que d(x,y) € K.

Probemos ahora que d define una métrica sobre 1,. Probaremos la propiedad (D.2), ya

que (D.1) y (D.3) son inmediatas. Se quiere probar que:

d(x,y) = d(x,z) + d(zy).Vxyz €l

Esto es:

pa| =
pa| =
B =

-|-(i:|zn —}rnlz) (5)

n=1

ﬂ(ilxn —znlf)

n=1

(ilﬂrn —.vnlf)

n=1
Al igual como se hizo en el ejemplo g), si, § € 1, y A € R, entonces:

0 EZ(QH—A-BHJE =Z(a§ +2i-a B, +4%-B2)°
n=1 n=1

ZAE'ZBE‘JFM'Z“"B"JFZGE’ (6)
n=1 n=1 n=1

Luego el discriminante del polinomio en A (6) debe ser no positivo (<0), y resulta:

ianﬁn g(i a;) (iﬁ) (7)

n=1 n=1 n=1

ra| =
ra| =

Ahora bien, si en (5) hacemos:

@, =x, —Z, y Bp=z, —¥y, = B EL
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y se tiene que:

- 1 - 1 - z
n=1 n=1 n=1
Pero
Y laa-8,12 = ) (e + 20,8, +62)
n=1 n=1
=) G2 ) bt ) B
n=1 n=1 n=1
Aplicando el resultado (7), se obtiene:

o - - - i 1
SicarzyasYue(Sa)-(3n)
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

L 17°

Aplicando raiz cuadrada ambos lados de la desigualdad anterior, obtenemos (D.2).
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PRACTICAN? 1
1. Sea (X, d) un espacio métrico. Probar que ¥ x,y,z,w € X, se cumple la

desigualdad tetraédrica:

ld(x,y) —d(z,w)| £ d(x,z) +d(y,w)

2. Determine cudl de las siguientes funciones define una métrica sobre R:

d(xy) = |x*—¥7|
d(xy) = |x®— 3
d(xy) = lx =yl

3. Pruebe que las siguientes funciones son métricas sobre ",

v; |

dy(x,v) = EZ,lx, -
d,.(x,v) = ;m:rﬂx:--}rf 1}

Donde:

—_ — n
x=(x,% %)y ¥y=(vpyo Vu) ER

4, Considere el espacio de todas las sucesiones de niimeros reales:

£ = {X = Exuj:=1fxu = ]R}
Ysead: £ x £ — IR la funcion definida por:

O 1\ (x, —
=3 O 5z

2 1+ |xn - }Fnl

n=1
Probar que (%, d) es un espacio métrico.
(Sugerencia: Observe que la funcién d esta

bien definida, esto es, que d(x,y) €R, para
verificar (D.2) observe el ejemplo h).
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5. Sea (X,d) un espacio métrico. Definamos la funcién d**: X x X — R por:
d™(x,¥) = min{l,d(x,y)}

» Probar que (X,d"") es también un espacio métrico y que todo subcon-

junto A4 € X es un conjunto acotado.

6.  Consideremos el espacio R™ y f: R* — [—1,1] definida por:

X
T+ six e R

f(x) = *

(Xj —1 gix= —oo
+1 six=+4w

Probar que la funcion df: RE™ x R™ — R, definida por df (x,v) = |f(x) = f(»)]

define una métrica sobre ™. Determine ademas, el valor de §( ).

7. Pruebe que R" con la distancia: d,: R" X R" — R, definida por:

Dondep € M, x = [Il,xgmxn) g yV= [}’1:}’:,...,}’”) € K es un espacio métrico.

8.  Considere sobre C[a, b] 1a funcién: d,: ([a, b] % C[a, b] — R, definida por:

d,(f.g) = (J |f(1)—g(xj|”dx)p

Probar que (C[a, b],d,) es un espacio métrico
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2. TOPOLOGIA EN ESPACIOS
METRICOS

Sea (X, d) un espacio métrico, Xg € X ¥ r un nimeroreal, r = 0.
2.1. Definiciones
Llamaremos:

e Bolaabierta de centro x, yradio r,al conjunto:
B(xyr)={x€ X /d(x x;)<r}

o Bola cerrada de centro x, y radio r,al conjunto:
E(xu,r} = {.‘I € XJ'IF d{x,xﬂ} = T"}

o Esfera de centro x; y radio r,al conjunto:

S(xgr)={x eX/d(x,x,) =1}

2.2. Ejemplos

a. Consideremos el espacio métrico (IR, ||}, entonces:

B(xgr) ={x R/ |x—x,| <r}=(x, —r.xy + 1) (Unintervalo abierto)

B(xgr)={x e R/ |lx—x,l =r} = (xy—r,x, +1r)(Unintervalo cerrado)
X=xp—T

S(xpr) ={x €ER/ |lx—x4l <7} = [

x=xy4r (Dos puntos)

b. En &* con la métrica producto (Euclidea);
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-

d[[:xlr}rl)r(x:r}rjj] = \l'lf(xj_r}rlj: + (I:,}?:)
Sip =(a,b) v r > 0, entonces:

Blp.r)={x €R*/(x—a)’ + (y—b)*
< r*} (Circ.abierta de centro.p y rad.r)

Bpr)={x eR*/(x—a)* + (y—b)?

< r*}(Circ.cerrado de centro.p y rad.r)

Spr) ={x eRY/(x—a)’+ (y— b)*
< r?} (Circunf.de centro.p v rad.r)

c. Consideremos un conjunto X # @'y sobre la métrica discreta (ejemplo 1.1.5-a). Si

Xy EX y r =0, setiene:

x st r=1
B(Iﬁ’r) - { {Xﬁ} si r>=1
_ _ {x,} si r<1
B(xom) _{ X i r=1

_ 0 sirz1l
S(ID’rj_{ X—{xy} si r=1

d. Consideremos a R* con la métrica d_, (Practica N° 1, ejercicio 3-ii).

Sip =(a,b) € B* y r= 0,tenemos:

B(p,r) ={x eR*/max{|lx—ally—bl}<r}=(a—ra+r) X (b—r,b+r)
Blpr)={x eR*/max{lx—ally—bl}<r}=(a—ra+r)x(b—r,b+7r)
S(p.r) = {x € R*/max{lx — al,ly —bl} <r}

={(x,¥)/Ix —al=rly-b} =< r}u{(x,¥)/|Ix —al =7, ly— b} =1}

2.3 Definiciones

Sea (X, d) un espacio métricoy 4 c X.
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1. Un punto p € A sellama punto interior de 4 si, y solo si, el conjunto A contiene
alguna bola abierta centrada en P, esto es: si existe unr > 0 tal que B(p,r) = 4. Al
conjunto de todos los puntos interiores del conjunto A lo llamaremos el interior

de Aylo denotaremos A4°.

2.  Un punto g € X se llama punto exterior de 4 si, y solo si, alguna bola abierta
centrada en 4, no contiene puntos de A, esto es: si existe un r = 0 tal que
B(g,7) N A = @. Al conjunto de todos los puntos exteriores del conjunto A lo

llamaremos el exterior de A y lo denotaremos por ext(A).

3. Un punto g € X se llama punto frontera de 4 si, y solo si, toda bola abierta
centrada en g, contiene puntos de A y puntos exteriores de A. Al conjunto de
todos los puntos frontera del conjunto A lo llamaremos la frontera de A y lo

denotaremos por C(4).

4. Un punto g € X se llama punto adherente, o punto clausura de 4 si, y solo
si, toda bola abierta centrada en ¢, contiene, al menos un punto de A, esto
es: si ¥ r = 0,3x € 4 tal que x € B(g,r). Al conjunto de todos los puntos
adherentes de A lo llamaremos la adherencia o la clausura de A y lo denota-

remos por A. (Resulta claro, entonces, que 4 = 4% U d(4)).

5. Un subconjunto A de X se dice que es un conjunto abierto en X si, y solo si,

todos sus puntos son puntos interiores, esto es 4 = A°".

6.  Un subconjunto F de X se dice que es un conjunto cerrado en X si, y solo si, su

complementario en X, A= X — F esun conjunto abierto.

2.4. Ejemplos

a. Sea (X, d) un espacio métrico. Una bola abierta en X es un conjunto abierto.

b. En el espacio métrico discreto (X, ), cualquier subconjunto A contenido X es
un conjunto abierto, ya que: ¥ a € 4,B(a,1) = {a} = 4, lo que implica que
A = A° como consecuencia de lo anterior, tenemos que, todo subconjunto B — X
resulta un conjunto cerrado, pues su complementario 4 = X — E es un conjunto

abierto.

2.5. Teorema

Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces:
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1. @ y X sonconjuntos abiertos.
2. Launi6n de una familia cualquiera de conjuntos abiertos, es un conjunto abierto.
3. La interseccidon de una familia finita de conjuntos abiertos, es un conjunto
abierto.
4. La uni6én de una familia finita de conjuntos cerrados, es un conjunto cerrado.
5. La interseccion de una familia cualquiera de conjuntos cerrados, es un conjunto
cerrado.
DEMOSTRACION
1. Es inmediata.
2. Sea I un conjunto de indices, (A, ).=; una familia de conjuntos abiertos en X, yj
sea
-U-.
wEl

Si pEAJacl/pEA, Como los A_ son abiertos, 3+ =0, tal que,
Blpr)cA,cA=>peA = A= A"

3. Sea [f'lgj?:l una familia finita de abiertos en X, y
n
a=()a
n=1

Sip € A4, entonces, P € A4;, para 1l < { < n como cada 4; es abierto,
dry, 1y, ... ¥ 1, = 0,tal que: B(p,r;) € A4,, para cada i. Ahora bien,
si elegimos r = min{r,,n, ...,1,,} = B(p,r) € B(p,r;) € 4,, para
cada i,=B(p,r)CA=p€eEA" = A=A4".

NOTA: La intersecciéon de una familia cualquiera de conjuntos abiertos, en general no
es un conjunto abierto. En efecto, consideremos en [ la familia de intervalos abiertos:
A, = [—%,%),n € M. Los 4, son conjuntos abiertos en R, pero: Npen 4, = {E‘}, el
cual no es abierto en R.
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Consecuentemente, la uniéon de una familia infinita de conjuntos cerrados, en general, no
es un conjunto cerrado.

2.6. Teorema

Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto F = X es un conjunto cerrado si, y solo si,
F=F

DEMOSTRACION

= Supongamos, primeramente, que F X es un conjunto cerrado. Como F < F, bastara
mostrar que F C F, para ello, observemos que si P € F y b € F, entonces, pEX—F
el cual es un conjunto abierto, asi que, 3 B(p) = X— F = B(p) N F = @; pero esto
contradice el que P sea punto adherente de F(p € F). Luego, P € Fy porlo tanto F © F.

& Supongamos que F = F y consideremos al conjunto A = X — F. Probaremos que A es
abierto. Procederemos por el absurdo, si A no fuese abierto, 3p € Atal que: B(p) NF #= @
, para cualquier bola abierta de centro p, esto implica que p € F = F, absurdo.

2.7. Definicion
Sea (X, d) un espacio métrico.

1. Un subconjunto V' € X se dice que es un entorno del punto & € X* si, y solo si,
existe un conjunto abierto 4 — X talque a € 4 — V. Si IV es abierto, el entorno
se dice entorno abierto.

2. Un punto 4 € X se dice que es punto de acumulacién del conjunto 4 = X si,
sélo si, todo entorno IV de A contiene puntos de A distintos de a. Es deci, a € X
es punto de acumulacién de 4 si, y solo si, es punto adherente a A — {a}. El
conjunto de los puntos de acumulacién de 4 se llama conjunto derivado de 4 y
lo denotamos por A%.

3. Unpuntoa £ 4 < X sedice que es un punto aislado de 4 si, y solo si, existe un
entorno V' de a tal que, ¥ 4 = {a}. El conjunto de puntos aislados de 4 lo
denotamos por A’

4. Un subconjunto 4 © X se dice que es denso en B — X si, y solo si, B — A. En

particular, 4 se dice que es denso si, y solo si, 4 = X.
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5. El espacio X se dice que es separable si, y solo si, existe un subconjunto D — X

que es denso y numerable.

2.8. Ejemplos

a. El conjunto de los nimeros racionales (@) es un subconjunto denso de R(T = R).

En consecuencia, como } es un conjunto numerable, [k resulta ser separable.

b. Consideremos en [E el subconjunto 4 = {i, conn e M}. Claramente, 1 € 4 esun
n
punto aislado de A(1 € 4') y 0 & 4 es un punto de acumulacién de A(0 € A%).

c. Sea A un subconjunto del espacio métrico X. Si a € 4, toda bola abierta de centro

en a es un entorno abierto de .

d. Consideremos el espacio métrico Ik con la métrica del valor absoluto. El subin-
tervalo ] = [0,1) € R es un subespacio métrico de [, con la métrica inducida.
Obsérvese que el conjunto 4 = [0 —] no es abierto en [, sin embargo, 4 es abierto
en el subespacio I, ya que la bola ablerta de centro 0 y radio i enl es B(0, —)
[III —) c I. Asi mismo, el conjunto F = [ 1) resulta cerrado en I pero no lo es
en R. Es decir, el caracter de ser abierto o cerrado es relativo al espacio ambiente

al que nos estemos refiriendo, (ver Teorema 2.10 y ejercicio 4 de la practica N2 2)

2.9. Teorema
Sea (X, d) un espacio métricoy 4 — X .Entonces:

1. A=4%y 4.

2. Aescerradosi,ysolosi 4% C 4.
3. Sia € A%, todo entorno V de @ contiene infinitos puntos de A.
DEMOSTRACION

1. Seaa € A.Wr =0,B(a,r) N A= @ ya que por lo menos tiene al punto a. De
modo que: si B(a,r) N A = {a}, para algin r, entonces a € A'. Por otro lado,
sivr = 0,existeun x € 4, x # a,tal que, x € B(a,r) N A, entonces a € A%

y tenemos que A = A% U A'. La otra inclusién es inmediata.

2. Si A es cerrado, por el teorema (1.3.7) A = 4, asi que por la parte anterior

A% c 4. Supongamos ahora que A% = A4, entonces,sia €A = a € 4% o0 a€ A.
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3. Supongamos que existe un entorno v de a € A%, tal que VN A ={r,,r, ..., 1, }
Entonces, sir = min, .., {d(a,x;)},1a B(a,-) es un entorno abierto de a que

no contiene puntos de A distintos de a, absurdo pues a € A9,

2.10. Teorema

Sea (X, d) un espacio métricoy Y = X. Un subconjunto A © Y es abierto en el subespacio
(Y,d) si, y solo si existe un abierto 1 € Xtalque A= 0QnNY.

DEMOSTRACION

= Supongamos, A C¥ es abierto en el subespacio (Y,d), entonces,
para cada @ E A4 existe una bola abierta en ¥ y contenida en 4,
BY(a’!rﬁ) = E!"r € Y.'Jld(avu) = rﬁ} = £V € de(ﬂ.,u) = rﬁ} ny = B}i (avrﬂ) ny.

= U By(a,7,)

aEA

Sea:

Resulta, asi que: i1 es abierto en X (ver Teorema 1.2.5,ii))yque 4 =2 n¥.

< Reciprocamente, sea [ © X abiertotalque A =1 NY,yseaa € 4, entonces a € 11
y existe un r;, = 0 tal que By (a.,7,) © 2. Luego: By(a,7,) = By(a,r,) N¥ © 4,10 que
prueba que a € A° = A es abiertoen Y.

2.11. Definicion

Sea X un conjunto. Se llama topologia en X a una familia ¥ de subconjuntos de X que

satisfacen las siguientes propiedades:

1. @ y Xpertenecenal.

2. Si{T.};; €7, entonces,
e

3. Si{T.}%, € Y, entonces
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n
ﬂﬂ- ey
i=1

Al par (X,Y) se le llama espacio topoldgico y a los elementos de ¥ conjuntos abiertos.
2.12. Ejemplos

a. Como hemos visto anteriormente, si (X,d) es un espacio métrico, la distancia
d nos permite definir una topologia sobre X que se conoce como la topologia
métrica. En general, toda topologia no proviene de una métrica, los espacios

meétricos son casos particulares de espacios topolégicos.

b. Si X es un conjunto cualquiera, la familia: ¥ = {@, X} constituye una topologia
sobre X, llamada la topologia trivial.

2.13. Definicién
Sea X un conjunto, dos métricas @, ¥ d, sobre X se dicen que son equivalentes, si las
topologias métricas asociadas coinciden, esto es, los abiertos de una son abiertos en

la otra. Las métricas d, y d, se dicen que son uniformementes equivalentes si existen
ndmeros reales, @ = 0 v f = 0tal que ad, (x,¥) = do(x,v) = Bd,(x,¥).
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Topologia en espacios métricos

PRACTICA N2 2

Consideremos sobre R* la métrica: d, (x,¥) = |x; — ¥, | + |x, — ¥, | donde
x= (1’1, Ig) yyv = (}Fl, Va ). Describa la forma geométrica de las bolas abiertas
en R*( y en &*) con esta métrica. Pruebe, ademas, que: si d es la métrica

euclidea en Ry d_, eslamétrica del maximo, se cumplen las desigualdades:
» d(x,y) <d(xy) < d(xy)
» dy(x,y) <V2d(x,y) <2d.(x,5)

En los siguientes casos, describir los conjuntos 4%, d(4), ext(A4), A% y Al

Ademas, decir cudles son cerrados, abiertos o ninguno de los dos:
» Ac R, A=[01]u{2};
» AcC R A=H;
» AC R A=@
» A={(x,v) ER*/0=x*+y* =< 1},
x+y

» A={[x,}rjE]E:,«’; =0, 9x3+4yf::35}

Pruebe que la frontera de cualquier subconjunto de un espacio métrico es

siempre un conjunto cerrado.

Pruebe que si ¥ es un subespacio de un espacio métrico X. Un subconjunto
F — ¥ es cerrado en el subespacio ¥ si,y solo si, existe un subconjunto M — X
creado en el espacio X tal que F = M N ¥. (sugerencia: use la prueba del

Teorema 2.10 pasando al complementario).
Sea (X.,d)un espacio métricoy A € X.Probar:x € 4 & d(x,4) = 0;
» x €ext(d) = d(x,4) =0,
» xEA" = d(x,X—A) >0,
» 0(Ad) c A= Aescerrado;
» 9(Ad) = @ = Aesabierto y cerrado;

» d(A)NA=0 < Aesabierto;
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6. Dados el espacio métrico X y el subespacio ¥.Sid — ¥ — X, estudiar el caracter

de abierto y cerrado relativo a ¥ del conjunto en los siguientes casos:
» X = R, conlamétricausual, ¥ = [0,1) U (1,2] v A= [0,1].
» X = R, conlamétricausual, ¥ = [0,1) v A= {i:n € N}.
» X = R,conlamétricausual, Y =@ y A={x€ Q:x <0 o x* < 2}

» X = R? con la métrica euclidea, ¥ = {(x,y) E R*/x* +y* < 1}y
A={(x,y) € R?/y = Ix|}.

» X = R? con la métrica euclidea, ¥ = {(x,y) E R*/x* +y* =1}y
A={(x,y) e R*/y < |x|}

7.  Sea (X, d) un espacio métricoy 4, B,C c X.Probar:
» d(A)=An X—4 y d(4)=9(X —4)
» SiAn B=0= 9(AUB)=28(A)ud(B).
» AN BE € An B ysiAesabierto,setieneque: AN B € AN B .
» SiAdesdensoen B,y B esdensoen C = 4 esdensoen (.

» SidesdensoenC,yBesdensoenl = BCS An F .
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3. ESPACIOS Y CONJUNTOS
COMPACTOS

Sea (X, d) un espacio métrico. Consideremos sobre X una coleccioén de conjuntos abiertos

:

3.1. Definicion

1.  Decimos que la coleccién I' es un recubrimiento abierto o simplemente un

recubrimiento de un subconjunto 4 — X, siy solo si,

AcC U Ly
Sila coleccién I' tiene un numero finito de elementos, esto es,
r={0,0,,..,0,/0 cXesun conjunto abierto},
Se dice que el recubrimiento es un recubrimiento finito de A.

2.  Unrecubrimiento I'; de 4 se dice que es un sobrecubrimiento de A si, y solo si,
existe un recubrimiento I de A tal que [, es una parte de T, esto es, si {1 es un

conjunto abierto en I; entonces, {1 es un conjunto abierto enT.

3. Decimos que el subconjunto 4 C X es un conjunto compacto si, de cualquier
recubrimiento de A puede extraerse un sobrecubrimiento finito. En parti-
cular, el espacio (X, d) se dice que es un espacio compacto si X es un conjunto
compacto.
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3.2. Ejemplos

a. Si A es subconjunto finito de X, entonces A es un conjunto compacto.

b. El espacio (&, | |) no es un espacio compacto, pues, la familia de intervalos
abiertos I' = {(n— 1,n + 1),n € Z} constituye un recubrimiento abierto de &

que no admite ningin subrecubrimiento finito.

c. Elespaciométricodiscreto (X, d) conunnimero infinito de puntos no es compacto,
s . 1 :
ya que la familia de bolas abiertas I' = {B (x,:) ={x}x€eX } constituye un

recubrimiento abierto de X que no admite ningiin subrecubrimiento finito.

3.3. Teorema

Sean A y B subconjuntos de X tal que: 4 es compacto, B es cerradoy B — A. Entonces, B

es compacto.
DEMOSTRACION

En efecto, se I' un recubrimiento abierto de B, entonces la familia A = T'lJ{X — B) es
recubrimiento abierto de 4. Como 4 es un conjunto compacto, se puede extraer de /A un
subrecubrimiento finito de A. si A no contiene a (X — B), él también serd un subrecu-
brimiento finito de B (B = A) extraido del recubrimiento T, lo que implicaria la compa-
cidad de B. Si A contiene a (X — B, bastara prescindir de él para obtener un subrecu-
brimiento finito A, (Ag=A— (X — B)), de B extraido del subrecubrimiento T, asi B

resulta compacto.

3.4. Teorema

Sea F — X un conjunto compacto, entonces, F es cerrado y acotado.
DEMOSTRACION

Probemos primero que F es acotado. Para ello, si x; €X consideremos la familia
I ={B, = B(xyn),n € M}, claramente, esta familia constituye un recubrimiento
abierto de X y por lo tanto de F. Como F es compacto, puede extraerse de I' un subrecu-
brimiento finito {B,,, B, ,, ..., B }talque F c U, B

niSeam = max{n;, n,, .., n,},

entonces F C B, lo que implica que F es acotado y §(F) < 2m.
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Para ver que F es cerrado, consideremos el conjunto 4 = (X — F) ysea ¥ € A. Para cada
x € F consideremos las familias de abierto: A = {W,,abierto que contienen a x} y
¥ = {V,_,abierto que contienen a v} tal que W, NV, = 0. La familia R constituye un
recubrimiento abierto de F, y por ser F compacto podemos extraer un subrecubrimiento
finito {W}[}:{:l, y sea entonces V, = ["I:‘=1 L{r[. Claramente V,, es abierto y contiene a ¥,
ademas FI V, = @. Resulta entonces que V,, © Ay en consecuencia A es abierto, por lo

tanto, F es cerrado.
3.5. Definicion

Un subconjunto 4 < X se dice que tiene la propiedad de Bolzano Weierstrass (PBW) si, y

solo si, todo subconjunto infinito de A tiene algiin punto de acumulacion.
3.6. Teorema

Si F — X es un conjunto compacto. Entonces, F tiene la PBW.
DEMOSTRACION

Si F es un conjunto finito, claramente él tiene la PBW, ya que no tiene subconjuntos

infinitos.

Supongamos entonces F infinito. Si F no cumple con la PBW entonces, existe un subcon-
juntoinfinito 4 © F que notiene puntosdeacumulaciénen F. Asi, ¥x € F,existe entonces
un abierto W, de x que contiene a lo sumo un punto de 4. La familia I' = {W,,x € F}
es subrecubrimiento abierto de F, por ser F compacto podemos extraer un subrecubri-
miento finito {M{r[}:{:l, esto es absurdo, ya que esta familia no recubre al conjunto de
ACF.
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4. ESPACIOS Y CONJUNTOS
CONEXOS

4.1. Definicion

Un espacio métrico (X, d) se dice que es conexo si, y solo si, no existen dos conjuntos

abiertos Ay B en X tal que
AB+0GANEBE+0yX=AUE

Un subconjunto F © X se dice conexo, si el como subespacio métrico con la métrica
inducida es conexo, esto es, si no existen dos conjuntos abiertos 4 y B en X tal que, si
F, = (FnA)yF; = (Fn B)entonces:

Fy,Fg #0FpNF #QyF=F UK
Si un subconjunto F € X no es conexo, F se dice no es conexo o disconexo.
4.2. Ejemplos

a. Elespacio (R, | [)es conexo.

b. El subconjunto @ < R es no conexo, ya que, si 4 = (—m,v/2)y 4 = (V2,0 ),
definimos: @, = @ N A, g = @ N B y se tiene que:

C QuyRe#0:Q,NQ=0yQ=Q,UQq;s
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4.3. Teorema

Un espacio métrico (X.d) es conexo si, y solo si, los tinicos conjuntos abiertos y cerrados

alavezson Xy @.
DEMOSTRACION

=Sead C X,4 = Dy A # X un subconjunto abierto y cerrado a la vez. El complemento
B = X — A = @ es un conjunto abiertocon A N B = @y X = AU B, esto contradice el
hecho de que X es conexo.

<= Supongamos que los tnicos conjuntos abiertos y cerrados a la vez son X y @. Si X
es no conexo, existen subconjuntos abiertos Ay B < X, talque: 4, B = 0; AnNB =0y

X=AUB =B =X— A4— B esun conjunto cerrado, absurdo.
4.4. Definicion

1.  Un subconjunto de A de un espacio métrico (X,d) (4 = X), se dice que es un

dominio si es un conjunto abierto y conexo.

2. Un subconjunto I © K se dice que es un intervalo si: ¥x.y € con x < y, el

conjuntof, = {z€ R /x < z < y}estd contenidoeni(I < I)
XY - Xy

4.5. Teorema de conexidad en &
Un subconjunto de & es conexo si, y solo si, es un intervalo.
DEMOSTRACION

= Sea P C [ conexo. Si P no esun intervalo, existenx,y E Pyz € Rtalquex < z <y
pero z & P. Entonces, los conjuntos: 4 = (—w,z) N Py B = (z,00) N P son abiertos,

no vacios tales que: AN B = @y P = A U B, contradiciendo que P es conexo.
<= Supongamos ahora que I © R esunintervalo no conexo, entonces existen subconjuntos

Ay B abiertos de [E tal que: L=AnIYI;=BNnI+®LNnl;= Pel =1, Ulg.Sean
x € I, ey € I escogidos de tal forma que [ x,x + &,) € I,. Andlogamente 3 §, > 0 tal
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que (v — §,,¥) € I. Resulta entonces que x < z < y.Siz € I, 3un entorno (&, ) de
z contenido en I, N [x,¥] y esto contradice que z = sup(I, N [x,v]).Siz € Iz, 3 un
entorno (¥, A) de z contenido en I; n [x,¥], lo que implica que (¥, A) N I, = @ contradi-
ciéndose también el hecho de que z = sup(I, N [x,¥]).De modo que z & I,y esto es un

absurdo, pues I es un intervalo.
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5. SUCESIONES Y ESPACIOS
COMPLETOS

Sea (X, d) un espacio métrico
5.1. Definiciones

1. Unasucesion en el espacio X es una funcién f: N — X, tal que f(n) = x, para
n € M. Se acostumbra a denotar a f por su recorrido: {x,, }7—, o simplemente
por {x }

2. Sedice que la sucesién {x,} tiene por limite o converge a un x; € X cuando
1 tiene a 400, y se anota x,, = X, cuando 1 — 0 o simplemente x,, — x,. Si:
dados > 0,3N =N_ € Mtalque,d(xyx,) < ¥ mn = N.Unasucesion que
no tenga limite o que no sea convergente se dice divergente.

NOTA: Observe que la convergencia y divergencia de la sucesiéon depende no solo de sus

términos, sino también del espacio X. Por ejemplo: la sucesion {x_} = {3] converge en
n

X = R, pero no es convergente en ¥ = (0,+w).

5.2. Teorema
Sea {x_} una sucesion en X y x, € Xentonces:

1.  {x,}converge a x, si, y solo si, todo entorno de x; contiene todos los términos

de la sucesion, salvo, un nimero finito de ellos.

2. {x,}converge a x; si,y solo si, la sucesion de ntimeros reales {y, = d(x,,x,)}

converge a cero (0) en E.
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DEMOSTRACION
1. => Supongamos que X, —* Xyyseal unentornodexy. Dados > 0,3 N € Mtal que,

d(xy.x,) < & ¥n=N,estoimplica que x, € B(x,,£) ¥ n = N, es decir, todos
los términos de la sucesién, salvo un numero finito de ellos [{xl,x:,--- ,xl.”-]-)

estan en B (x,, £). Bastara entonces elegir un adecuado, para que B (xy,£) © V.

< Reciprocamente, sean {x,,x,, -, x,} los términos de la sucesion que no estan
en V entorno de X, y sea N = max{n,,n,,--,n,} entonces, ¥n=> N los x, EV,
Supongamos que {x,,} no converge a x,, esto es, que 3 = > 0 tal que los términos
de la sucesion no estan contenidos todos en B{x,s) a partir de un cierto
N € N, entonces existen infinitos términos de {x_ } que estin fuera de B(xy.€) y

esto resulta contradictorio, pues, B(xu, £) es un entorno de Xge

2. Si x,—x, dado £=0, INEN tal que, d(xyx,)<s Yn>=N <
v, —0l<evn>Ney, >0

5.3. Teorema
Sea {x, } una sucesion en X y xy € X.six, — x, entonces, {x,} es acotada.
DEMOSTRACION

Supongamos que X, —* ¥,y tomemos £ = 1, entonces, 3 N, € N tal que x,, € B(x,, 1)
¥ n > Ny Sean {x,,x,,--,x, }los términos de {x,} que estdn fuera de B(x,,1) y sea
r = max{1,d(xyx,),d(xgx,),,d(xs xy )} Asi, tenemos que {x,} < B(x,, 1)

¥ n € M, de modo que {x,} queda acotada.

NOTA: El reciproco de este resultado en general, no es cierto, por ejemplo: la sucesion {x,, }
={0,1,0,1,0,1,0...} estad acotada y no es convergente. En cambio, por el teorema podemos

afirmar que si una sucesidn no esté acotada en el espacio X entonces ella diverge.
5.4. Teorema

Sea A — X.un punto P € X esta en 4 si, y solo si, existe una sucesion {a,} en A tal que

Ly, _}P-
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DEMOSTRACION

= Supongamos que P € A, entonces para n € N elegimos a, EB (p,i) N A. Resulta
n

entonces que la sucesién {a, } estaien Ay a, — p.

<= Reciprocamente, supongamos que existe unasucesion {a,, } en Atalque @, — P.Entonces,
dado £ = 0, 3 N, € N tal que a, € B(p,£) ¥ n> N_ esto implica que B(p,£) N A # 0, asi
quep € A

5.5. Definicion

Sea {x,} una sucesion en el espacio métrico X y {n,} una sucesién en M tal que
n, < n, < - < n; < - La sucesion {xn, } se dice que es una subsucesion de {x_}. Si
2 i n
{xn‘ }converge, su limite se llama limite subsecuencial de {x_}.
H

5.6. Ejemplo

Consideremos la sucesion de ntimeros reales {i}, las sucesiones son {i}, {i} y {i}

n k2] L2k zk

subsucesiones de ella.
5.7. Definicion

Una sucesioén x,, en el espacio métrico X se dice que es una sucesion de Cauchy, o simple-

mente que es de Cauchy, sidado € > 0,3 N_ € Ntalqued(x,,x,) < E¥nm > N,

nr

5.8. Teorema

Sea {x,_} una sucesion en el espacio métrico X. Si {x,} converge entonces {x,} es de
Cauchy.

DEMOSTRACION

Supongamos que X, —*X; en X, entonces, dado &£=0 dIN_EHN
g

tal que, d(xg,x,) < > ¥n=N. Asi, tenemos que: si ¥Ynm>=N,

d(x,,x,,) < d(x,, %)+ d(xgx,) < §—|- ; = gy por tanto {x, } es de Cauchy.

NOTA: El reciproco de este teorema no es valido en general como lo muestran los

siguientes ejemplos.
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5.9. Ejemplos

a. Sea X = R — {0}. Consideremos sobre el espacio métrico (X,| |) la sucesién

{i}. Esta sucesion es de Cauchy en ¥ pero no converge en X.

n n
=

b. La sucesion de funciones f, = es una sucesion de Cauchy en el espacio

1+x™0
métrico (([—a, al, d,) (Ver ejemplo 1.1.5 f) que no converge en dicho espacio.

5.10. Definicion

Un espacio métrico (X, d) se dice que es un espacio completo si toda sucesién de Cauchy,
en €|, es convergente. Un subconjunto F X se dice que es completo, si él como espacio

métrico, con la métrica inducida, es un espacio completo.
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PRACTICA N¢ 3

Espacios compactos y espacios conexos

Probar que la Unién de subconjuntos compactos de un espacio métrico es un

conjunto compacto.
Probar el reciproco del Teorema 1.4.6 (PBW).

Probar que sobre un espacio métrico, la unién de una familia arbitraria de

conjuntos conexos, que tengan interseccién no vacia, es un conjunto conexo.

Pruebe que la adherencia de un conjunto conexo es conexa. ;es esto cierto para

el conjunto de los puntos interiores?

Probar que todo espacio métrico compacto es separable. (Sugerencia, considere

el conjunto formado por todos los centros de las bolas de radio § = £).
n

Sucesiones y espacios completos

10.

Sea {x,} una sucesion en un espacio métrico X, tal que, para un m € N fijo

existe x, € X conx, = x, ¥ n > m pruebe que x,_, — x,.
Sea X un espacio métricoy 4 © X, probar:

» a € A°si,ysolosi,¥V{x,}enX conx, = a In, ENtalquex, EA
Wn= N,

» a e A%sisolosi3 {x,} © A —{a}, talque x,, = a.

Pruebe que si {x,, } es una sucesién es un espacio métrico X y si x,, = xzen X,

entonces, toda subsucesion {x”k} infinita de {x,} converge a x,.
Sea X es un espacio métrico. Pruebe que:
» Todo conjunto completo es cerrado.
» Si X es completo, entonces, todo cerrado es completo.
» Toda sucesion de Cauchy en X admite, alo sumo, un limite subsecuencial.

Pruebe que la sucesion del ejemplo 1.5.9 b) no es Cauchy en el espacio ([—a. a]

con la norma del maximo (Ver ejemplo 1.1.5 d).
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11. Pruebe que K con la métrica del valor absoluto es un espacio métrico completo.

12. Sea X un espacio métrico y {x,,} una sucesién convergente a x, en X. pruebe
que el conjunto K = {x,} U {x,} es un conjunto compacto.

13. Pruebe que es un espacio métrico compacto X, una sucesion {x  } converge al
punto x; en X, siy solo si, {x, } admite al punto x; como tnico limite subse-
cuencial.

14. Sea{x_} unasucesion en un espacio métrico X. Pruebe que si las tres subsuce-
siones {x,, }, {x 5411 ¥ {x 4,45} CONVergen, entonces {x,, } converge.

15. Parainvestigar y discutir en clase:

» Pruebe quesi (X, d}.,_.j un espacio métrico no completo. Entonces, existe
un espacio métrico completo (¥, d;,) talque ¥ € ¥y X = ¥, esto es, el

espacio ¥ esdensoen¥.

» Pruebe que IR con la métrica dada por el valor absoluto, es un espacio

meétrico completo.
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6. FUNCIONES ENTRE
ESPACIOS METRICOS

Sean (X,d,) y (¥, d,) espacios métricos.
6.1. Definiciones
1.  Unafuncién f: ¥ — Y es una ley que asigna a cada x € X un Unico elemento en

¥, al que denotaremos por f{x).

2. La funcién f se dice que es inyectiva o uno a uno si, siendo f(x,) = f(x,)en¥,
se tiene que: X¥; = X, en X.

3. Decimos que f es exhaustiva, sobreyectiva o simplemente sobre si, el recorrido
orangode f estodo ¥, estoes:si¥ ¥y EY,Ix € Xtalque¥ = f(x).

4.  Elgréfico de f es el conjunto: gra (f) = {(x,y) EX XY / y= f(x)}.
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7. LIMITE

Sea f: A € X — ¥ una funciény p € A% (punto de acumulacién de A).
7.1. Definicion

Decimos que la funcién f tiene como limiteal € ¥, 0 que I £ ¥ es el limite de f, cuando
x tiendeaP si,y solosi,dados = 038 = §,(£)talque,six € X con0 < dy(x,p) < &,
entonces dy (f(x),l) < . Dicho de otra manera, si parta cada x € B;(p,d) se tiene que

f(x) € By(L2):

Obsérvese, en la definicién anterior, que como P es un punto de acumulacién de 4, la
funcién f no tiene porqué estar definida en p. Alin mas, en caso de que f estuviera en p,
suimagen f(p), puede ser distinta de .

7.2. Teorema
Si f: A € X — Y tiene limite cuando x tiende ap € A%, dicho limite es tnico.
DEMOSTRACION

Supongamos que existieran dos limites de f cuando x tiende a P, digamos [, y I, en ¥ con
I, # 1. Entonces, por definicion de limite, dado £ = 0, existen d,yd, = 0tal que:

Six € By = By(p,6,) = f(x) € By = By(l,2),y

Six € B, = By(p,6,) = f(x) € B} = By(l,.8)
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Como I, # I, eligiendo un £ adecuado, tenemos que B} N B; = @.Sea d = min{d,,d,}
y B = B, (p,d) — {p}, entonces,

flANB)cBjNB;=BNA=0
Lo cual es una contradicciéon ya que P € A%,

NOTA: Puesto que el limite de f cuando x tiende a p, si existe, es tinico podemos denotarlo

por:
lim f(x) =1
x—p
7.3. Teorema
Sea f: A © X — ¥ una funcién, p € A%y ] € Y. Entonces, | = JlrlilgJ Flac)si,

y solo si, para toda sucesion {x,} © 4 — {p} con x,, = p, se tiene que: f(x,) = I, donde

{f(x,)} esunasucesiéonen¥.
DEMOSTRACION

= Supongamos que [ = lim f(x) y sea {x } una sucesién en A — {p} tal que x,, = p.
x—p
Dado £ = 0 existe & = 0 tal que:

e Six € By(p,d) = f(x) € By(l )

Sea B = B,(p,8) — {p}, entonces f(B N A) € By(l, £), como x,, — p, existe N € N tal
quev n > N,x, € B.(p,8) = f(x,) € By(l,¢) entonces f(x,) — I

<= Reciprocamente, supongamos que ¥ {x,} € 4 — {p} con x, — p, se tenga que
f(x,) =1y que ilnlf[:xj # I En estas condiciones existe £ = 0 tal que V&= 0
3 x; € By(p.8) —{p}y f(xz) € By (L, £), entonces si elegimos & ——yR' =Xz Fp
tendremos que: d(x,,p) < iyf(x”] € By (l,£), estoes, x, — ppero f(x,) — 1o cual

es una contradiccion.
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7.4. Teorema

Sean (X, dy), (¥,dy) y (Z,d;) espacios métricos, A c X,p €A% L= (I,,l,) EY X Z
y f+A = ¥V X Z una funcién tal que: f(x) = (fi(x).i(x)),con fj: A =V, fL1:A—=Zy

donde ¥ X Z es el espacio métrico producto (Ver definiciéon 1.1.4) entonces:
El }E; fl)=1L si, y solo si.
lim £, (x) = 1,y im £ (x) =1,
DEMOSTRACION

= Supongamos que iifsf(xj =L entonces, dado £ =0, 36 >0 tal que VxE A
con 0 < d,(x,p) < & se tiene que dy..-(f(x),L) < &, donde dy > denota la métrica

producto. Ahora bien, por definicién de la métrica producto obtenemos que:
dy(fl(x):ilj = dnz(f(x),f.) < £y dz(f: (x],!:) = drxz[f[f‘f):fﬂ) <
Lo que concluye la prueba.

< Reciprocamente, si }Elf; filx)=1, y }E; frlx) = I2, dado £ = 0, existen: §,yd, =0

tal que:
Si0 < de(x,p) < 6, = dp(filx).1)) < \%Y
Si0 < de(x,p) < 8, = dz(f2(x).1,) < iw

Elegimos § = min{&,,8,}. Entonces, si 0 < d,(x,p) < §, tenemos que:

ez (F(), 1) = [ (dy (100, 1)) + (5 (). 1)) < e
De modo que: lim f(x) = L.

x—p
7.5. Definicién

Sean X y Y espacios métricos, 4 € X,P € A%y f: A = ¥ yna funcién.SiB € Ayp € B®

llamaremos limite de f en P relativo a B al limite de f /z: B = Y Y cuando x tiende a .

(};%%)ﬁfgm %Robeﬂo Enrique Figueroa Universidad del Atldntico



Fundamentos ) Fulio César Romero Pabon / Roberto Enrique Figueroa
de analisis matematicos Gabriel Mauricio Vergara Rios

7.6. Teorema

Si ilf.];f(x) = jYiiE; f /s (%) existe, entonces, ilf;f /g (x)=1
DEMOSTRACION

Se deja como ejercicio.

7.7. Ejemplos

Consideremos los espacios métricos: (R*, d) donde d es la métrica producto (ver ejemplo
1.5.¢)y (R, | |).Sean f: A € R* — R una funcién tal que, si (x, ¥) € A denotamos por
z = f(x,¥) € R su imagen por f, ? = (x4,7,) € A y ¥: R* = R una curva en R*
que pasa por el punto P, esto es, existe t; € [ tal que y(ty) = p. En estas condiciones,

tenemos que: si

~ lim f(x,y) =1y lim f(y(t)) existe, entonces el im f(y(t)) =1
I\_.t’_._}':l—' L& e =g =itp
Por ejemplo: la funcién f: ¥ — R definida por:
xy

flx,y) = x:Jr},:
0 si (x,¥) = (0,0)

si (x,y) # (0,0)

No tiene limite en el punto (x,¥) = (0,0), ya que si consideramos las curvas: ¥ = x~ e

¥ = x, que pasan por el punto (0,0), los respectivos limites son:

ll =x* - ]' - ]. =0
b (3) = lim £, ) = lim — = — -
(oo Bogy | /y=e (o) =lim flax) = lim 5 =

fey)

Asi que, el ..n:r.‘.'-.. 0.0} no puede existir.
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8. CONTINUIDAD

Sean (X, dy) y (¥, d,) espacios métricos, f: 4 = X — ¥ una funciény p € 4.
8.1. Definicion

Decimos que la funcién f es continua en el punto P si, y solo si, dado cualquier £ = 0,

existe § = §,(¢) tal que:
Six €E Xcondy(x,p) <& =d,(f(x).f(p)) <¢

En otras palabras, f se dice continua P si:

1.  Existe f(p)

2. Existe lim f(x)
x—p

3. ,131?, flx)= f(p)

f se dice que es continua en A4 si es continua en todo punto de A.
8.2. Ejemplos

a. Sip € A es un punto aislado, toda funcién f: 4 € X — ¥ resulta continua en P.

b. Si ¥ €Y es un punto fijo, la funcién constante f: X = ¥ tal que f(x) = g,
W x € X es continua en todo X, puessi P € X, dr(f(x}:f{?’}} =0<:=zvVxelk
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c. Lafunciénidentidad, f: ¥ — X talque f(x) = x,¥ x € X escontinuaentodoX,ya
quesip € Xydados > Osetieneque:dy (f(x).f(p)) = d;(x,p) Entonces,basta
elegir § < ¢ para obtener quesix € X condy(x,p) < § = dy(f(x).f(p)) < ¢

d. Lafuncién f: R* — R definida por:

v

fla,y) ={x*+y°
0 si (x,y) = (0,0)

si (x,v) # (0,0)

No es continua en el punto (x, ¥) = (0,0) yaque l)in;
(x)—(0,

} f(x, v) no existe (ver ejemplo
0.0
7.7).

8.3. Definicion

Si la funcion f: A € X — ¥ no es continua en € A, entonces decimos que f es discon-
tinua en p. Las discontinuidades de f en un punto p € A pueden ser de dos tipos: discon-
tinuidad evitable o discontinuidad esencial (no evitable), segiin exista o no el lim f(x)

. x—p
respetlvamente.

8.4. Teorema

Sean (X,d,), (¥,d,) y (Z,d,) espacios métricos, Ac X, P EAy f:4—>Y¥ XZ una
funcién tal que:f(x) = [fi[x]’ﬁ [x]} con fi:A—=Y, f,:A—=Z y donde ¥ X Z es
el espacio métrico producto. Entonces: f es continua en P si, son continuas en P las

funciones f; Y f5.
DEMOSTRACION

Se deja como ejercicio.
8.5. Teorema

Una funcién f: X — ¥ es continua en X si, y s6lo si, la imagen inversa, por f, de un
conjunto abierto en ¥ resulta un conjunto abierto en ¥ resulta un conjunto abierto en X.

Esto es, si para cada conjunto abierto {1 = Y, el conjunto.

ff)={xex / f(x)en}
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Es un conjunto abierto en X.
DEMOSTRACION

= Supongamos que f:X — Y es continua en ¥ y sean {} — ¥ abierto. Si P es
un punto arbitrario en f~'(f1), entonces f(p) €Y, asi que existe £> 0 tal
que B(f(p),e) = 0. Por la continuidad de f, existe & = 0 tal que si x € X con
dy(x.p) < 8 =dp(f(x).f(p)) <e— f(x) €Q luego, B(p, &) c f () y asi
resulta f (1) abierto en X.

< Reciprocamente, supongamos que ¥ {1 © ¥ abierto F~1(01) es abierto en X. Sea
p € X arbitrario, entonces dado £ = 0 la bola B(f(p),) es un conjunto abierto en
Y luego, p Ef'l[B[f[p],sj) es abierto en X y por tanto, existe § =0 tal que
B(p,8) c f *(B(f(p).=)) lo que implica la continuidad de f en P.

8.6. Ejemplo

La funcién f: R — R, definida por:

1 si x=0
—1 s5i x=<0

o ={

13

No es continua en |, ya que ¥ = (:, ) es un entorno abierto de f(0) = 1, pero su

-

imagen inversa, f ~1(V) = [0,+ ) no es abierto en R.
8.7. Teorema (continuidad y compacidad)

Sean X e ¥ espacios métricos y f: X — ¥ una funcion. Si f es continuaen X y K — X es

un conjunto compacto, entonces, f(K) = ¥ es un conjunto compacto.
DEMOSTRACION

Seal' = {4.},.; unrecubrimiento abiertode f(K)en¥,entonces f ~*(I') = {f 1(4;)}ie;
resulta un recubrimiento abierto de K en X. Por ser K compacto, existe un subrecubri-
. .. . -1 . . -1 -1 -1
miento finito de K extraido de f~*(T'), digamos: {f [ﬁlz.__),f [.ali:), i [}li;{)}. En
estas condiciones, la familia {“1& , A A } forma un recubrimiento finito de f(K)
1 = 4

extraido de I, probandose asi que f (k) es compacto.
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8.8. Definiciones

1. Una funcién f: 4 € X — ¥ se dice acotada en 4 si, y solo si. f(4) © ¥ es un

conjunto acotado.

2.  Una funcién f: 4 = X — R se dice que alcanza un maximo (respetivamente

alcanza un minimo) en 4 si, existe un punto p € 4 tal que:

f(x) < f(p) V¥ x € 4, (Respetivamente f(p) < f(x) ¥V x € A)

Alvalor f(p) € E se le llama el maximo

(Respetivamente al minimo) de un f en A.
8.9. Teorema

Sean X e ¥ espacios métricosy f: X = ¥ una funcién. Si f es continuaen X y K = X es

un conjunto compacto, entonces, f es acotada en K.
DEMOSTRACION

Como f es continua y K es compacto, por el teorema anterior (8.7), se tiene que f(K') es
compacto. De este modo f(K') resulta cerrado y acotado (ver Teorema 3.4).

8.10. Teorema

Sean X un espacio métricoy f: X — IR una funcién. Si f es continuaen ¥ y K € X es un

conjunto compacto, entonces, f alcanza un maximo y un minimo en K.
DEMOSTRACION

Por el teorema anterior (1.8.9) f(K) es acotado, asi que existen: § = sup{f(K)}y
§ = inf{f(K)} perodya € f(K) = f(K), por ser f(K) cerrado. De modo que:

§ =sup{f(K)} =8 =max{f(K)}y& = inf{f(K)} =8 = minf{f(K)} € f(K).
OBSERVACIONES

1. El teorema anterior (8.10), no nos dice nada en cuanto al nimero de puntos de

K enlos que f alcanza el maximo y el minimo. Por ejemplo: si f: R — R tal que
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f(x)=1+4+xyK =[0,1] compacto en E, entonces, f(K) = [1,2] compacto
en [, de modo que el maximo de f en K se alcanza una sola vez en x* = 1,
£(1) = 2, al igual que el minimo que se alcanza en x = 0, f(0) = 1. Por otro
lado, la funcién g: & — [ definida por g (x) = 3 constante alcanza el maximo

y el minimo en todo K = [0,1].

2. Si el conjunto K no es compacto, el resultado de los teoremas 8.7, 8.9 y 8.10
no son, en general, ciertos. Por ejemplo: si X = K = R la funcién f{x) = x ni

X
14| x|
no alcanza nunca los extremos superior e inferior de f(IR), que son: +1y -1

siquiera es acotada. Por otro lado, la funcién flx) = es acotada en [, pero

respectivamente. Notemos ademas que, f() = (—1, 1) no es compacto en E.

8.11. Teorema (continuidad y conexidad)

Sean X e Y espacios métricos y f: X — ¥ una funcion. Si f es continuaen X y K © X es

un conjunto conexo, entonces f(K) — ¥ es un conjunto conexo.
DEMOSTRACION

Supongamos que f(K) € ¥ no es conexo, entonces existen 4, y 4, abiertos en ¥ tal que
sidA=f(K)nA,yB = f(K) nA, entonces:

AyB#@AnB=@yf(K]=AUB

Como f es continuay 4, y 4, son abiertos enY, por el teorema 1.8.5. ft (A;) Yf_li‘q:]
resultan abiertos en X y no vacios, ya que f~1(4) = f1(4,)y f(B) c f1(4.),
pero K f‘l(A] U f‘l[;l:) lo que contradice el hecho de que K es conexo.

8.12. Corolario (propiedad de los valores intermedios)

Sea X un espacio métricoy f: X — IR una funcién. Si f es continuaen X y K C X es un

conjunto conexo, entonces, f(K') es un intervalo.
DEMOSTRACION

Los conexos de It son los intervalos. (ver Teorema 4.5).
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9. CONTINUIDAD UNIFORME

Sean (X,d) y (V,d,) espacios métricos, 4 € X y f: A = ¥ una funcién continua, entonces,
Vp€ Adadoe > 0,38 > 0tal que: six € B(p,8) entonces f(x) € B(f(p), ). En general,
este § dependera del £ y del punto p,&,-+,8,() (ver definicion 1.8.1). Tiene especial

interés, el caso en que & depende solo de £, § = §(¢).
9.1. Definicion

Decimos que la funcién f: 4 € X = ¥ es uniformemente continua en A si, solo si,
dado £ =0, 38 =45(c) >0 tal que: ¥x,y €A con dg(x,¥) <8, se tiene que:

dy(f(x).f(¥)) < =
9.2. Ejemplos

a. Resulta inmediato, que la continuidad uniforme implica continuidad. El reciproco
. . - 1 :
no es cierto; la funcién f:(0,1] —= R, definida por: f(x) == es continua
x
en (0,1]. Veamos que ella no es uniformemente continua. En efecto, sean

&
£=10y 0 < § < 1 arbitrario, escogemos x =§ y ¥ = — L en (0,1], entonces:
) -fml=|-2=%>10=-

b. La funcién f: [0, 1] — R, definida por: f(x) = x* es uniformemente continua en
[0,1],pues|f(x) — F(3)| = |x* —¥?*| < 2|x — y|,entoncesdado s > Obastara
_ e — _
tomar § = - para obtener que si |x — y| < &, entonces |f(x) — f(v)| < e
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9.3. Teorema
Sea f: X — Y una funcién continuay X compacto, entonces f es uniformemente continua.
DEMOSTRACION

En efecto, dado x € X y £ == 0, por continuidad de f,6, = §,(£) = 0tal que: sid,(x,y) <4,
entonces, dy (f(x).f(¥)) < %, SeaB,.=B (xﬁ), entonces la familiar ={B, / x € X } constituye
un recubrimiento abierto de X. Por ser X compacto, podemos extraer de I un subrecubri-
miento finito, digamos {Bx__, By an} y sead =min {°—x-3—°—xﬂ} = 0. De modo que,
Vyyz€ X cond,(y.z) <8 comoye B,, para algun 1 < i < n entonces dy (x;,y) < %
Asi que: dy (x,,2) < dy (x,,y) + dy(y,2) < 2+ 5 < 22 4 T = 8, porloque:six,y € X con

d,(y,z) < & entonces:

dy (F0), F(2) < de(FO).F (x) + Ay (F(x ). f(2) < S +5 =&
9.4. Definicion

1.  Unafuncién f: X — ¥ se llama homeomorfismo si es inyectiva, sobre ¥ tanto f
como f~! son continuas (brevemente, si f es biyectiva y bicontinua). Si existe un
homeomorfismo entre dos espacios métricos X e ¥, decimos que estos espacios
son homeomorfos. A las propiedades que se mantienen frente a homeomor-
fismos se les llama propiedades lopotdgicas, por ejemplo, son propiedades
topoldgicas: Ser abiertos, ser compacto, ser conexo, etc., pero ser una sucesion
de Cauchy no es una propiedad topolégica, como tampoco lo es ser un conjunto

acotado.

2. Unhomeomorfismo que conserva las distancias (dy (f(x), f(v)) = dy(x,¥))
es llamado homeomorfismo isométrico o isometria, y a los espacios relacio-
nados por una isometria se les llama espacios isométricos. Desde un punto de
vista de abstracto, dos espacios isométricos son una misma cosa, nicamente se

diferencian en los nombres y en la representacion de sus elementos.
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10. TEOREMA
DEL PUNTO FIJO

Sean (X, d) un espacio métricoy f: X — X una funcién.

10.1. Definiciones

1. Un punto p EX se dice que es un punto fijo de la funcién f si, y solo si,
f(») =p. Por ejemplo, una funciéon puede tener: un uUnico punto fijo, como
la funcién constante f(x) =p; dos puntos fijos, como f: X =X con X =R y
f(x) = x%; infinitos puntos fijos, como la funcién identidad f(x) = x, o ningin
punto fijo,como f: ¥ = ¥ cony = gy f(x) =x + 1.

2. Decimos que la funcién f es contractiva si, y solo si, existe una constante 4, con
0= A <=1, talque:

V¥ x,v € X se cumple que: d(f(x),f(¥)) = A d(x,¥)

10.2. Teorema

Toda funcidén contractiva es continua, mas aun, es uniformemente continua.

DEMOSTRACION

Inmediata a partir de la definicion de funcién contravia (hacer & = &).
10.3. Teorema (punto fijo)

Sea (X, d) un espacio métrico completo con X = @y f: X = X una funcién constructiva.
Entonces, la funcidén f tiene un tnico punto fijo.
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DEMOSTRACION

e UNICIDAD: La unicidad es inmediata, pues si x e ¥ € X son puntos fijos de f, con

x F ¥, entonces:

d(x,v) =d(f(x), f(¥)) < Ad(x,¥) <d(x,¥),absurdo.
EXISTENCIA
Elijamos xy € X arbitrario y construyamos la sucesion recurrente:
xg: %y = flag)ixy = flxy)s, 2, = floxy—y)e (8)

Aplicando, recurrentemente, la propiedad contrativa de f obtenemos que:

d(xn’xn—l) = d(f(xn—lj’f( xn—")) = A d[:xn—l’xn—fj =

=4 d(f(xn—f)’f(xn—ﬂ)) = "1: d[:xn—flxn—ﬂj
= A2 d(f(x). f(xp)) < A% L d(x,x,) donde 0 < 1 < 1

Probemos ahora que la sucesién recurrente {x_} es una sucesién de Cauchy en X. En
efecto, sean my n € W con m = n, entonces existe h € M tal que m = n + h. Asi que:

d(x:n!x:z] = d(xn+h!xu) i d[:xu+h!xn+h—1) + + d(x:lz+1’x?!)
< (j[,”"'h_l + Anth-2 + - +j|j"] d(xl,x[,]

= )" (.::Lh_l +.::Lh_: + -4+ l:] d(xiyxu:]

1—A4 . ,
= q» ) (AP 4 A2 e+ 1) d(xy,xg)

R R
d - = an
(x4, x0) 1—2

= A"
1—4

d(xirxuj

De modo que si hacemos tender n — oo se tiene que d (x,,,,x,,) = 0y en consecuencia la

m'
sucesion {x_}, es una sucesion de Cauchy. Como el espacio ¥ es completo, dicha sucesion
es convergente, digamos que x,, — p € X. Por el teorema anterior (10.2) f es continua,

asf que:
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10. Teorema del punto fijo

= ,}jﬁ];[xuj = ?}]'_I‘]ci f(x:lz—l:] = f(?}jﬁ];(xn_lj} = f(p)

Es decir, el punto p es punto fijo de la funcién f.

OBSERVACIONES

. El teorema del punto fijo no es cierto si la funcién f es contrativa con 4 = 1. Por

ejemplo, f(x) = x + 1 no tiene puntos fijos en &, mientras que f(x) = x tiene

infinitos puntos fijos.

. El teorema del punto fijo no es cierto si el espacio X no es completo. Por ejemplo,

la funcién f(x) = % no posee puntos fijos en el espacio X = R — {0}, a pesar de

; 1
que ella es contractivade X en X con A = - < 1.

. El teorema, ademas de la existencia y unicidad del punto fijo proporciona un

método o procedimiento para obtenerlo, este método se conoce con el nombre
de método de las aproximaciones sucesivas, el cual consiste en escoger un Xy € X
arbitrario y obtener mediante iteraciones sucesivas la sucesion recurrente (8), la

cual converge al tnico punto fijo de f.

. El error cometido al tomar como punto fijo P el valor *, en la sucesién (8) sera

E,_ = d(x,,p)- Podemos estimar este error de la siguiente manera:

10.4. Corolario

En las mismas condiciones del teorema del punto fijo y siendo xo € X un punto arbitrario,

se tiene.

n
1. E:'! E 'El = J:’;I.T‘jl d[:xj_rxl}jr n= 0

A
2' E?! 5 E: =m d(xu!x;q—lj! n E 1
3. E <E
DEMOSTRACION

Inmediata (Ver la demostracién del Teorema)

Fulio César Romero Pabon / Roberto Enrique Figueroa
Gabriel Mauricio Vergara Rios
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OBSERVACION

El estimador E; que proporciona el corolario anterior, es utilizado computacionalmente
para calcular el nimero de pasos necesarios para obtener a p con un error prefijado.
Mientras que el estimador E, que es mas fino que el E,, es utilizado para obtener el error

en cada paso o al final del calculo.
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PRACTICA N2 4

1. Pruebe, por definicién que la funcion f: (R* d,) — (R, | |) definida por:
flx,y) = (x }r)i Es continua es (0, 0).
2. Sean Y e Yy espacios métricos; f,g:X —+ Y funciones continuas y D € X

un subconjunto denso. Pruebe que f(D) es denso en f(X) S Y y que, si
f(x) = g(x).¥x € D, entonces f(x) = g(x) Vx€ X.

3. Demuéstrese que un espacio métrico X es conexo si, y solo si, toda funcion

continua de X en un espacio métrico discreto es constante.

4, Sean X e ¥ espacios métricos. Pruebe que si f: X — ¥ esuna funcién continua y
F c Y es un subconjunto cerrado, entonces, f ~*(F) es un subconjunto cerrado
X.

5. Sea X un espacio métrico, f: X — (I,| |) una funcién continua y &(f) el
conjunto de todos los ceros de f, esto es, @(fl={xeX / f(x)=0}

Pruebe que @ ( f) es un subconjunto cerrado X.

6. Seaf:(R* d,) = (R, | [)definida por:

x y* .
flxy) =1 xziq7 5 (@) =0

0 si (x,v)=0

Pruebe que:

e fesacotadaen (R*,d,)

e La restriccién de f a cualquier recta que pasa por el origen de coordenadas
((x,¥), (0,0)) es continua.

e fno escontinua en el origen de coordenadas [(x, v), (l],l]j).

7. SeaA={(x,y) ER® / x*<y®+1}.Pruebe, utilizando el ejercicio que

4) es un subconjunto cerrado de R*.

8.  Estudie el limite en el punto (0, 0) de la funcién f: (R*,d,) — (R, | |)dada:

(};%%)ﬁfgm %Robm‘o Enrique Figueroa Universidad del Atldntico
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_ .r4+}'4
L] f(x,_v:] - I=+}'=
_ Xy
° f(.‘k’,_‘!Jj - x“'+}-5
1-cosxy
o flx,y)= o
_ x!}_ﬁ
b f(.’l’,_‘!Jj - 22y P4 (x—y)®

9. Seaf:(R%d,)— (R | [)talque:

flx)=0 si x+0
flA-x)=4-f(x) YxeER" y 1=0

Demostrar que existen @ = 0y 8 = 0, tales que: al|x|| < f(x) < Bllx|l.

(Sugerencia: Considerar primero el conjunto {x € R™ / ||x|| =1}.

10. Se dice que una funcién f: R = R es periddica si, y solo si, existe un T = 0,
llamado periodo de f, tal que f(x + ) = f(x) ¥ x € R. Probar que toda funcién

continua y periédica es uniformemente continua.
11. Seaa =0y

1 oC
flx) =5 (x +;), donde x>0

» 1. Pruebe que f posee un Unico punto fijo y que este es Ve

» ii. Escriba un programa computacional, utilizando el método de las
iteraciones sucesivas (ver 10.3), que determine la raiz cuadrada de un

nimero & con un error menor que un £ = 0 prefijado.

12. SeaX = [0,%c0)y f: (X.| |) = R definida por: f(x) = ﬁ Vx € X.Probar
X

que fof es contractiva, pero que f nolo es.

13. Probar los teoremas 1.7.6 y 1.8.4
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11. ESPACIOS NORMADOS

Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo K (o C)
11.1. Definicion

Llamaremos norma sobre X a toda aplicacién: || |[: X — R tal que: para todo vector

%, v € Xytodaescalaa € R (o C)satisface.
(N.Dlx[l=0
(N.2) ||x|]l = 0si,ysolosi,x=0
(N.3) llec x|l = e Il
(N. 4) lIx+yll = lI=ll + llyll

El par (X.|| ||I) se llama espacio vectorial normado, o simplemente espacio normado, y

cuando no haya lugar a confusién lo denotaremos simplemente por X.

Una consecuencia inmediata y util es que si %, ¥ € X, se tiene:

llxll — llyll = llxx ¥l 9
Es un espacio normado X, la aplicaciéon: d: ¥ X X — R, tal que:

d(xy) = llx—yll (10)
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Define una distancia en X, ya que por (N.1)
Sid(xy)=|lx—yll=0 eox=y

y por (N.4)
dixy)=llx—vyll=llx—z+z—vyll < llx—zll + lz—yll = d(x.z) + d(v,2)

De modo que todo espacio normado puede considerarse como un espacio métrico (con la
métrica definida en (10)), la cual se conoce como la métrica asociada a la norma || | En
consecuencia un espacio normado es un caso particular de espacio métrico y todo lo que
elijamos sobre estos ultimos puede extenderse a los primeros, en espacial, podemos ya
hablar de la topologia de un espacio normado. En general, no todo espacio métrico sera
un espacio normado, por ejemplo, la métrica discreta (ejemplo 1.5 a) no es la métrica

asociada a ninguna norma.
11.2. Teorema

Sea X un espacio vectorial y (X, d) un espacio métrico. La métrica d es la métrica asociada
aunanorma || ||definida sobre X si, solo si, d satisface:
a. d(xy) = d(x—z,y —z) ¥y, 2z € X (invariancia por traslaciones).

b. d(ax,ay) = |al| d(x,¥)

DEMOSTRACION

= Suponga que X es un espacio vectorial y que d es una distancia en X que verifica a)
y b), la aplicacién: || ||;:X — R definida por: || ||; = d(x,0) es una norma de X cuya

distancia asociada es la d de partida, ya que se tiene:

1 lxll,=d(x0)=0 o x=0
2. llaxll,=d(ax0) =ad(x0) = alxl,

lx+yll;=d(x+y0)=d(x+y—y.0—y)=d(x—y) <d(x0) +d(0,—y) =
d( X,O) + d(}h D) = |IX |Id + |IV|Id
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4. d(x—-y)=lzx-yl;=d(x—y0)=d(x—y+y.0+y) =d(xy)

<= Reciprocamente, si la distancia d es la métrica asociada a la norma I ||d resulta facil

verificar que d satisface a) y b).

NOTA: El teorema anterior (11.2), junto con la consideracién de las operaciones usadas
propias de cada caso, nos permite construir ejemplos de espacios vectoriales normados
cuyos respectivos espacios métricos asociados sean precisamente los que aparecen en los

ejemplos 1.15: b), c), d), e), ), g), i) en la practica 3, ejercicios 3i), 3ii), 7) y 8).
11.3. Definicion

Se llama espacio de Banach a un espacio normado que, como espacio métrico es un

espacio completo (ver definicién 5.10).

Dos normas sobre el mismo espacio vectorial se dicen equivalentes si, y solo si, son
equivalentes sus respectivas distancias, es decir, si dan lugar a la misma topologia. Mas
s ¥ . . . . .
aun, dos normas || [y Il [I*, sobre un mismo espacio vectorial X, son equivalentes si, y

solo si, existen dos escalares ¢ y f € [ tal que se verifica:

allxll<|xll*<glxll vxeXx

Supongamos ahora que ¥ es un espacio vectorial real (sobre IK) de dimension finita, y sea
& ={e,, e,,~~ e, } una base de V. Denotemos con X = (%%, -, x,) € R" las coorde-

nadas de v € V con respecto a la base ¢ es decir, que:
V= X8 + Xa€q + +xnen

Resulta claro que si || |lzn es una norma en el espacio vectorial real ", entonces
Ivll = lIxllz" define una norma en el espacio vectorial ¥, y la aplicacion:
F: (v D) = (R Ixllgn) , tal que: f(v) =%, resulta un homeomorfismo lineal y
uniforme (ver definicion 1.9.4) lo que permite, a efectos algebraicos, topolégicos y
uniformes, identificar dichos espacios. En particular tenemos lo siguiente: 1) si la norma
Ixllg" es la norma euclidea en R, esto es: Ixllgn = (xf+ x>+ -+ xi]i, la norma

|| ||asi obtenida para IV es llamada norma euclidea de ¥ respecto de la base &. Dado que

?]%%le/{gm a'b;);zg{wfobMO Enrique Figueroa Universidad del Atldntico
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E™ con la norma euclidea es un espacio completo, se sigue que V con la norma euclidea
respecto de la base considerada, es también un espacio vectorial completo, es decir, es un

espacio Banach
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12. ESPACIOS CON PRODUCTO
ESCALAR

Sea I/ un espacio vectorial real.
12.1. Definicion

Se llama producto escalar o producto interior sobre ¥ a una aplicacién { . }:V X V = R

que verifica las condiciones:
(E.1) {u, v} = {v,u) (conmutativa)
(E.2) {u, vy + v} = {u,vy) + {u,v,)
(E3) {eu,v} = a {u,v)
(E.4) {u,v) = 0siu = 0y{0,0) =0 (definida positiva)
12.2. Teorema

En todo espacio vectorial real con producto escolar se verifica la desigualdad de Schwartz,

que dice:

{uv¥ <{yu)+{v,wv) Yuvev
DEMOSTRACION

Fijadosuy v en V' cualquiera que sea & € [E tenemos que:
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0<{utavutav)={uu)+2auv)+a{vv)

Luego el discriminante del polinomio de segundo grado en « es no positivo, es decir:
{(u,v)* = (wu)- (v,v) <0

Que es la relacién buscada.

NOTA: Si { . ) es un producto escalar en ¥, la aplicacién: || [|:V — R, definida por:

lall = ¢u,u)s (1)

Es una norma en ¥/, ya que:

1. =0 (uf=0 & u=0
2. [leull = {aw, c)s = (a? - (u, w)> = lal (wws = |al [lull
3. llu+vlP=u+vu+vi={uu)+2{uv)+{vv)

= [lull®* + 2 {u,v) + |Iv||*

< llull® +2 lull- vl + llvll®
= (lhall + lIvll)?

La norma asi definida se llama la norma asociada al producto escalar {.}. Se tiene,
entonces, que todo espacio vectorial real con producto escalar es: un espacio normado. El

reciproco no es cierto.
12.3. Teorema

Sea V' un espacio vectorial real y sea || || una norma sobre V. La norma || || esla norma
asociada a un producto escalar { . } definido sobre 1 si, y solo si, se verifica la ley “ley del

paralelogramo”.

-

lu+ vl + llu—vll? =2 |lull® + 2 [IvII® (12)
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DEMOSTRACION
= Supongamos que lanorma || ||eslanorma asociada a un producto escalar, { . } definido
sobre V', entonces ||u|| = {u,u}i, de donde:

lutv|*+lu—v||*=(u+vutvy+{u—v,u—v
= |lull*+ 2 (u,v) + [I¥]I* + [Jull* — 2 {u,v) + |[v]|?
=2 [Jull*+ 2 |Iv]?

< Reciprocamente, si || ||satisfacelaley del paralelogramo (12), declinamos la aplicacién
{(.»:VxV — Rpor:

(w,v) = [llhu+vlI2 = [lu—vl|] (13)

Veamos que ella es un producto escalar en I que tiene como norma asociada la de partida.
En efecto, la propiedad (E.1) es evidente, probemos (E.3), esto es, {a u, v} = & {u,v}. Para

probar esto, tenemos que:

a llutv+wl*+ llu—v—wll* =2 llu+vll*+ 2 [lwl]*

b. lu—v4+wl*+llu—v—wl*=2lu—vll*+ 2 Iwl*

=2 ||1.1 +V|I' —2 ||1.1— vll-, es decir:

asi que: a) - b)
(ut+w v+ {u—wv)=2{uv) (14)

Y, si u = v, queda: {2u,v) — 2 {u,v} y por iteracion se sigue que si @ € M, se verifica:

{ecu,v) = a {u,v)

Como la definicién se sigue que {— u,v) = —1 {u,v) (ver 13) se tiene probado que si

a € Z, entonces, {1, v) = a {u,v).
Sia € Qestoes, @ =% conp,q €EZ v q # 0, setiene
q

{ocu,v) = {E vy = i {(u,v) = a {u,v)
q q
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Si & & @, existird una sucesién {r,} en @ tal que ;, — @. Para cada 1 se cumple que:

{r, u,v) =1, {u,vh

Como la aplicacién definida por (13) es una funcién continua, al tomar limite cuando

n — oo, queda que {a u,v) = a {u,v).

Para probar (E.2), esto es, que {u; + u,,v} = {u,, v} + {u,,v), basta hacer en (14):

u-+ w =u,; yuU— W = U, para obtener la identidad buscada.

Nétese, finalmente, que para cadau € V es {u,u) = ||ul|? con lo que se tiene (E.4) y que

la norma asociada al producto interno dado por (13) es la norma de partida.
12.4. Definicion

1.  Unespacio vectorial I sobre IE con producto escalar se llama espacio de Hilbert
si el como espacio normado, con la norma asociada al producto escalar, es un

espacio Banach.

2. En un espacio vectorial ¥ sobre IE con producto escalar, dos elementos u, v € I

se dicen ortogornales si su producto escalar es cero, {u, v} = {1).

3.  Un conjunto de elementos de ¥V se dice que es un conjunto ortogornal (tiene
norma uno con respecto a la norma asociada al producto escalar). Al conjunto

se le llama ortogonal.

OBSERVACION

Un conjunto ortogonal siempre esta formado por elementos linealmente independientes,

ya que si es {u; } el conjunto y se tiene.

n

E a;-u; = 0, entonces:

i=1
n

{Z a; ui,u}-} =a;, =0, para j=1,2,-.n

i=1

La simulacion es distinta si el conjunto es solo ortogonal, ya que entonces puede figurar

en el conjunto el elemento nulo de V.
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12.5. Ejemplo

Sea [a, b] un intervalo compacto de I, un producto escalar en el espacio vectorial real
C ([a,b], &) es el dado por:
b
(.90 = | F@gtdx, ¥fyg € C(ablR)
Este producto escalar, indica una norma que hace de ( ([a, b], ) un espacio vectorial
normado, esta norma viene por:

IFll = {F, % = ( f F2(x) dx)

Y recibe el nombre de norma cuadratica. A la convergencia en dicha norma se le da el

ra| =

nombre de convergencia cuadratica o convergencia en media cuadratica.

Universidad del Atlantico
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13. DERIVACION

Consideremos una funcién f definida en un entorno r de un punto @ € R y con imagen

en [R. Supongamos que su grafica se parece mucho a una recta en un entorno del punto.

La pregunta es ;a qué recta se parece? Por lo pronto a una que pasa por el punto (&, f{a)).
Las rectas que pasan por dicho punto (a excepcién de la vertical, que no nos va a interesar)
son de la forma r(x) = m(x —a) + f(a), donde m € K.

La interpretacién geométrica de m es sencilla. En general, si tenemos una recta
r(x) = m(x) + n, en un punto a tomar el valor r(a) =m a + n. Si nos trasladamos a
un punto a + h con h # 0 obtendremos r{a + h) = ma + mh + n. El incremento que
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ha experimentado la funcién es r(a + h) = mh, y si lo dividimos por el desplazamiento

h obtenemos, independientemente de cual sea h, el valor m. Es decir,

11 = —?‘I‘R+h;:_?”:n} ecC. (11-1)

Esto no es una constante (salvo que f sea una recta), pero si ciertamente f se parece a
una recta r, esta expresion deberia parecerse a la pendiente de . Si f se parece mas a7
cuanto mas de cerca la miramos, esto es, cuando consideramos puntos mas cercanos al
punto a, el valor m(h) deberia parecerse més a la pendiente de r cuanto menor es h. Por

ello definimos:
13.1. Definicion

Sea f: 4 — Ry aun punto interior de 4. Diremos que f es derivable en a si existe (en )

fla+h) —f(a)
h

f'(a) =lim

Cuando esto ocurre, alarectar(x) = f'(a)(x — a) + f(a) se le llama recta tangente a
f en el punto (a, f(a)) (o para abreviar, en el punto a). El ntimero f'(a) es la derivada

de f en el punto a.

Una funcidén es derivable en un abierto 4 si es derivable en todos los puntos de 4. Una

funcién es derivable si su dominio es un abierto y es derivable en todos sus puntos.

Si f: A — R es derivable, tenemos definida otra funcién f': 4 — R que a cada punto
a € A le asigna su derivada f'(a). A esta funcién la llamamos (funcién) derivada de f

en A.

Teniendo en cuenta la motivaciéon que hemos dado para el concepto de derivada, es
claro que toda recta no vertical, f(x) = mx + n es derivable en R y su derivada es su
pendiente, o sea, 1. La razon es que, segiin hemos visto, el cociente (11.1) es en este caso
constante igual a m, luego el limite cuando h tiende a 0 es igualmente m. En particular, la

derivada de una funcién constante, f(x) = a, es f'(x) = 0.

Universidad del Atlantico 13. Derivacion



13. Derivacion

13.2. Teorema

Si una funcidn es derivable en un punto @, entonces es continua en a.
DEMOSTRACION

Sea f: A — R derivable en a. Entonces existe

Como }E‘E h = 0, multiplicando obtenemos que
}Einhf[a +h)—f(a)=f"(a)0=10

Por lo tanto }zlﬂ'af(ﬂ +h) = f(a) Teniendo en cuenta la definicién de limite, es facil ver

que esto equivale a que lim f(x) = f(a). Esto significa que f es continua en a.
h—0

En particular, las funciones derivables son continuas, pero no toda funcién continua es
derivable.

13.3. Ejemplos

La funcién §/x no es derivable en 0. Es facil probarlo. La derivada en 0 seria

C Vx+h-—-3x _ §x-0 _ 1
lim ————— =lim——— =lim——
R0 h r=0 h n—0 32

=—|—U’_‘)

Aqui la razén es que la pendiente de la funcién se vuelve infinita en 0. Otra causa de no
derivabilidad (a pesar de la continuidad) es que la funcién forme un “pico. Por ejemplo
f(x) = |x| en x = 0. La derivada serfa

x4+ hl—=Ixl |hl—0
im =

h—0 h h

= lim sig h
h=0 g

Pero es claro que el limite por la izquierda es —1 y el limite por la derecha es +1, luego no

existe tal limite.
13.4. Calculo de derivadas

El teorema siguiente recoge las propiedades basicas que nos permiten derivar las
funciones mas simples:
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13.5. Teorema

Sean f,g : A — R funciones derivablesenun puntoa € Ay a € &,

a. [ + g es derivable en ay (f +g) (a) = f'(a)+ g'(a).
b. @ f esderivableenay (a f)' (a) = a f'(a).
c. f gesderivableenay (f g)'(a) =f'(a) gla) + f(a) g'(a).

d. Si g[g] =+ I:I’ ffﬂ es derivable en ay (i) (ﬂ_) _ ki I:ﬂ:'gl:ﬂ:'"—f _,;l:n:'g-' {e)
g g-la

En particular, las funciones derivables en A forman una subalgebra de C(A4).

DEMOSTRACION DEL iTEM A)

(F+ 9)'(a) = }fﬂhﬂa +h)+gla +:li — (f(a) + g(a))

imf(a+ h) — f(a) +g(a+ h) — g(a)

|
h—0 h h

=f'(a) +g'(a)

DEMOSTRACION DEL ITEM B)
a fla+ h)—a f(a) .
= o lim

h h—0

(a f)' (a) = lim (f(a: + k) — f(a)

=a f'(a
h ) (a)
DEMOSTRACION DEL iTEM C)

fla+h)glat+h)+f(a)glat+h)—fla)g(a+h)—fla)g(a)

1
o h

lin
h—
. (f(a H0) —f@) oy 9@t h) (@)
h—0 h h

f(ﬂ)) =f'(a)g(a) + f(a)g'(a)
Donde hemos usado la continuidad de & en a al afirmar que }}EE gla+h) = g(a)
La prueba de item d) es similar.

NOTA: aplicando inductivamente la propiedad c) se obtiene que (x™)' = n x™1, para

todo natural 1 = 1. Aplicando ahora d) resulta que esto es cierto para todo entero
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n = 0. En particular todos los polinomios y fracciones algebraicas son derivables en sus
dominios.

13.6. Definicion

Sea 4 un intervaloy f: A — &, diremos que f es creciente en A si cuando x < ¥ son dos
puntos de 4, se cumple f(x) < f(v). Si de hecho se cumple f(x) < f(¥) diremos que
f es estrictamente creciente en A. Se dice que f es decreciente en 4 si cuando x << ¥ son
puntos de 4, se cumple f(¥) < f(x).Sise cumple f(¥) < f(x). Se dice que es estricta-
mente decreciente en A. La funcién f es (estrictamente) mondtona en 4 si es (estricta-

3

mente) creciente o decreciente en 4. Por ejemplo, la funcién x* es estrictamente creciente

en &,
13.7. Teorema

Sea A un intervalo y f: 4 — IR una funcién inyectiva y continua. Entonces f es estricta-
mente mondtona en A.

DEMOSTRACION

Sean @ < b dos puntos cualesquiera de A. Supongamos que f(a) < f(b). Entonces
todo a<x<b ha de cumplir fla)< f(x) < f(b), pues si, por ejemplo,
fl(x) < f(a) < f(b), por el teorema de los valores intermedios, en el intervalo (x, b)
habria un punto cuya imagen serfa f(a), y f no serfa inyectiva.

De aqui se sigue que f es creciente en [a, b], pues si @ < x <y < b, hemos visto
que f(a) =< f(x) < f(b), y aplicando lo mismo a los puntos X, b, resulta que
fx) < f(¥) < f(b). Igualmente, de f(b) < f(a) llegariamos a que f es decreciente
en [a, b]. Por lo tanto f es monétona en cualquier intervalo [a, b] contenido en A.

Pero si f no fuera monétona en A existirian puntos u < vy < s tales que f(u) < f(v)
y f(s) < f(r). Tomando el minimo y el maximo de estos cuatro puntos obtendriamos los
extremos de un intervalo en el que f no seria monotona.

13.8. Teorema (Teorema de la funcién inversa)

Sea A un intervalo abiertoy f: A — [ una funcién inyectiva y derivable en 4 tal que f' no

se anule en ningin punto de A. Entonces
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a. B = f[A4] es un intervalo abierto.
b. La funcién inversa g = f_l: B — A es derivable en B.
c. Paratodoa € 4,si f(a) = b, se cumple que g'(b) = 1/f (a).

DEMOSTRACION

a. Por el teorema anterior sabemos que fes estrictamente mondtona. Digamos
que es monotonia creciente. Si @ < b son dos puntos de A, por conexién

fl(a.b)] ha de ser un intervalo, y de la monotonia se sigue facilmente que
fl(a.b)] = (f(a), f(B)).

b. Dado a € A, podemos tomar un € = 0 tal que [a— €,a + €] © 4, con lo que
fla) e (fla—e).flate))=f((a—ea+e))cB

Asi pues B es un entorno de f(a) para todo @ € 4, o sea, para todos los puntos de B.
Por lo tanto B es abierto. Por conexién es un intervalo. Ademas hemos visto que f envia

abiertos basicos (@, b)) a abiertos bésicos, y esto significa que g es continua.

c. Seaahora f(a) = b. Por la monotonia, si h # 0, entonces g(b + h) = g(b). Sea
k=gb+h)—g(b)=0.Asi g(b+h)=k+aluegob+h=Ff(k+a)y
h = f(k +a) — f(a). Por lo tanto
g(b+h)—g(b) 1
h ~ fla+k)— f(a)
k

Ahora, k es una funcién de h y, como g es continua, lim k(h) = 0. La derivabilidad de F
h—0

en el punto @ nos da que

g(b+ h)—g(b) _ 1
n 7l

"(b) =1li
g'(b) = lim
13.9. Ejemplo

Sea 1 un nimero natural no nulo y consideremos f(x) = x™ definida en (0,+) Sabemos

que es inyectiva y derivable. Su derivada es n x™ !

, que no se anula en (0,+<). Por lo
tanto su inversa, que es g(x) = \/x, es derivable en su dominio y si ¥ = x (conlo que y

= "/x), entonces g' (x) = 1/f'(¥), o sea,
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1,1
= —x n
T

(Vx) =

Asi pues, tenemos probado que la regla de derivacién x™ — r x"~* es valida cuando r

ny*?t

es entero o de la forma —, donde 1 es un ndmero natural no nulo. Aplicando la regla del

producto se concluye por induccion que vale de hecho para todo nimero racional r.

Con todo lo anterior, todavia no sabemos derivar funciones como v x 2 + 1. Con el teorema
siguiente estaremos en condiciones de derivar cualquiera de las funciones que podemos

construir a partir de polinomios y raices.
13.10. Teorema (regla de la cadena)

Sean f:A—+ Ry g:B — R. Sea un punto @ € 4 tal que f sea derivable en @ y g

sea derivable en f(a). Entonces la funcién compuesta f ®g es derivable en a y

(fog)'(a) =g'(f(a)) f'(a).
DEMOSTRACION

Notemos que B es un entorno de f(a) y f es continua en a, luego f~'[B] es un entorno

de a sobre el que esta definida f = g.Sea b = f(a). Para k = 0, llamemos

b+ k b
JORARR A IR

La funcién G esta definida para los puntos k tales que b + k € B. Como B es abierto,
G esta definida al menos para ft en un intervalo (—¢,e) \ {0}. Como g es derivable en
b, existe }{inaﬁ(k} = 0, luego si definimos G{0) = 0 tenemos que & es continua en un

entorno de 0. Claramente ademas
gb+k)—gb)=(g'(b)+G(k) ) k

Ahoratomamos h # Otalquea + h € A yk = f(a + h) — f(a), con lo que se cumple
f(a+h) =b+ k,luego b + k € By esta definido G (k). Entonces

a(fla+n) —g(f(@)=(a'(f(a)) +G(K)) k
=(g'(f(a)) + G(K)) (f(a+ h) — f(a))

En consecuencia

Z %%ﬁ{%m%m berto Enrique Figueroa Universidad del Atlantico



Fundamentos ) Fulio César Romero Pabon / Roberto Enrique Figueroa
de analisis matematicos Gabriel Mauricio Vergara Rios

(feg)lath)—(fog)(a)
h

= (0'(F(@) + 6 (f(a+ k) — f(a)))

fla+h)—f(a)
h

Usando la continuidad de f en @ yla de G en 0, tomamos el limite cuando h tiendea 0 y
queda que existe (f = g)'(a) = g“[f(a)) f'(a).

13.11. Ejemplo

La funcién h(x) = vx*+ 1 es derivable en R, pues es la composicién del polinomio
f(x) =x*+1 con la funcién glx) = VX, y ambas funciones son derivables en sus

dominios. Sabemos que f'(x) = 2xy g'(x) = % La regla de la cadena nos da que
=

. 1 x
-II,'I(I) =g’[:r:' + 1]}'7'.[::{) :—...'— 2x :,.—
Zvxi+1 Vvxs 41

13.12. Definicion

Sea f: 4 € R — . Diremos que f tiene un maximo relativo en un punto a € A4 si existe
un entorno ¥ de a contenido en A de modo que para todo x € V se cumple £(x) < f(a).
Diremos que f tiene un minimo relativo en @ si existe un entorno ¥ de a contenido en 4
tal que para todo X € V se cumple f(a) =< f(x). La funcién f tiene un extremo relativo

en a si tiene un maximo o un minimo relativo en a.
13.13. Teorema

Si f: A — R es una funcién derivable en un punto @ € Ay f tiene un extremo relativo en

a, entonces f'(a) = 0.
DEMOSTRACION

Supongamos, por reduccién al absurdo, que f'(a) = 0. El caso (f'(a) < 0 se razona
analogamente). Entonces (0, 4c0) es un entorno de f'(a), luego por definicion de limite

y de derivada existe un € = 0 demaneraque (a —e,a + €) € Aysi0 < h < € entonces

f(a+hi—f[aj -

Esto se traduce en que f(a +h) = f(a)sih =0y fla+h) < f(a)sih <0, 1o que

contradice que £ tenga un extremo relativo en a.
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La funcién del ejemplo anterior muestra que f'(a) = 0 no implica que & sea un extremo
relativo. Mas adelante volveremos sobre este punto. Ahora probemos una consecuencia

sencilla de este teorema:
13.14. Teorema (Teorema de Rolle)

Sea f: [a, b] — R una funcién continua en [a, bly derivable en (a, b). Si f(a) = f(b),

entonces existe un ¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0.
DEMOSTRACION

Como [a, b] es compacto, la funcién f alcanza un valor minino m y un valor maximo M. Si
se cumplieraquem = M = f(a) = f(b), entonces f seria constante y su derivada seria

nula, luego cualquier ¢ € (@, b) cumpliria el teorema.

Supongamos que m < M. Entonces, o bien m # f(a) o bien M # f(a). Digamos por
ejemplo M # f(a). Sea ¢ € [a, b] el punto donde f(¢) = M.Como M # f(a) = f(b),
hadesera < b < ¢,y como f toma en ¢ su valor maximo, en particular ¢ es un maximo

relativo de f, luego por el teorema anterior f'(c) = 0.

Como aplicaciéon podemos relacionar la derivabilidad y el crecimiento global de una

funcion.
13.15. Teorema

Sea A un intervalo abierto y f: A = R una funcién derivable en 4 tal que f' no se anule.

Entonces f es estrictamente mondtona en 4 y ademas se da uno de estos dos casos:

a. o bien Jl""r =0 para todo x € 4,y entonces f es estrictamente creciente en 4,
b. obien f' < 0 paratodo x € 4,y entonces f es mondtona decreciente en A.

DEMOSTRACION

En primer lugar, f es inyectiva, pues si & < b son dos puntos de 4 tales que f(a) = f(b),

entonces existe un ¢ € (a, b) © A tal que f'(c) = 0, en contra de la hipotesis.
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Por el teorema 13.3, f es estrictamente monétona en 4. Si es mondtona decreciente, la
prueba del teorema 13.6 muestra que no puede ser f (&) = 0 en ningtin punto a € 4,
luego hadeser f' (@) < 0 en todos los puntos. Analogamente, si f es monétona creciente
hadeserf'(a) =entodoa € A.

Veamos ahora un resultado técnico:
13.16. Teorema (Teorema de Cauchy)

Sean f.g: [a,b] = R funciones continuas en [a,b] y derivables en (a,b). Entonces

existe un ¢ € (&, b) tal que
g'(©) (f(b) = fla)) = £'(c) (g(B) — g(a))
DEMOSTRACION
Consideremos la funcién dada por
h(x) = f(x)(g(b) — 9(a)) — 9(x) (£ () — f(a))

Se cumple que h(a) = h(k) = f(a)g(b) — g(a)f(b). Ademas h es continua en [a, b]y
derivable en (@, b). Por el teorema de Rolle existe un punto ¢ € (a, b) tal que k' (c)=0,

pero ' (x) = £'(x) (g(b) — g(a)) — g’ (X (F(5) — f (a)), luego
£ (9(B) — g(@) — g () (F () — F() = 0

Mas adelante tendremos ocasidn de usar este resultado en toda su generalidad, pero de
momento nos basta con el caso particular que resulta de tomar como funcién & la dada

por g(x) = x. Entonces tenemos:
13.17. Teorema (Teorema del valor medio)

Sea f: [a, b] — R una funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b). Entonces existe

un ¢ € (a, b) tal que

f(b) = fla) = f'(c)(b—a)
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Notar que el teorema de Rolle es un caso particular del teorema del valor medio. Este

teorema tiene una interpretacién geométrica. La expresion
f(b) = f(a)
b—a

Puede interpretarse como la “pendiente media” de fenla, 1?], es decir, es el cociente de lo
que aumenta f cuando la variable x pasa de @ a b dividido entre lo que ha aumentado la
variable. Lo que dice el teorema del valor medio es que hay un punto en el intervalo donde

la funcién toma el valor medio de su pendiente.

La importancia de este teorema es que nos relaciona una magnitud global, la pendiente
media, con una magnitud local, la derivada en un punto. Las consecuencias son muchas.

Una aplicacion tipica es el siguiente refinamiento del teorema 13.8.
13.17. Teorema

Si f:[a.b] = R es continua en [a, b], derivable en (&, b) y su derivada es positiva

(negativa) en (@, b}, entonces f es estrictamente creciente (decreciente) en [a, b].
DEMOSTRACION

El teorema 13.8 nos da que f es estrictamente monétona en (@, b). Solo falta probar que

es creciente o decreciente en @ y en b.

Si x € (a, b), entonces f(x) — f(a) = f'(¢)(x — a), para cierto punto ¢ € (a, x). Por
lo tanto, si fles positiva, flx)—f(a)=0 paratodo x € (a,b), e igualmente se prueba
que f(b) — f(x) = 0 paratodo x € (@, b), luego f es creciente en [a, b].

Sabemos que las funciones constantes tienen derivada nula. El teorema del valor medio

nos da el reciproco:
13.18. Teorema

Si una funcioén tiene derivada nula en todos los puntos de un intervalo abierto, entonces

es constante.
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DEMOSTRACION

Sea f una funcién derivable en un intervalo 4 con derivada nula. Sean a < b dos puntos
cualesquiera de A. Entonces f(b) — f(a) = f'(c)(b — a), donde ¢ es un punto de (a, b).

Por lo tanto f es constante.

Una consecuenciainmediata es el teorema siguiente, que afirma que una funcién derivable

esta unfvocamente determinada por su derivada y su valor en un punto cualquiera.
13.19. Teorema

Si f y @ son funciones derivables en un intervalo abierto y f' = g, entonces existe un
keRtalquef =g +k.

DEMOSTRACION
La funcién f — g tiene derivada nula, luego f — g = k.

Las derivadas proporcionan un teorema muy util para el calculo de limites. De momento
no podemos estimar su valor porque los limites de las funciones que conocemos
(polinomios, fracciones algebraicas. etc.) son faciles de calcular directamente, pero mas

adelante tendremos ocasion de aprovecharlo
13.20. Teorema (Regla de L'H"opital)

Sean f, g: (a, b) — R funciones derivables tales que f(x) = g(x) = 0y de modo que g

y 8’ no se anulen en (a, b). Si existe

entonces también existe

L fe)
1m

=1L
x—a g[x]
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DEMOSTRACION

Extendamos f y g al intervalo (a, b) estableciendo que f({a) = g(a) = 0. Asi siguen

siendo continuas.
Sia < x < b, por el teorema de Cauchy existe un punto ¢ € (a, x) tal que
(flx) —f(a)) g'(c) = (g(x) —g(a)) f'(c)

osea, f(x)g'(c) = g(x)f'(c) y como g(x) # 0 # g'(c) podemos escribir

fx) _f'©
g(x)  g'(c)

Por definicion de limite, si € = 0, existeun § = 0 tal que si 0 << ¢ — a <0 &, entonces

f'(¢)
g'(c)

—L‘{CE

Fx) _ frie)

Asi tenemos que si 0 < x—a < & existe un € € (@ x) que cumple - =
gilx)  giie

flx) _ £'9) por consiguiente, para todo x € (&, @ + &) se cumple

glx) gtle) p
x
fx) _ L‘ -
g(x)
Esto significa que
x
lim f) =1L
x—~a g(x)

Obviamente la regla de L'Hopital también es valida cuando en las hipdtesis cambiamos
a por b. Combinando las dos versiones obtenemos la regla de L'Hépital para funciones
definidas en intervalos (a —€,a + €) %\ {a}y tomando limites en a (si existe el limite
del cociente de derivadas, existen los limites por la derecha y por la izquierda y coinciden,
por los casos correspondientes de la regla, existen los limites de los cocientes de las
funciones por ambos lados y coinciden, luego existe el limite y coincide con el de las

derivadas).
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