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En los cédigos que se usan para el envio de telecomunicaciones, se agregan digitos redun-
dantes a los mensajes que se pretende enviar con el fin de corregir los errores que se producen en
su transmision electrénica por causa del ‘ruido’ producido por fuentes variadas que incluyen la
misma radiacién césmica.

Estas notas versan sobre conceptos elementales del dlgebra aplicada, especialmente cédigos
correctores de errores, de tanto uso en telecomunicaciones hoy en dia, y estdn acompanadas de
numerosos ejemplos y ejercicios de aplicacion. Cubrimos inclusive codigos lineales, codigos c
iclicos, y cdédigos sobre cuerpos finitos y sobre édlgebras booleanas, asi como los esquemas de
codificacién y decodificacion de los mismos, presentando y justificando las nociones bésicas
necesarias para la comprension del material. De esta forma, creemos contribuir en forma no
trivial con la presentacién de conceptos educativos y técnicos de actualidad en castellano,
manteniendo el rigor mateméatico adecuado, dentro de las posibilidades limitadas de la educacion
en nuestro medio.

Usamos letra itdlica para indicar conceptos que se van definiendo en el texto, asi como en los
enunciados de los teoremas, proposiciones, lemas, corolarios y otras observaciones que se quieran
resaltar para su uso en la exposicion. En ese sentido, algunos hechos elementales de algebra
bésica y lineal, incluso de polinomios sobre un cuerpo finito F(2"), son citados cuando sean
requeridos en el texto, siguiendo la filosofia industrial denominada ‘justo a tiempo’, que consiste
en presentar los conceptos tedricos para el desarrollo de las aplicaciones cuando sea
absolutamente necesario. El manejo practico de tales conceptos es lo que nos importa en tal tipo
de exposicion, de ahi que ofrezcamos abundantes ejercicios para permitir que el lector tenga la
oportunidad de entrenarse eficazmente en el uso de los conceptos y de adquirir una comprensién
de sus importantes aplicaciones.

Este trabajo esta dividido en capitulos indicados con numero ardbigos e, igualmente las
secciones internas de los capitulos estan numeradas con niimeros arabigos y en forma lineal a lo
largo de toda la presentacién. Lo mismo acontece, por su parte, con el conjunto de los lemas,
proposiciones, teoremas y corolarios del trabajo. Por otra parte, los ejercicios de cada capitulo se
numeran linealmente (de nuevo empleando nimeros arébigos) solo dentro del capitulo.

El apéndice contiene soluciones a algunos de los ejercicios del texto para beneficio del lector.

C. Araujo, M. Caro, 1. Dejter.
Barranquilla - Colombia, Octubre 2020






CAPITULO 1
De como se codifican los
mensajes electronicos

La teoria de cédigos es el estudio de métodos eficaces para la transferencia certera de la
informacién de un local a otro. Esta teoria ha sido desarrollada en relacién a diversas aplicacio-
nes como son la minimizacion del ruido en grabaciones de discos compactos, la transmision de
informacién financiera a través de lineas telefénicas, la transferencia de datos de una
computadora a otra o de la memoria de un procesador central y la transmisién desde una
fuente distante como un satélite de comunicaciones o las naves espaciales Voyager que
enviaron fotos desde Jupiter, Saturno, y desde distancias superiores, méas alld de los limites de
nuestro sistema solar.

El medio fisico a través del cual la informacién es transmitida dicese ser un canal de infor-
macién. Las lineas telefonicas y la atmésfera son ejemplos de canales de informacién. Perturba-
ciones indeseables recogidas en el concepto de ruido pueden causar que la informacién recibida
difiera de la que fue transmitida. El ruido puede ser causado por manchas solares, rayos, doble-
ces en una cinta magnética, lluvias de meteoros, mensajes computacionales de la competencia,
perturbaciones de radio aleatorias, mala escritura a maquinilla, lenguaje defectuoso o pobre,
entre muchas otras causas.
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Figura 1.1: Idea de un sistema de transmision de informacién

La teorfa de cédigos trabaja con el problema de detectar y corregir errores de transmision
causados por el ruido de un canal de informacién. El diagrama de la Figura 1.1 ofrece un
esquema del sistema de transmision de informacion. La parte méds importante de este diagrama
para nosotros es el ruido, pues sin él no habria necesidad de esta teoria.

En la préctica, el control que tenemos sobre este ruido es la posible eleccién de un buen canal
para usar en la transmision, y el uso de varios filtros de ruido para combatir ciertos tipos de
interferencia que puedan ser encontrados. Estos son problemas de ingenierfa. Una vez que
hayamos establecido el mejor sistema mecéanico para resolver estos problemas, podemos enfocar
nuestra atenciéon en la construccién del codificador y el decodificador. Nuestro deseo es
construirlos de modo para alcanzar:

1. una codificacién rapida de la informacién;

2. una fécil transmisién de los mensajes codificados;

3. una decodificacion rapida de los mensajes recibidos;
4. la correccion de errores introducidos en el canal;

5. la transferencia méxima de la informacién por unidad de tiempo.

Nuestra meta primaria es el cuarto de estos items. El problema es que este no es generalmente
compatible con el quinto y puede no ser tampoco compatible con los otros tres. Por lo tanto,
cualquier solucién es necesariamente un intercambio de los cinco objetivos.

En nuestras comunicaciones diarias, usamos palabras habladas o escritas, construidas a par-
tir de un alfabeto limitado. Tenemos informacién para comunicar, y la codificamos en cadenas de
palabras que luego decimos o escribimos; luego estas, a su vez, son enviadas por un canal que,
generalmente, es el espacio que va de la boca de uno al oido de otro, o del lapiz al papel, y del
papel al ojo. El ruido puede ser causado por un habla confusa, mala audicién, un uso gramatical
incorrecto, un aparato de musica esterecofénica, conversaciones superpuestas, faltas de ortografia
o una maquinilla defectuosa. El decodificador es nuestra audicién (o lectura) y la capacidad de
comprender los mensajes recibidos.
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Existen dispositivos correctores de errores en los que ni siquiera pensamos. Si en un mensaje
corto hay letras cambiadas que hacen que el mensaje sea incomprensible, -por ejemplo, por el
cambio de dos o tres letras-, podemos modificar esas letras y recobrar el mensaje original,
(Ej: “Aptue natural. Tengo un arba”), que en realidad serfa “Actie naturalmente. Tengo un
arma”, lo cual ocurre en una pelicula de 1969 dirigida por un actor y clarinetista norteamericano.

Para estos tipos de errores podemos probablemente operar con lo siguiente: elegir la palabra
mas factible o susceptible de haber sido transmitida. El método patrén para combatir errores es a
través de la redundancia. Es asi como muchos negocios hoy en dia agregan de forma rutinaria
controles de digitos para identificar niimeros; estos son conocidos como extra-digitos y son usados
para chequear que los datos son correctos en los nimeros de cuentas. Este es, probablemente, el
método mas cominmente reconocido para codificar en la vida real. Trabajaremos, pues, con ideas
similares, pero mas sofisticadas.

1.1. Suposiciones basicas

Enunciemos algunas definiciones bésicas y suposiciones que serdn aplicadas en la teoria de
cédigos.

En muchos casos, la informacién a ser enviada es transmitida por una sucesién de ceros y
unos. Decimos que 0 y 1 son digitos. Una palabra es una sucesion de digitos. La longitud o largo es
el niamero de digitos en la palabra. Luego, 0110101 es una palabra de largo 7. Una palabra es
transmitida al enviar sus digitos, uno detrés del otro, a través de un canal binario. La palabra
“binario” se refiere al hecho de que solo los digitos 0 y 1 son usados. Cada digito es transmitido
mecanicamente, eléctricamente, magnéticamente o de otra forma que diferencie dos tipos
facilmente distinguibles de pulsos.

Un cddigo binario es un conjunto C de palabras. El codigo que consiste de todas las palabras
de largo 2 es

C ={00,10,01,11}.

Un cddigo-bloque es un cédigo que tiene todas las palabras del mismo largo; este nimero es el
largo del codigo-bloque. Asi, el término cddigo querra decir para nosotros un cédigo-bloque
binario. Las palabras que pertenecen a un cédigo Cy seran denominadas palabras-codigo.
Denotamos el ntimero de palabras de un cédigo C por medio de |C].

Ejercicios.
1. Liste todas las palabras de largo 3; de largo 4; de largo 5.

2. Halle una férmula para el nimero total de palabras de largo n.

3. Sea C' el cédigo consistente de todas las palabras de largo 6 que tienen un nimero par de
unos. Liste las palabras de C.

También precisamos hacer ciertas suposiciones bésicas en relacién al canal de comunicacion.
Estas suposiciones daran forma a la teorfa que formulamos.

La primera suposicién es que una palabra-cddigo de largo n consistente de varias entradas
de valor 0 y 1 sea recibida como una palabra de largo n, aunque no sea necesariamente la misma
palabra que fue transmitida.

La segunda suposicién es que no hay ninguna dificultad en identificar el comienzo de la
primera palabra transmitida. Luego, si usamos palabras de largo 3 y recibimos 011011001,
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Figura 1.2: Diagrama que clarifica como opera un CSB

sabemos que las palabras recibidas son 011, 011 y 001. Esta suposicion quiere decir, de nuevo
usando largo 3, que el canal no puede enviar 01101 al destinatario, pues un digito fue perdido
aqui.

La suposicién final es que el ruido es desparramado aleatoriamente, no en racimos o mon-
tones, llamados rdfagas. O sea, la probabilidad de que un digito sea afectado en la transmisién
es la misma que la de que cualquier otro digito vecino lo sea. Esta no es una suposicién muy
realista para muchos tipos de ruidos tales como rayos o rayaduras de discos compactos. Este es
un capitulo més avanzado en la teoria de cédigos, (“Cédigos correctores de réfagas de errores”).

En un canal perfecto, o sin ruido, el digito enviado, 0 6 1, es siempre recibido. Si todos los
canales son perfectos, no habria necesidad de la teorfa de cédigos. Pero, afortunadamente (o
desafortunadamente, tal vez) no todos los canales son perfectos; todo canal es ruidoso. Algunos
canales son menos ruidosos o més confiables que otros.

Un canal binario es simétrico si 0 y 1 son transmitidos con igual puntualidad, esto es si
la probabilidad de recibir el digito correcto es independiente de qué digito, 0 6 1, esta siendo
transmitido. La confiabilidad de un canal simétrico binario (CSB) es un mimero real p, (0 <
p < 1), donde p es la probabilidad de que el digito enviado sea el digito recibido.

Si p es la probabilidad de que el digito recibido es el mismo que el digito enviado, entonces
1 — p es la probabilidad de que el digito recibido no sea el digito enviado. El diagrama de la
Figura 1.2 clarifica como opera un CSB.

En la mayoria de los casos puede ser dificil estimar el valor real de p para un canal dado.
Sin embargo, el valor real de p no tiene influencia significativa en la forma de la teorfa.

Diremos que un canal es més confiable que otro si su confiabilidad es mayor. Nétese que si p =
1, entonces no hay chance de que un digito sea alterado en la transmision. Asi pues, el canal es
perfecto y no tiene interés para nosotros. Tampoco ofrece interés un canal con p = 0. Cualquier
canal con 0 < p < 1/2 puede ser convertido en otro con 1/2 < p < 1. De aqui, supondremos que
estamos usando un CSB con probabilidad p satisfaciendo 1/2 < p < 1. (El caso p = 1/2 esta
citado en un ejercicio més abajo).

10
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Ejercicios.
4. Explique por qué un canal con p = 0 no es interesante.
5. Explique c6mo convertir un canal con 0 < p < 1/2 en otro canal con 1/2 < p < 1.

6. (Qué puede decirse al respecto de un canal con p = 1/27

1.2. Patrones correctores y detectores de errores

Consideremos ahora las posibilidades de corregir y detectar errores. En esta seccién in-
tentamos desarrollar un entendimiento intuitivo de los conceptos asociados a la correccién y
deteccion de errores; ademas, un enfoque formal es adoptado més adelante.

Supongamos que una palabra sea recibida y que no sea una palabra-cédigo. Claramente
algin error ha ocurrido durante el proceso de transmisién, de modo que hemos detectado que
un error (tal vez varios errores) han acontecido. Sin embargo, si una palabra-c6digo es recibida,
entonces tal vez no hubo errores durante la transmisién, de modo que no podemos detectar un
error.

El concepto de correccién de un error es mas complejo. Cuando en la primera seccién pen-
samos en corregir “arba” por “arma’, (y no por ejemplo “arpa”), recurrimos a la intuicién para
sugerir que cualquier palabra recibida deberia ser corregida a una palabra-cddigo que requiera
tan pocos cambios como sea factible. (Habra que probar que la probabilidad de que tal palabra-
codigo haya sido enviada es al menos tan grande como la probabilidad de que cualquier otra
palabra fuese enviada). Para consolidar estas ideas, discutiremos algunos cédigos en particular.
Tener presente, pues, nuestra suposicion de que ningun digito es perdido o creado en la trans-
misién.

Ejemplo. Sea Cy; = {00,01,10,11}. Cada palabra recibida es una palabra-cédigo y asi C}
no puede detectar ningiin error. Ademés C} no corrige errores, pues ninguna palabra recibida
requiere cambios para tornarse en palabra-cédigo.

Ejemplo. Modifiquemos () para repetir cada palabra-cédigo tres veces. El nuevo codigo
es

Cy = {000000, 010101, 101010,111111}.

Este es un ejemplo de un cddigo de repeticion. Supongamos que la palabra 110101 sea recibida.
Como esta no es una palabra-cédigo, podemos detectar que al menos un error ha ocurrido. La
palabra 010101 puede ser formada cambiando un digito, pero todas las otras palabras son
formadas al cambiar mas de un digito. Luego, esperamos que 010101 fuese la palabra-cédigo

més factible transmitida, de modo que corregimos 110101 a 010101. (Una palabra que puede ser

formada de una palabra w con el menor nimero de digitos siendo cambiados es denominada la

palabra-cédigo més préxima, idea que se formalizard mas adelante). De hecho, si cualquiera de

las palabras ¢ € Cs es transmitida y un error ocurre durante la transmisién, entonces la tinica
palabra-cédigo més proxima a la palabra recibida es ¢; asi, cualquier error individual resulta en
una palabra que corregimos a la palabra que fue transmitida.

Ejemplo. Modifiquemos C; agregando un tercer digito a cada palabra-cédigo de modo que

11



CARLOS ARAUJO * MIGUEL CARO * ITALO DEJTER

el ntimero de 1 (unos) en cada palabra-cddigo sea par. El cddigo resultante es

€y = {000,011, 101, 110}.

El digito agregado es denominado digito de control de paridad. Supongamos que la palabra 010
sea recibida; entonces, como 010 no es una palabra-cédigo, podemos detectar que un error ha
ocurrido. Cada una de las palabras 110, 000 y 011 puede ser formada al cambiar un digito en la
palabra recibida. Mas adelante distinguiremos cémo tratar palabras recibidas més préximas de
una sola palabra-cédigo o igualmente préximas de varias. Basta ahora observar que parece mas

adecu

ado corregir 010 como alguna palabra 110, 000 6 011, mds bien que a 101.

Ejercicios.

7.

10.

11.

1.3.

Sea C un cddigo cuyas palabras sean todas las de largo 3. Determine cuél palabra fue la
mas factible enviada si 001 es recibida.

. Agregar un control de paridad a las palabras en el c6digo anterior y usar el cdigo resul-

tante C para responder las siguientes preguntas:

a) Si la palabra 1101 es recibida, ;podemos detectar un error?
b) Supdéngase que recibimos la palabra 1101. ;Cudles son las més factibles palabras
enviadas?

¢) ;Es alguna palabra de largo 4 que no esté en el cédigo més préxima a una palabra
Gnica?

. Repetir cada palabra del cédigo C' del ejercicio 1 tres veces para formar un cédigo de

repeticion de largo 9. Hallar las palabras-codigo mas proximas a las siguientes palabras
recibidas

a) 001000001

b) 011001011

¢) 101000101

d) 100000010

Hallar el maximo nimero de palabras de largo n = 4 en un cédigo en que cada error
individual puede ser detectado.

Repetir el ejercicio 10 para n = 5, n = 6, y para n general.

Razén de informacion

Es claro ahora que el agregado de digitos a palabras-codigo puede mejorar las capacidades
de correccién y deteccion del codigo. Sin embargo, cuanto mas largas las palabras, mas demora

en ser

enviado el mensaje. La razdn de informacidn (o solo razén) de un cédigo es un niimero que

se designa para medir la proporcién de cada palabra-cédigo que esté cargada en el mensaje. La

razon

de informacion de un cédigo C'de largo n se define para cédigos binarios como

1
—1 C|.
n0g2| |

12
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Puesto que podemos suponer que 1 < |C| < 2" es claro que la razén de informacién corre
entre 0 y 1; es 1 si cada palabra es palabra-cédigo, y 0 si |C] = 1.

Por ejemplo, la razén de informacion de los cédigos Cy, Cyy Cs tratados arriba es respectiva-
mente 1, 1/3 y 2/3. Cada una de estas razones de informacién parece sensiblemente relacionada a
los respectivos codigos, puesto que los primeros dos digitos de los 6 en cada palabra de C5 pueden
ser vistos como que llevan el mensaje, lo que pasa también con los dos primeros digitos de Cs.

1.4. Efectos de la correccion y detecciéon de errores

Para ejemplificar los efectos dramaticos que el agregado de un control de paridad a un cédigo
puedan tener en reconocer cuando ocurren errores, consideremos los siguientes c6digos.

Supongamos que todas las 2! palabras de largo 11 son palabras-cédigo; luego, no se detecta
ningn error. Sea la confiabilidad del canal p = 1 — 10~® y supongamos que los digitos son
transmitidos a una razén de 107 digitos por segundo. Luego, la probabilidad de que una palabra
sea transmitida incorrectamente es aproximadamente 11p'%(1 — p), que estd cerca de 11/10%. Asf:

11 107

08 =T = ,1 palabras por segundo

son transmitidas incorrectamente sin ser detectadas. O sea, una palabra errada cada 10 segun-
dos, 6 por minuto, 360 por hora, {8640 por dia!: no demasiado bueno...

Ahora supongamos que un digito de control de paridad es agregado a cada palabra, de modo
que el nimero de 1 (unos) en cada una de las 2048 palabras-cédigo sea par. Luego cualquier error
individual es siempre detectado, de modo que al menos 2 errores deben ocurrir si la palabra ha
de ser transmitida incorrectamente sin nuestro conocimiento. La probabilidad de que al menos
2 errores ocurran es 1 —p'2 —12pt(1 —p), que puede aproximarse a (122)]310(1 —p)2, lo cual para
p=1—1078 estd cerca de 1(6)%. Ahora bien, aproximadamente 1?)% . % = 5,5 x 1079 palabras
por segundo son transmitidas incorrectamente sin nosotros haberlo detectado. O sea jun error
cada 2000 dias!

Asi, si estamos dispuestos a reducir la razén de informacion alargando el cédigo de 11 a 12

digitos, muy probablemente conoceremos cuando ocurren errores. Para decidir dénde esos
errores realmente ocurren, podemos precisar requerir la retransmisién del mensaje. Fisicamente,
esto quiere decir que o bien la retransmisién debe hacerse hasta que se confirme la recepcion,
o bien el mensaje se debe guardar temporalmente hasta que la retransmision se requiera. Ambas
alternativas deben ser costosas en tiempo o en memoria. Puede ser también que la retransmision
sea impractica, como en el caso del Voyager y con discos compactos. Por lo tanto, seria mejor
aumentar las capacidades de correccién de errores. Introducir esas capacidades hace que la
codificacion y la decodificacién sean mas costosas, pero evitara los costos escondidos en tiempo y
en espacio mencionados arriba.

Un esquema simple para introducir la correccién de errores es formar un codigo de
repeticién donde cada palabra sea transmitida tres o mdas veces en sucesion. Luego, si
al menos un error se produce para palabras-cédigo de largo 33, al menos dos de las
tres transmisiones estaran correctas. Como la comparacién de las tres palabras de largo 11
es relativamente simple, el tnico cambio para ser capaces de corregir un error es una
razén de informacién de 1/3, en lugar de 1.

13
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1.5. Hallando la mas factible palabra-cédigo transmitida

Supongamos que tenemos una visién del proceso de transmisién, conociendo la palabra-
codigo v transmitida y la palabra w recibida. Para cualquier v y w dadas, sea ¢,(v, w) la
probabilidad de que si v es enviada por un CSB con confiabilidad p, entonces w es recibida. Como
suponemos que el ruido esta distribuido aleatoriamente, podemos tratar la transmisién de cada
digito como un evento independiente. Asi, si v y w difieren en d posiciones, entonces, tenemos
n — d digitos correctamente transmitidos y d incorrectamente transmitidos. Luego,

Gp(v, w) = p" (1 = p)”.

Ejemplo. Sea C un cddigo de largo 5. Luego, para todo v € C, la probabilidad de que v sea
recibida correctamente es

dp(v, v) = P°.

Sea 10101 un elemento de C. Entonces,
#,(10101, 01101) = p*(1 — p)?

v si p = 0,9 entonces
$,(10101,01101) = (0,9)*(0,1)* = 0,00729

Ejercicios.
12. Calcular ¢g97(v, w) para cada uno de los pares de v y w:

v = 01101101, w = 10001110
v = 1110101, w = 1110101
¢) v=00101, w = 11010

a)
)
)
d) v = 00000, w = 00000
)
)
)

b

v = 1011010, w = 0000010
v = 10110, w = 01001
v = 111101, w = 000010.

(&

f
g

En la practica, conocemos w, la palabra recibida, pero no la palabra-cédigo v que fue
enviada. Sin embargo, cada palabra v determina una asignacién de probabilidades ¢, (v, w) a
las palabras w. Cada tal asignacién es un modelo matemético y elegimos el modelo (es decir, la
palabra v) que concuerda mds con la observacién —en este caso, que hace la palabra recibida
mas factible. O sea, supongamos que v haya sido enviada cuando w es recibida si

Op(v, w) = méx{p,(u,w) : u € C}.

El siguiente teorema provee un criterio para hallar tal palabra v.
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Teorema 1. Supongamos que tenemos un CSB con1/2 < p < 1. Sean vy y vq palabras-cédigo y w
una palabra, todas de largo n. Supongamos ademds que v y w difieren en dy posiciones y que vy y
w difieren en ds posiciones. Luego,

Op(v1, W) < Pp(v2, w) siy solo sidy > ds.

Demostracién. Tenemos ya establecido que ¢p(vy, w) < ¢p(ve, w) siy solosip™ 4 (1 — p)h <
p"~% (1 — p)?si y solo si (ﬁdrdl < 1siysolosidy<d, (puesto que > 1). -

Esto establece formalmente el procedimiento para corregir palabras que hasta ahora adop-
tamos como un procedimiento intuitivamente sensible: corregir w a una palabra-cédigo que
discuerda con w en tan pocas posiciones como sea factible, ya que tal palabra-cédigo es la mas
factible palabra enviada, dado que w fue recibida.

Ejemplo. Si w = 00110 es recibida en un CSB con p = ,98, ;jcudl de las palabras-cédigo
01101, 01001, 10100, 10101 fue la més factible palabra enviada?

v | d (niimero de desacuerdos con w)
01001 | 3
01001 | 4
10100 | 2 < d (el mds pequeno)
10101 | 3

Usando la tabla de arriba, el Teorema 1 dice que 10100 fue la mas factible palabra-cédigo
transmitida. Notar que no precisamos saber el valor exacto de p para poder aplicar el teorema;
solo precisamos saber que p > 1/2.

Ejercicios.

13. Supongamos que w = 0010110 sea recibida en un CSB con confiabilidad p = ,90. ;jCuéles
de las siguientes palabras-cédigo fueron las maés factibles palabras enviadas?

1001011,1111100,0001110, 0011001, 1101001.

14. ;Cual de las 8 palabras-cddigo en el cédigo del Ejercicio 9 es la més factible de haber sido
enviada si w = 101000101 es recibida?

15. Si ¢ = {01000,01001,00011,11001} y la palabra w = 10101 es recibida, jcudl palabra-
codigo es la mas factible de haber sido enviada?

16. Repita el Ejercicio 15 luego de reemplazar C' por

{010101,110110, 101101, 100110,011001} y w por 101010.

17. ;Cual de las palabras-cédigo 110110, 110101, 000111,
100111, 101000 fue la mas factible palabra enviada si w = 011001 es recibida?

18. En el Teorema 1 supusimos que 1/2 <p <1. ; Qué cambiarfa en el enunciado del Teorema
1 si se reemplaza esa suposicién?

a) 0<p<1/2
b) p=1/2.
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1.6. Algebra basica para codigos

Un problema que necesitamos tratar es el de hallar una manera eficiente de encontrar la
palabra-c6digo més proxima de la palabra recibida. Si el c6digo tiene muchas palabras, entonces
es impractico comparar cada palabra w recibida a cada palabra-cédigo para hallar que palabra-
cédigo esta en desacuerdo en el menor nimero de posiciones posibles. Por ejemplo, si el c6digo
contiene 22 palabras (como en el caso de la misién Voyager), entonces tal procedimiento de de-
codificacién no podria jamas mantenerse con la transmisién entrante. Para vencer este problema,
precisamos introducir alguna estructura en nuestros cédigos.

Sea K = {0,1} y sea K" el conjunto de todas las palabras binarias de largo n. Definamos
suma y multiplicacién de los elementos de K como sigue:

04+40=0, 0+1=1, 140=1, 14+1=0;

0-0=0, 0-1=0, 1-0=0, 1-1=1.

Definamos la suma de los elementos de K" componente por componente usando la suma definida
en K para sumar cada componente. Por ejemplo, sea

v = 01101 y w = 11001; luego v + w = 10100.

Claramente, la suma de dos palabras binarias de largo n resulta en una palabra binaria de largo

n, de modo que K" es cerrado bajo suma.

Usando la terminologia del dlgebra lineal, nos referimos a un elemento de K como escalar.
Entonces la multiplicacion escalar de K" se define componente por componente. Como los
Unicos escalares son 0 y 1, los tinicos multiplos escalares de una palabra w son 0 - w, que es
el elemento de K™ con cero en cada componente, y 1-w, que es w. Nos referimos al elemento

de K™ con cero en cada componente como la palabra nula. Claramente, K" es cerrada bajo la
multiplicacién escalar.

Con estas definiciones de suma y multiplicacién escalar puede ser mostrado que K" es un
espacio vectorial. O sea, para cualquier par de palabras u, v de largo n y para escalares a, b, vale

que
1. v+weK”

2. (u+v)+w=u+(v+w)
3. v+ 0=0+v =0, donde 0 es la palabra nula
4. para algin v e K", v+v =v +v =0

5. v+w=w+v

6. av € K"
7. a(v+w) = av + aw
8. (a+bv=av+aw
9. (ab)v = a(bv)

10. 1v = v.
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Ejercicios.
19. Mostrar que si v es una palabra en K", entonces v + v = 0.
20. Mostrar que si v y w son palabras en K" y v + w = 0, entonces v = w.
21. Mostrar que si u,v y w son palabras en K" y u + v = w, entonces u + w = v.

Nétese que si v fue enviada en un CSB y w es recibida, entonces 0 ocurre en una componente
de v + w si la componente correspondiente de v fue correctamente transmitida, y 1 ocurre si
la componente fue incorrectamente transmitida. Entonces, v + w es denominado el patrén de
error, o el error. Por ejemplo, si la palabra v = 10101 fue transmitida y la palabra w = 01100
es recibida, entonces errores ocurren en las primera, segunda y quinta componentes. El patrén
de error es v +w = 11001.

1.7. Peso y distancia de Hamming

Introducimos dos términos importantes. Sea v una palabra de largo n. El peso de Hamminyg,
o simplemente peso, de v es el nimero de veces que el digito 1 ocurre en v. Denotamos el peso
de Hamming de v por medio de w(v). Por ejemplo, w(10101) = 3 y w(00000) = 0.

Sean v y w dos palabras de largo n. La distancia de Hamming, o simplemente distancia, de
v es el nimero de posiciones en las que v y w discuerdan. Denotamos la distancia entre v y w
por medio de d(v,w). Por ejemplo, d(01011,00111) = 2 y d(10110,10110) = 0.

Notar que la distancia entre v y w es igual al peso del patrén de error u = v + w:

d(v,w) = w(v+w).

Por ejemplo, siv = 11010 y w = 01101, tenemos que d(v, w) = d(11010,01101) =4y w(v+w) =
w(11010+01101)w(10111) = 4. Luego, la férmula probabilistica en la seccién 6 puede expresarse
como

¢p('U7 w) _ pn—W(u)(l _ p)W(u)7

donde u es el patrén de error u = v+ w. Nos referimos a ¢,(v, w) como probabilidad del patrén
de error u=1v+ w.

Ejercicios.

22. Comparar los pesos de cada una de las siguientes palabras, y la distancia entre cada par
de ellas: v; = 1001010, v, = 0110101, v3 = 0011110 y v4 = vy + v3.

23. Sean u = 01011, v11010 y w = 01100. Comparar cada uno de los siguientes pares de
cantidades:

a) w(v+w)y wv) 4+ ww),
b) d(v,w) y d(v,u) y d(u,w).

Listamos ahora un nimero de hechos que se refieren a peso y distancia. Aqui, v, v y w son
palabras de largo n y a es un digito.

1. 0 < w(v) < n.
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2. w(v) =0siy solosiv=0.
3. 0<d(v, w) <n.

4. d(v,w) =0siy solosi v =w.

8. w(av) =a-w(v
9. d(av,aw) = a - d(v, w).

La mayoria de estos hechos son inmediatamente claros de las definiciones de peso y distancia.
En el dltimo ejercicio el lector construyé ejemplos de los hechos (6) y (7). Para elaborar prue-
bas, trate de usar la relacién bésica d(v, w) = w(v+w) y los tres dltimos ejercicios de la seccién 6.

Ejercicios.
. . 5 . .
24. Construir un ejemplo en K° de cada una de las nueve leyes arriba enunciadas.
25. Probar cada una de esas nueve leyes.

Estos hechos serdan usados cuando sea preciso sin mayores comentarios ni referencias, dada
su ubicuidad.

1.8. Decodificacion de maxima verosimilitud

Estamos ya preparados para dar una formulacién mas precisa de dos problemas bésicos de
la teorfa de cddigos. Supongamos que estamos en el receptor (destinatario) de un CSB y que
queremos recibir un mensaje del transmisor. Por supuesto, el transmisor es uno que habiamos
disenado previamente. De hecho, el diseno del transmisor es uno de los problemas basicos.

Hay dos cantidades sobre las que no tenemos ningun control. Una de ellas es la probabilidad
p de que nuestro CSB transmita un digito correctamente. La segunda cantidad es la cardinalidad
|M] del conjunto de mensajes posibles que pueden ser transmitidos. Los mensajes en cuestién
no son tan importantes como lo es el nimero |M| de mensajes posibles.

Recordemos que para cualquier conjunto S, denotamos por .S el nimero de elementos de S.
Luego, |K"| = 2".

Los dos problemas basicos de codigos son los siguientes:

1.8.1. Codificacion

Debemos determinar un cédigo para emplear en el envio de nuestros mensajes, y algunas
selecciones deben ser hechas para ello. Primero, seleccionamos un entero positivo k, que es el
largo de cada palabra binaria correspondiente a un mensaje. Como a cada mensaje se le debe
asignar una palabra binaria diferente de largo k, k debe ser elegido de modo que |M| < |K"| = 2.
Luego decidimos cudntos digitos precisamos agregar a cada palabra de largo k para asegurar
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que tantos errores puedan ser corregidos o detectados como precisemos; esto es la seleccion de
las palabras-cédigo y el largo del cédigo, n. Para transmitir un mensaje particular, el transmisor
halla la palabra de largo k asignada a cada mensaje; luego, transmite la palabra-cédigo de largo
k correspondiente a cada palabra de largo k.

1.8.2. Decodificacion

Digamos que la palabra w en K" es recibida. Describiremos un procedimiento llamado

decodificacion de mdzima verosimilitud, o DMV, para decidir qué palabra v € C fue enviada.
Hay, de hecho, dos tipos de DMV:

1. DMV completa, o DMVC. Si hay una y solo una palabra v € C' més préxima a w que
cualquier otra palabra en C, decodificamos w como v. O sea, si d(v, w) < d(vy, w) para toda
vy en C con vy # v, entonces decodificamos w como v. Si hay hay varias palabras en C' mds
proximas a v, o sea que mantienen la misma distancia minima a w, entonces seleccionamos
arbitrariamente una de las palabras y concluimos que el resultante es el mensaje enviado.

2. DMV incompleta, o DMVI. De nuevo, si hay una unica palabra v € C' més préxima a w,
entonces decodificamos w como v. Pero si hay varias palabras en C' a la misma minima
distancia desde w, entonces requerimos una retransmision. En algunos casos podemos ain
pedir una retransmisién si la palabra recibida w esta demasiado lejos de todas las palabras
del codigo.

Usaremos DMVI para los ejemplos y ejercicios a menos de que se indique lo contrario.
Enfaticemos, pues, que DMV no siempre funciona; en particular, si demasiados errores fueron
hechos en la transmision a lo largo de un CSB, entonces DMV falla.

La palabra v € C mds préxima a la palabra recibida w es aquella v para la cual d(v, w) es lo
menor posible y por, el Teorema 1, tiene la mayor probabilidad ¢,(v, w) entre todas las palabras-
codigo de modo que es la mas factible palabra-cédigo enviada. Esto es sea visto en el Ejemplo con
una tablita que dimos mds arriba. Como d(v, w) = w(v + w), el peso del patrén de error u = v +
w, el Teorema 1 puede ser presentado como sigue:

Op(v1, W) < Pp(ve, w) siy solo si w(vy + w) > w(ve+ w);

0 sea, la mds factible palabra-cddigo enviada es la que tiene el patrén de error de menor peso.
Luego, la estrategia en DMV es examinar el patréon de error v +w para todas las palabras-
cédigo v, v seleccionar la v que produce el patrén de error de menor peso.

Ejemplo. Supongamos|M| = 2, y seleccionemos n = 3 con C = {000, 111}. Si v = 000
es transmitida, jcudndo concluird la DMVI esto correctamente? ;y cudndo concluira la
DMVT incorrectamente que 111 fue enviada? Consideremos la siguiente tabla:

La primera columna de la tabla lista todas las posibles palabras que pueden ser recibidas.
Esto da todo K3. La segunda y tercer columnas listan los patrones de error v 4+ w para cada
palabra v en el c6digo C'. Como DMVT seleccionard el patrén de error de menor peso, pusimos
un asterisco al lado de la entrada en la segunda o tercera columna que produzca ese menor peso.
En la dltima columna indicamos la palabra v en el cédigo C' correspondiente a la columna en
la que el asterisco qued6 ubicado. Esta es la palabra v que la DMVI concluye que fue la més
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Recibida | Patrones | de error | Decodificada
w 0004w | 111 +w v
000 000 111 000
100 100% 011 000
010 010% 101 000
001 001 110 000
110 110 001 111
101 101 010 111
011 011 100 111
111 111 000 111

Cuadro 1.1.: Tabla I

factible palabra enviada. Luego, la DMVI concluye correctamente que 000 fue enviada si 000,
100, 010 6 001 es recibida (las primeras cuatro filas de la tabla). Y la DMVTI concluye incorrec-
tamente que 111 fue enviada si 110, 101, 011 6 111 fue recibida, (cuatroltimas filas de la tabla).

Ejemplo. Supongamos que |M| = 3 y seleccionemos
C ={0000,1010,0111}

con n = 4. Construimos una tabla para DMVI como arriba, excepto que si dos o mas entradas
en las columnas de patrones de error tienen el mismo menor peso, entonces no colocamos un
asterisco en tal fila y no colocamos nada significativo en la columna de decodificacién para v,
(apenas indicado por “—”). Esto quiere decir para DMVI que se requiere una retransmision
siempre y cuando hay un empate para el menor peso de un patrén de error.

Ejercicios.
26. Sea |[M|=2,n=3y C ={001,101}. Si v = 001 es enviada, {cudndo concluird la DMVI
esto correctamente y cuando concluira incorrectamente que 101 fue enviada?

27. Sea |M| = 3y n = 3. Para cada palabra w en K* que puede ser recibida, hallar la palabra
w en el cédigo C' = {000, 001,110} que la DMVI concluye que fue enviada.

28. Construir una tabla de DMVI para cada uno de los siguientes cédigos:

a) C = {101,111,011}

b) C = {000,001,010,011}

¢) C = {0000,0001,1100}

d) ¢ = {0000, 1001,0110, 1111}

e) C = {00000,11111}

£) € = {00000, 11100,00111,11011}

g) C = {00000,11110,01111, 10001}

h) C = {000000,101010,010101, 111111}
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Recibida | Patrones de error Decodificada

w 0000 +w | 1010+ w | 0111 + w v
0000 0000 1010 0111 0000
1000 1000 0010 1111 —
0100 0100 1110 0011 0000
0010 0010 1000 0101 —
0001 0001% 1011 0110 0000
1100 1100 0110 1011 —
1010 1010 0000 1101 1010
1001 1001 0011 1110 —
0110 0110 1100 0001 0111
0101 0101 1111 0010 0111
0011 0011 1001 0100 0111
1110 1110 0100 1001 1010
1101 1101 0111 1010% 0111
1011 1011 0001 1100 1010
0111 0111 1101 0000 0111
1111 1111 0101 1000 0111

Cuadro 1.2.: Tabla II

Recordemos que que tenemos que seleccionar n y C. Algunas selecciones son mejores que
otras. Listamos tres criterios importantes para evaluar buenas selecciones.

1. Palabras mas largas toman maés tiempo en ser transmitidas, de modo que n deberia no
ser demasiado grande. O sea, la razén de informacién deberia ser tan proxima a 1 como
sea posible.

2. Con muchos mensajes siendo recibidos por segundo, si |C| es grande, digamos unos tantos
miles o asi, el procedimiento de DM VI consumiria demasiado tiempo en ser implementado.
Afortunadamente, ciertas selecciones ingeniosas de C' admiten métodos muy rapidos para
DMVI.

3. Si se cometen muchos errores en la transmision, DMV no funcionara. O sea, la palabra
que la DMV concluye que fue enviada no sera la misma palabra que fue enviada. Asi, C'
deberfa ser elegido de modo que la probabilidad de que la DMV funcione sea bien alta,
(ver la siguiente seccién).

Por lo tanto, afirmamos que la meta principal de la teoria de cddigos es hallar conjuntos C de
palabras que son adecuados cuando se juzgan a partir de los tres criterios arriba mencionados.
Nuestros esfuerzos se dirigen, pues, en esa direccién.

1.9. Confiabilidad de la DMV

Supongamos que n y C fueron seleccionados. Damos un procedimiento para determinar la
probabilidad 6,(C, v) que si v fue enviada en un CSB de probabilidad p, entonces la DMVI
concluye correctamente que v fue enviado.
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Hallemos el conjunto L(v) de todas las palabras en K™ que estén mds cerca de v que
cualquier otra palabra de C'. Luego, la 6,(C, v) es la suma de todas las probabilidades ¢, (v, w)
cuando w varfa en L(v). O sea,

0p(Cov) = > (v, w),
weL(v)

Noétese que L(v) es precisamente el conjunto de palabras v de K™ para las cuales, si recibidas, la
DMVTI concluye correctamente que v fue enviada. Podemos hallar L(v) a partir de la tabla de
DMVI, construida como lo fue en las Tablas I y II. En cada fila de tal tabla, donde v es
decodificada en la tiltima columna, la palabra w en la primera columna de esa fila estd en L(v). Y
asi se obtienen todas las palabras de L(v).

También, obsérvese que 6,(C, v) es la suma sobre todas las palabras w en L(v) de las
probabilidades de patrones de error v + w que ocurren durante la transmision.

6, puede ser usada para comparar dos cédigos, juzgandolos por el tercer criterio dado arriba.
Sin embargo, debe notarse que 6,(C,v) estd definida ignorando la posibilidad de retransmision
cuando la palabra recibida es equidistante de dos palabras-cédigo. Esto conduce a algunas ano-
malias (tales como 6,(K",v) > 0,(C,u), para cualquier v en K" y u € C, donde C es el cédigo
de control de paridad formado a partir de K™), pero es una primera aproximacién razonable
para una medida de confiabilidad. Ciertamente, 6,(C,v) es una cota inferior para la probabili-

dad de que v sea decodificada correctamente.

Ejemplo. Supongamos p =,9, |[M|=2,n =3y C = {000,111}, como en un ejemplo ante-
rior. Si la palabra v = 000 es enviada, computamos la probabilidad de que la DMVI concluya
correctamente esto mismo luego de una transmisién. De la Tabla I sale que v es decodificada

en las primeras cuatro filas, de modo que el conjunto L(000), (palabras de K* més préximas a
v =000 que a 111) es

L(000) = {000, 100, 010, 001}.

Luego,
6,(C, 000) = ¢,(000,000) + ¢,(000, 100) + ¢,,(000, 010) + ¢,(000, 001)

=p’ +p°(1=p) +p*(1 = p) +p*(1 = p)
=p’ +3p*(1 - p)
= 0,972 (suponiendo que p = ,9).

Si v = 111 es transmitida, computamos la probabilidad de que la DMVTI lo concluya correcta-
mente luego de una transmisién. Primero,

L(111) = {110,101,011, 111},
de modo que
0,(C,111) = ¢,(111,110) + ¢,(111,101) + ¢, (111,011) + ¢, (111,111)
=p’(1-p) +p*(1—p) +p’
=3p*(L—p)+p’°
= 0,972 (suponiendo que p = ,9).

Ejercicios.
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29. Suponga que p = 0,9, |M| =2, n =3y C = {001,101}, como en el Ejercicio 28.

a) Siwv = 001 es enviada, hallar la probabilidad de que la DMVT concluya correctamente
esto mismo luego de la transmision.

b) Repita la parte (a) para v = 101.

Ambas respuestas en este ejercicio son ,(C, v) = 0,9. Comparando esto con los resultados del
ejemplo anterior, concluimos que como 0,9 < 0,972, el cédigo C'= {000, 111} es mejor que el
codigo C' = {001, 101}, al menos cuando juzgados bajo el tercer criterio mencionado. Nuestro
método provee un procedimiento (no obstante, algo ineficiente cuando n es grande) para
determinar cuando la probabilidad de que la DMVI funciona es elevada. Afortunadamente, la
mayoria de los codigos que se disefian en un curso de teoria de codigos estan estructurados de
modo que el calculo de esta probabilidad es mas simple.

Ejemplo. Supongamos que p=0,9, |[M|=3,n=4y
C = {0000, 1010, 0111},

como en la Tabla II. Para cada v € C' computamos 6,(C,v).

1.
v = 1000
L(0000) = {0000,0100,0001} (de la tabla IT)
0,(C, v) = ¢,(0000,0000) + ¢,,(0000, 0100) + ¢,(0000,0001)
=p'+p°(1=p)+p’ (1 —p) +p°(1 - p)
=p*+3p*(1 —p) = 0,8019
2.
v =1010
L(1010) = {1010, 1110, 1011} (de la tabla II)
0,(C,v) = ¢,(1010, 1010) + ¢,(1010, 1110) 4 ¢,,(1010, 1011)
=p'+p(1—p)+p*(1—p)+1*(1—p)
=p* 4+ 3p*(1 — p) = 0,8019
3.

v = 0111
L(0111) = {0110,0101,0011,1101,0111,1111}
0p(C,v) = ¢,(0111,0110) + ¢,,(0111,0101) + ¢,(0111,0011)
+¢,(0111,1101) + ¢,(0111,0111) + ¢,(0111,1111)
=p (L=p)+p°(L=p) + (1 =p) + P’ (1 = p)* +p" +p*(1 = p)
=p* +4p*(1 — p) + p*(1 — p)* = 0,9558
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Examinando las tres probabilidades vemos que la probabilidad de que la DMVTI concluya co-
rrectamente que 0111 fue enviada no es tan mala. Sin embargo, la probabilidad de que la DMVI
concluya correctamente que 0000 6 1010 fueron enviadas es horrible. Por lo tanto, al menos
por el tercer criterio de arriba, C'= {0000, 1010,0111} no es una seleccién especialmente buena
para un codigo.

Ejercicios.

30. Suponga que p = 0,9 y que C = {000,001, 110}. Si v = 110 es enviada, halle la proba-
bilidad de que la DMVI lo concluya correctamente, y la probabilidad de que la DMVI
concluya incorrectamente que 000 fue enviada.

31. Para cada uno de los cédigos C' del Ejercicio 28 de la pagina 20, compute 6,(C, v), para cada
v € Cusando p = 0,9. (Use las tablas que construyé en el Ejercicio 30).

1.10. Cébdigos detectores de errores

Ahora haremos precisa la nocién de cuando un cédigo C' detecta errores. Recordar que si

v € C fue enviada y w en K" es recibida entonces u = v + w es un patrén de error. Cualquier

palabra u en K" puede ocurrir como patrén de error, y deseamos saber qué patrones de error
C detecta.

Decimos que el cédigo C detecta un patrén de error u si y solo si v + u no es una palabra-
codigo para cada v € C'. En otras palabras, u es detectada si para toda palabra transmitida v, el
decodificador al recibir v 4+ u, puede reconocer que no es una palabra-cédigo y de aqui que algin
error ha ocurrido.

Ejemplo. Sea C' = {001,101,110}. Para el patrén de error u = 010, computamos v + 010
para todo v € C:

001 + 010 = 011, 101+ 010 = 111, 110+ 010 = 100.

Ninguna de las palabras 011,111 6 100 estd en C, de modo que C detecta el patrén de error
010. Por otra parte, para el patrén de error 100 hallamos:

001 + 100 = 101, 101 + 100 = 001, 110 + 100 = 010.
Como al menos una de estas sumas esta en C, entonces C' no detecta el patrén de error 100.
Ejercicios.
32. Sea C' ={001,101,110}. Determine si C' detecta el patrén de error (a) 011; (b) 000.

33. Para cada uno de los siguientes cédigos C, determine si C' detecta o no u, en cada caso:

a) C = {00000,10101,00111, 11100}

(i) uw= 10101 (i) u = 01010 (iii) u = 11011
b) C = {1101,0110,1100}

(i) w=0010 (i) v = 0011 (iii) u = 1010
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¢) C = {1000,0100,0010,0001}
(i) w=1001 (i) v = 1110 (iii) u = 0110

34. ;Cuéles patrones de error detectard C' = K7

35.  a) Sea C un c6digo que contiene la palabra cero como palabra-cédigo. Pruebe que si el
patrén de error u es una palabra-cédigo, entonces C' no detecta u.

b) Pruebe que ningin cédigo detecta el patrén de error cero.

La tabla construida para DMVI puede ser usada para determinar cuéles patrones de error un

cédigo C detecta. La primera columna lista cada palabra de K. Entonces la primera columna
puede reinterpretarse como constituida por todos los posibles patrones de error, en cuyo caso

las columnas de “patrén de error” en la tabla de DMVI contienen las sumas v + wu, para todo
v € C. Si en cualquier fila particular ninguna de las sumas son palabra-cédigo de C', entonces
C detecta el patrén de error en la primera columna de esa fila.

Ejemplo. Consideremos el cédigo C' = {000,111} con la Tabla I de DMVI. Todos los pa-
trones de error u posibles estan en la primera columna. Para un v dado, todas las sumas v + u
cuando v recorre C estan en la segunda y tercera columnas de la fila rotulada con u. Si ninguna de
estas entradas estdn en C' (o sea, ni 000 ni 111), entonces C' detecta u. Luego, C' detecta los
patrones de error 100, 010, 001, 110, 101 y 011, como puede verse al inspeccionar las filas 2 a
7 de la tabla, pero no detecta los patrones 000 y 111.

Ejercicios.
36. Detemine los patrones de error detectados por cada palabra del Ejercicio 28.

Un método alternativo y mucho mas rapido para hallar los patrones de error que C' puede
detectar es primero hallar los patrones de error que C' no detecta; luego todos los patrones de
error remanentes pueden ser detectados por C'. Claramente, para todo par de palabras-cédigo
vy w, si e = v+ w, entonces e no puede ser detectado, pues v + e = w, que es palabra-cédigo.
Asi, el conjunto de patrones de error que no puede ser detectado por C' es el conjunto de todas
las palabras que pueden ser escritas como la suma de dos palabras-cédigo.

Ejemplo. Consideremos el cédigo C' = {000, 111}. Como
000 4+ 000 = 000, 000+ 111 =111 y 111+ 111 = 000,

el conjunto de patrones de error que no pueden ser detectados es {000, 111}. Por lo tanto, todos
los patrones en K3\ {000,111} pueden ser detectados.

Ejemplo. Sea C' = {1000,0100,1111}. Como 1000 + 1000 = 0000, 1000 4+ 0100 = 1100,
1000 + 1111 = 0111 y 0100 4 1111 = 1011, el conjunto de patrones de errores que no puede
ser detectado por C' es {0000,1100,0111,1011}. Por lo tanto, todos los patrones de error en
K%\ {0000,1100,0111,1011} pueden ser detectados.

Ejercicios.

37. Halle los patrones de error detectados por cada uno de los cédigos C' del Ejercicio 28 y
compare sus respuestas con las del Ejercicio 32.

25




CARLOS ARAUJO * MIGUEL CARO * ITALO DEJTER

Existe también una forma de determinar algunos patrones de error que el cédigo C' detecta
sin ningin control manual. Primero, tenemos que introducir otro niimero asociado a C.

Para un coédigo C' que contiene al menos dos palabras, la distancia de C' es el menor de los
nimeros d(v,w), con v y w formando todos los pares de palabras diferentes de C'. Nétese que
como d(v,w) = w(v + w), la distancia de un cédigo es el menor valor de w(u + w) con v y w
recorriendo todas las palabras-cddigo posibles y satisfaciendo v # w.

Ejemplo. Sea C = {0000,1010,0111}. Entonces, d(0000,1010) = 2, d(0000,0111) = 3
y d(1010,0111) = 3. Luego, la distancia de C' es 2.

Ejercicios.
38. Hallar la distancia de los 8 cédigos del Ejercicio 28.

39. Hallar la distancia del cédigo formado al agregar un digito de control de paridad a las
palabras de K™.

Ahora podemos enunciar un teorema que ayuda a identificar muchos de los patrones de
error que un cédigo detecta.

Teorema 2. Un cddigo C' de distancia d detecta al menos todos los patrones de error de peso
<d—1. Mds ain, hay al menos un patron de error de peso d que C no detecta.

Nétese que C' puede detectar algunos patrones de error de peso d o mayor, pero que no
detecta todos los patrones de error de peso d.

Demostracion. Sea w un patrén de error no nulo con w(u) < d —1, y sea v € C. Luego
dv,v+u)=wv+v+u) =wu) <d-—1.

Como C tiene distancia d, v + u ¢ C. Por lo tanto, C' detecta u. De la definicién de d, hay
palabras-cédigo v, w € C con d(v,w) = d. Consideremos el patrén de error u = v + w. Luego,
w=1v+u € C,de modo que C no detectard el patrén de error u de peso d. O

Un cédigo es t-detector, o corrector de t errores, si detecta todos los patrones de error de
peso a lo sumo ¢ y no detecta al menos un patrén de error de peso t 4+ 1. Asi, en vista del
Teorema 2, si un cédigo tiene distancia d, entonces es un cédigo d — 1-detector.

Ejemplo. El cédigo C = {000,111} tiene distancia d = 3. Por el Teorema 2, C' detecta
todos los patrones de error de peso 1 6 2, y C no detecta el tnico patrén de error de peso 3:
111. El tnico patrén de error no cubierto por el Teorema 2 es 000. Pero por el Ejercicio 34(b)
sabemos que 000 no es detectado.

El Teorema 2 no previene que un cédigo C' detecte patrones de error de peso d o mayor, De
hecho, C' usualmente detecta algunos de esos patrones.

Ejemplo. El cédigo C = {001,101,110} tiene distancia d = 1. Como d — 1 = 0, el Teo-
rema 2 no nos ayuda a determinar que patrones de error C' detecta. Pero tampoco nos dice de
que no haya al menos un patrén de error de peso d = 1 que C no detecta. Como se vid en el
primer ejemplo de esta seccidn, tal patrén de error es 100. Notar sin embargo que C' no detecta
el patrén de error 010 de peso d = 1.

Ejercicios.
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40. El c6digo C' = {0000,1010,0111} tiene distancia d = 2. Usando el Ejercicio 34 muestre
que el patrén de error 1010 no es detectado. Muestre que este es el inico patrén de error
de peso 2 que C no detecta. Halle los patrones de error que C' detecta.

41. Halle los patrones de error que detecta el cédigo C3 ejemplificado en la Seccién 2. Observe
que Cjs es 1-corrector.

42. Para cada cédigo C del Ejercicio 28, halle los patrones de error que C' detecta, de acuerdo
con el Teorema 2.

43. Sea C un c6digo que consiste de todas las palabras de largo 4 que tengan peso par. Halle
los patrones de error que C' detecta.

1.11. Cddigos correctores de errores

Si una palabra v en un cédigo C' fue transmitida en un CSB y si w es recibida, resultando en
un patrén de error u = v + w, entonces la DMVI correctamente concluye que v fue enviada al
suponer que w estd mas cerca de v que cualquier otra palabra de C'. Si esto acontece cada vez que
el patrén de error u ocurre, sin importar qué palabra-cédigo es transmitida, entonces decimos que
C corrige el patrén de error u. O sea, un codigo C' corrige el patrdn de errorw si, para todav € C,
v+ u estd mds cerca de v que cualquier otra palabra de C. También se dice que un codigo es
t-corrector, o corrector de t-errores, si corrige todos los patrones de error de peso a lo sumo ¢,
pero no corrige algin patrén de error de peso ¢t + 1.

Ejemplo. Sea C' = {000,111}.
1. Tomemos el patréon de error u = 010. Para v = 000,
d(000, v + u) = d(000,010) = 1,
d(111,v 4+ u) = d(111,010) = 2.

Y para v =111,
d(000, v + u) = d(000,101) = 2,
d(111,v 4+ u) = d(111,101) = 1.

Luego, C corrige el patrén de error 010.
2. Ahora tomemos el patrén de error u = 110. Para v = 000,

d(000, v + u) = d(000,110) = 2,
d(111,v + u) = d(111,110) = 1.

Como v+ u no estd més cerca de v = 000 que de 111, C no corrige el patrén de error 110.

La tabla de DMVI puede ser usada para determinar cudles patrones de error un cédigo C
corrige. En cada columna de patrones de error de la tabla, cada patrén de error posible (o sea
cada palabra de K") ocurre una y solo una vez (pues si el patrén de error u ocurre dos veces
en una columna de una palabra-cédigo v, entonces u ocurre en distintas filas correspondientes
a palabras recibidas, digamos w; y wy. Luego u = v + wy = v + wy, lo cual es imposible para
wy # wy). Ademds colocamos un asterisco al lado del patrén de error, en la columna corres-
pondiente a una palabra-cédigo v en la tabla de DMVI, precisamente cuando v + u estd més
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cerca de v que de cualquier otra palabra-cédigo. Por lo tanto, un patrén de error u es corregido
si un asterisco es colocado al lado de u en cada columna de la tabla de DMVI.

Ejemplo. Para el cédigo C = {000,111}, la tabla de DMVI es la Tabla I. En cada fila
de la tabla en la que el patrén de error 010 ocurre (filas 3 y 6), la DMVI correctamente con-
cluye que la palabra v fue enviada. Ademés, en al menos una fila (fila 4) donde el patrén de
error 110 ocurre, si 111 fue enviada y 001 es recibida, la DMVTI incorrectamente concluye que
000 fue enviada. Notese que este codigo corrige los patrones de error 000, 100, 010 y 001, que
reciben un asterisco cada vez que ocurren.

Ejemplo. Sea C' = {0000,1010,0111}. La tabla de DMVI para C' es la Tabla II. El cédi-
go C no corrige el patrén de error v = 1010. Este patrén de error ocurre en las filas en las que
w = 0000, 1010 y 1101. En un solo caso, con w = 1101, la DMVTI correctamente concluye que
la palabra-cédigo v fue enviada. Nétese que el patrén de error u = 1010 recibe un asterisco sélo
en la columna para v = 0111 y no en las otras dos columnas. C si corrige los patrones de error
0000, 0100 y 0001.

Ejemplo. Sea C'= {001, 101, 110}. ;Corrige C el patrén de error u = 100? Construimos solo las
tres filas de la tabla de DMVI en las que 100 aparece. Como v = v + w y conocemos u y v,
podemos hallar las palabras recibidas a partir de w = u 4 v. Nétese que u = 100 no recibe un
asterisco en todas las columnas de la siguiente tabla, de modo que C'no corrige 100.

Recibida | Patrones de error | Decodificada
w 0014w | 1014w | 110+ w v
101 100 000 011 101
001 000 100 111 001
010 011 111 100 110

Ejercicios.
44. Sea C' ={001,101,110}. ;Corrige C' el patrén de error u = 0007

45. Pruebe que ese mismo patron de error no puede ocurrir mas de una vez en una fila dada
de la tabla de DMVI.

46. Pruebe que el patrén de error nulo es siempre corregido.
47. ;Cuales patrones de error corregira el cédigo C' = K"?

La distancia de un c6digo puede ser usada para disenar una prueba de correcciéon de errores
que evite al menos algunos de los controles manuales en la tabla de DMVI. Recordar que el
simbolo | z] denota el mayor entero menor o igual que el nimero real z. Por ejemplo, |5/2] = 2,
3] =3y [1/2] =0.

Teorema 3. Un cddigo de distancia d corrige todos los patrones de error de peso < [(d—1)/2].
Mads ain, hay al menos un patrén de error de peso 1+ |(d —1)/2| que C no corrige.

Demostracion. Sea u un patrén de error con w(u) < (d — 1)/2. Sean v y w palabras en C' con
w # v. Queremos mostrar que d(v,v + u) < d(w,v + u). Usando la desigualdad triangular y
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continuando:
d(w,v+u)+dv+u,v) > dw,v)
dw,v+u) +wu) > 2w(u)+1
dlw,v+u) > wu)+1
> d(v,v+u)+ 1.

(La segunda desigualdad usé w(u) = d(v + u,v) y 2w(u) + 1 < d).
Por lo tanto, C' corrige u. Ahora bien, sean v y w palabras-cédigo con d(v, w) = d.
Formemos el patrén de error v cambiando d —1— | (d—1)/2] unos (1) cualesquiera en v +w
ceros (0) correspondientes. En este caso,

d(v,v+u) wu) =14+ [(d—-1)/2], vy
dw,v+u) = ww+v+u)=dv+w,u)
= d—(1+[(d—1)/2]).

Si d es impar, digamos d = 2t + 1, entonces

dlv,v+u) = wu) =1+ (2t)/2=1+1,y
d(w,v + u) 20+1—(1+1¢) =t

de modo que d(v,v 4+ u) > d(w,v + u). Y si d es par, digamos d = 2, entonces

d(v,v + u) 14+ [(t—1/2)] =t, ¥
dlw,o+u) = 2t—t=t.

En cualquier caso, d(v,v + u) > d(w,v + u), y entonces v + u no estd mds cerca de v que la
palabra-cédigo w. Luego, C' no corrige el patrén de error w.

En relacién al Teorema 3, es claro que cualquier cédigo de distancia d es | (d—1)/2]-corrector,
o sea corrector de |(d — 1)/2] errores.

Ejemplo. El cédigo C' = {000, 111} tiene distancia d = 3. Como |(d —1)/2] = 1, el Teorema
3 asegura que C' corrige todos los patrones de error de peso 0 é 1. Como dijimos en un ejemplo
anterior, C' no corrige los patrones de error 000, 100, 010 y 001. El patrén de error 110 tiene
peso 1+ |(d —1)/2] =2y vimos que C no corrige 110.

El Teorema 3 no previene que un cédigo C' de distancia d corrija patrones de error de peso
mayor que |[(d —1)/2].

Ejemplo. Sea C' = {001,101}. Su distancia es d = 1. El patrén de error v = 011 tiene
peso 2, que es mayor que 1+ [(d —1)/2| = 1. Como la siguiente parte de la tabla de DMVI
muestra, C' corrige u = 011.

Recibida | Patrones | de error | Decodificada
w 001 +w | 101 +w v
010 011% 111 001
110 111 011% 101
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Ejercicios.

48.

49.

50.

o1.

52.

Para cada uno de los cédigos C' del Ejercicio 28, (pagina 20): (i) determine los patrones
de error que C corrige (las tablas de DMVI fueron construidas en el Ejercicio 28) y (ii)
halle los patrones de error que el Teorema 3 garantiza que C' corrige.

Use la técnica descrita en el ultimo ejemplo para decidir si los siguientes patrones de error
son corregidos por los codigos que les acompaiian:

(a) C' = {000000,100101,010110,001111,110011, 101010,

011001, 111000}

(i) w = 001000 (ii) v = 000010 (iii) v = 100100

(b) ¢ ={1001011,0110101,1110010, 1111111}

(i) w = 0100000 (ii) w = 0101000 (iii) w = 1100000

Para cada c6digo del Ejercicio 28, hallar un patrén de error de peso |(d —1)/2] + 1 que
C no corrija.

Sea C el c6digo que consiste de todas las palabras de largo 4 y peso par. Determine los
patrones de error que C' corrige.

Sean u;y y us patrones de error de largo n, y supongamos que u; y ug concuerdan al menos
en las posiciones en las que 1 ocurre en u;. Pruebe que si el codigo C' corrige uo, entonces
también corrige u.
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CAPITULO 2
De como se usa el
algebra lineal binaria

En este capitulo, introducimos una amplia clase de cédigos. De hecho, virtualmente cada
cédigo que consideremos pertenecera a esta clase. Podremos poner en juego algunas herra-
mientas matematicas poderosas para resolver algunos de los problemas de teoria de cédigos
discutidos en el Capitulo 1, cuando son aplicados a codigos de esta clase.

Se dice que un cddigo C' es lineal si v + w es una palabra de C' siempre que v y w estdn en
C. O sea, un cdédigo lineal es un c6digo que es cerrado bajo la adicién de palabras. Por ejemplo,
C' = {000,111} es un c6digo lineal, pues las cuatro sumas

000 + 000 = 000, 111+ 000 = 111,
000+ 111 = 111, 111+ 111 = 000,

estan en C'. Pero Cy = {000,001, 101} no es un cédigo lineal, pues 001 y 101 estédn en C' mientras
que 001 + 101 no lo esta.

Un cédigo lineal C' debe contener la palabra nula. Pues si C' es lineal y contiene la pala-
bra v, entonces la suma v + v = 0 estd en C por clausura de la adicién. Sin embargo, como
el cédigo C del capitulo 1 muestra, la palabra nula en un cédigo no garantiza que este sea
lineal.

Ejercicios.
1. Determine si cada uno de los 8 cédigos del Ejercicio 28 de la pagina 20 son lineales.
Una ventaja que un cédigo lineal tiene sobre los cédigos no lineales es que la distancia es
facil de hallar. La distancia de un cddigo lineal es igual al peso minimo de las palabras no nulas.
Un ejercicio abajo requiere una prueba elemental de este hecho.

Ejercicios.
2. Muestre que {0000, 1100,0011,1111} es un c6digo lineal y que su distancia es 2.

3. Halle la distancia de cada cddigo lineal del Ejercicio 12.

4. Pruebe que la distancia de un cédigo lineal C' es el peso de una palabra de peso minimo

en C.

Como veremos en las secciones siguientes, los cddigos lineales estédn altamente estructurados
y ofrecen numerosas ventajas sobre los cédigos arbitrarios discutidos hasta ahora. Aqui hay
algunos problemas, tediosos de establecer en general, pero relativamente ficiles para cédigos
lineales:
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1. Para cada cédigo lineal existe un procedimiento de DMV maés simple y rapido de usar que
el descrito anteriormente (algunos cidigos lineales con ain més estructura tienen
algoritmos decodificadores bien simples).

2. Codificar un cédigo lineal es mas rapido y requiere menos espacio de almacenamiento que
los cédigos no lineales arbitrarios.

3. Las probabilidades ,(C, v) se computan directamente en cddigos lineales.
4. Es facil describir el conjunto de patrones de error que un cédigo lineal puede detectar.

5. Es mucho maés facil describir el conjunto de patrones de error que un cédigo lineal corrige
que describirlo para c6digos no lineales arbitrarios.

Las herramientas y técnicas més importantes para estudiar cédigos lineales provienen del
algebra lineal. Revisaremos algunos hechos basicos del dlgebra lineal e intentaremos mostrar su
relevancia en la teoria de cédigos. La mayoria de las pruebas que no dependan de productos
escalares en K™ son réplicas exactas de pruebas en R” y, por lo tanto, se omitirén.

Recordemos que habfamos definido un espacio vectorial (sobre K) como consistente de
escalares (K) y de un conjunto K" de vectores, o palabras, junto con las operaciones de adicién
vectorial y multiplicacién escalar, que satisfacian diez propiedades (ver Seccién 6 del Capitulo
1). Un subconjunto no vacio U de un espacio vectorial V' es un subespacio de V si U es cerrado
bajo la adicién vectorial y la multiplicacion escalar. O sea, si v y w estan en U, entonces v + w
v av también lo estan, para cualquier a en K. En particular, como los tnicos escalares en K
son 0y 1, U es un subespacio de K" si y sélo si U es cerrado bajo la adiciéon. Por lo tanto, C'
es un codigo lineal si y sélo si C' es un subespacio de K”. En lo que sigue, usaremos nuestro
conocimiento de subespacios para mejorar draméticamente nuestra técnicas de codificacién y
decodificacién.

2.1. Subespacios expansivo y dual

Dos subespacios del espacio vectorial K™ proveeran sendos ejemplos de interés en codigos li-
neales y seran vitales en nuestros desarrollos futuros. Definiciones y resultados seran enunciados
para un espacio vectorial arbitrario y luego interpretados para K.

Se dice que el vector w es combinacion lineal de vectores vy, v, -+ , v, si existen escalares
ai,as, -+ ¢ tales que

W = a1V1 + agUe + -+ + apvk.

El conjunto de todas las combinaciones lineales de un subconjunto dado S = {vq,v9, -+ ,vx}
de vectores de K" es llamado alcance lineal de S, denotdndose por (S). Si S es vacio, definimos
(S)=10.

El algebra lineal muestra que para cualquier subconjunto S de un espacio vectorial V',
el alcance lineal (S) es un subespacio expandido o generado por S. Para el espacio vectorial
V = K", poseemos una muy simple descripcion de (S) que es enunciada en el siguiente teorema.
Como (S) es un subespacio de K", decimos que (S) es el cédigo lineal generado por S.

Teorema 4. Para cualquier subconjunto S de K", el cddigo C' = (S) generado por S consiste
precisamente de las siguientes palabras: la palabra nula, todas las palabras en S y todas las
sumas de dos o mds palabras en S.
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Ejemplo. Sea S = {0100,0011,1100}. El cédigo C' = (S) generado por S consiste de
0000, 0100, 0100+ 0011 = 0111, 0100 + 0011 + 1100 = 1011,

0011, 1100, 0100 + 1100 = 1000, 0011 + 1100 = 1111.
0 sea, C' = (S) = {0000, 0100,0011,1100,0111,1000,1111,1011}.

Ejercicios.
5. Para cada uno de los siguientes conjuntos S, liste los elementos del c6digo lineal (S):

a) S = {010,011, 111}

b) S = {1010,0101,1111}
c) S =4{0101,1010,1100}

d) S ={1000,0100, 0010, 0001}

e) S = {11000,01111,11110,01010}

£) S ={10101,01010, 11111,00011, 10110}

Siv=(a1,a9,...,a,)y w=(by,bs,..., by,) son vectores de K", definimos el producto escalar

v-w de vy w como
V-w = aiby + asby + - - - a,by,.

Notar que v - w es un escalar, no un vector. Por ejemplo, en K®,
1100101101 = 1-0+1-1+0-14+0-04+1-1

= 0+1+0+0+1
= 0.

Ejercicios.
6. Construya ejemplos en K° de cada una de las siguientes leyes:
a) u-(v+w)=u-v+u-w
b) alv-w)=a-v+a-w
7. Pruebe que las dos leyes del Ejercicio 1 valen en K".

Dos vectores v y w son ortogonales si v - w = 0. El ejemplo anterior muestra que v = 11001
y w = 01101 son ortogonales en K°. Para un conjunto dado S de vectores en K", decimos que
un vector v es ortogonal al conjunto S si v -w = 0 para todos los w € S. O sea, v es ortogonal
a cada vector en S. El conjunto de vectores ortogonales a S es denotado St y denominado el
complemento ortogonal de S.

En algebra lineal se demuestra que para cualquier conjunto S dado en un espacio vectorial
V, el complemento ortogonal St es un subespacio de V. Si V = K" y C = (S), entonces
escribimos C+ = S+, que es denominado el cddigo dual de C.

Ejemplo. Para S = {0100,0101}, computamos el cédigo dual C*. Debemos hallar todas
las palabras v = (z,y, z, w) en K* tales que ambas ecuaciones

v-0100 =0
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v-0101 =0

valen. Computando el producto escalar, tenemos
y=0ey+w=0.

Luego, y = w = 0 pero x y z pueden valer 0 6 1. Escribiendo todas estas posibilidades para v,

obtenemos
Cc*+ = S+ ={0000,0010, 1000, 1010}.

Ejercicios.
8. Halle el cédigo dual C'+ para cada uno de los cédigos del Ejercicio 1.

9. Halle un ejemplo de palabra no nula v tal que v-v = 0. ;Qué puede decir respecto al peso
de tal palabra?

10. ¢Seré que para cualquier subconjunto S de un espacio vectorial V' vale que (S*)* = (S)?

Use el ejercicio anterior para verificar su respuesta a esta pregunta en K*.

11. Pruebe que (S) C (S*)*. (De hecho, (S)4)* D (S) para un cédigo lineal C quiere decir
(CH20).

2.2. Independencia lineal, bases, dimensién

Revisemos conceptos importantes del dlgebra lineal e ilustremos como se aplican estos con-
ceptos a cédigos lineales. El objetivo principal ahora es hallar una forma eficiente de describir
un codigo lineal sin tener que listar todas sus palabras.

Un conjunto S = {vy,vs,...,vx} de vectores es linealmente dependiente si existen escalares
ai, as, ..., a; no todos nulos tales que

a1v1 + agvg + - - - + agvr = 0.

Caso contrario, el conjunto S es linealmente independiente.
La prueba para independencia lineal, entonces, es formar la ecuacién vectorial pasada usan-
do escalares arbitrarios. Si esta cuestion fuerza todos los escalares ai,as,...,a; a ser nulos,

entonces el conjunto S es linealmente independiente. Si al menos un a; puede ser elegido no
nulo, entonces S es linealmente dependiente.

Ejemplo. Probemos S = {1001,1101,1011} para independencia lineal. Sean a,b y ¢ esca-

lares tal que
a(1001) + b(1101) + ¢(1011) = 0000.

Tgualando ecuaciones en ambos lados, produce la ecuaciones escalares
a+b+c=0, b=0, ¢c=0, a+b+c=0.

Estas ecuaciones fuerzan a = b = ¢ = 0. Por lo tanto, S es un conjunto linealmente indepen-
diente de palabras de K*.
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Ejemplo. Probemos S = {110,011,101,111} para independencia lineal. Consideremos
a(110) + b(011) + ¢(101) 4 d(111) = 000.

Esto produce el sistema de ecuaciones escalares

at+c+d=0
a+b+d=0
b+c+d=0

Sumando estas tres ecuaciones se obtiene d = 0. Ahora tenemos a+c=0,a+b=0y b+c=0.
Luego, podemos elegir a = b = ¢ = 1. Por lo tanto, S es un conjunto linealmente dependiente.

En dlgebra lineal, se demuestra que cualquier conjunto de vectores S # {0} contiene un sub-
conjunto linealmente independiente mdximo. El proximo ejemplo muestra coémo puede hallarse
tal subconjunto.

Ejemplo. Sea S = {110,011, 101,111}. El dltimo ejemplo mostré que S es linealmente de-
pendiente. De hecho, hallamos que

1(110) + 1(011) + 1(101) + 0(111) = 000,
de modo que podemos poner 101 como combinacién lineal de las otras palabras de S:
101 = 1(110) 4+ 1(011) 4+ 0(111).

En el conjunto linealmente dependiente, si tomamos las palabras en el orden dado llegamos a 101
como la primera palabra que es dependiente de, o sea, es combinacién lineal de las palabras
precedentes, 110 y 011, en S. Descartando esta palabra, obtenemos un nuevo conjunto S’ = {110,
011, 111}. Ahora S’ puede ser probado para independencia lineal. Si S’ fuese linealmente
dependiente, descartariamos la primera palabra que sea combinacién lineal de las palabras
precedentes, asi obteniendo un nuevo conjunto S”. Este proceso puede ser repetido hasta que
hallemos un nuevo conjunto que sea linealmente independiente; tal conjunto es siempre un
conjunto linealmente dependiente méximo del conjunto dado S. En este ejemplo, ese conjunto es
S’

Ejercicios.

12. Verifique independencia lineal para cada uno de los siguientes conjuntos. Si el conjun-
to es linealmente dependiente, extraiga de S un subconjunto linealmente independiente
maximo:

a) S ={1101,1110,1011}
b) S ={101,011,110,010}
¢) S ={1101,0111, 1100, 0011}
d) S = {1000,0100, 0010, 0001}
e) S ={1000,1100,1110, 1111}
f) S ={1100,1010, 1001, 0101}
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g) S ={0110,1010,1100,0011,1111}
h) S ={111000,000111,101010,010101}
i) S = {00000000,10101010,01010101, 11111111}

FEn el primer inciso de este ejercicio, se halla que S es un conjunto linealmente dependiente.
Notese que S contiene la palabra nula. Es siempre cierto que cualquier conjunto de vectores que
contenga al vector nulo es linealmente dependiente.

Un conjunto no vacio B de vectores de un espacio vectorial es una base de V' si valen las
dos propiedades siguiente:

1. B expande V, (0 sea, (B) = V).
2. B es un conjunto linealmente independiente.

Notar que cualquier conjunto linealmente independiente B es automdticamente una base de
(B). Ademads, como un conjunto linealmente dependiente S de vectores que contiene una pala-
bra no nula siempre contiene un conjunto linealmente independiente maximo, podemos extraer
de S una base B para (S). Si S = {0}, entonces decimos que la base de S es el conjunto vacio §.

Ejemplo. Sea S = {1001,1101,1011}. En el primer ejemplo de esta seccién, hallamos que S
es linealmente independiente. Por lo tanto, S es una base para el cédigo

C = (S) = {0000, 1001, 1101, 1011, 0100, 0010, 0110, 1111},

que es un subespacio de K*.

Ejemplo. Sea S = {110,011,101,111}. En el segundo ejemplo de esta seccién hallamos que
S es linealmente dependiente. En el siguiente ejemplo extraiamos un subconjunto linealmente
independiente B = S" = {110,011, 111} de S. Por lo tanto, B es una base del cédigo C' = (S).

Estos ejemplos ilustran como obtener una base del cddigo C' = (S) generado por un subcon-
junto no vacio S de K". Para hallar una base del cédigo dual C, extraemos un subconjunto
linealmente independiente méximo de C*, siguiendo el procedimiento del tercer ejemplo de
esta seccién.
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Ejercicios.

13. Para cada conjunto en el Ejercicio 1, halle una base B para el cédigo C' = (S) y una base
de Bt del cédigo dual.

El conjunto B = {110,011, 111} no es el dnico conjunto linealmente independiente maximo
de S = {110,011, 101,111}, (ver Ejercicio 8). También el conjunto By = {110,101, 111} es otro
tal conjunto de S. Luego, B es también base de un cédigo C' = (S).

En general, un espacio vectorial tiene usualmente muchas bases. Sin embargo, todas las bases
de un espacio vectorial contienen el mismo nimero de elementos. El nimero de elementos en
una tal base de un espacio vectorial es denominado la dimensidn del espacio.

La dimension de K™ es n, pues el conjunto de todas las palabras de largo n y peso 1 forman una
base de K™ En el otro extremo, la base del subespacio es () y, por lo tanto, tiene dimensién 0.

Ejercicios.
14. Halle las dimensiones de cada cédigo C = (S) y su dual C* en el Ejercicio 5.

Una base provee una forma eficiente de describir un cédigo lineal. Para un espacio vectorial

V, si {v1,ve,..., 0} es una base de V', entonces cada vector w € V puede ser expresado como
una unica combinacion lineal de los vectores vy, vs, ..., v, de la base. O sea, existen escalares
bien determinados (inicos) aq,as, ..., ax tal que w = a1v; + agve + - - - + AR

Ejemplo. Escribimos w = 011 como unica combinacién lineal de las palabras en la base
{110,001, 100} de K3. Procuramos digitos a, b, ¢ tales que

a(110) + b(001) + ¢(100) = 011.
Esto produce las ecuaciones escalares
a+c=0, a=1 b=1,

que tienen la tnica solucién a = b = ¢ = 1. Luego, 011 = 1(110) + 1(001) + 1(100).
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Ejercicios.
15. Escriba cada una de las siguientes palabras en la base
{1000, 1100,1110,1111}:
(a) 0011 (b) 1010 (c) 0111 (d) 0001 (e) 0000.

Ejemplo. El conjunto S = {110,001} es un subconjunto linealmente independiente de K?.

Extendemos S a una base de K3. Primero, adjuntamos a S cualquier base conocida: {100,010, 001}
es una base conveniente para adjuntar a S. La lista resultante de palabras

110,001, 100, 010, 001

es entonces reducida a una base de K* de acuerdo con el procedimiento del tercer ejemplo de
esta seccion, resolviendo para 100, 010 6 001.

Ejercicios.

16. (a) Halle una base de K* que contenga {1001, 1111}. (b) Extienda {101010,010101} a
una base de KS.

Arribamos a dos teoremas que se refieren a las dimensiones de cédigos lineales. Si un cédigo
lineal C' tiene dimensién k y si {vi,vq,..., v} es una base de C, entonces una palabra w € C'
puede ser escrita como

W = a1V + Vg + - -+ + QUK
para una seleccién tinica de digitos ay, as, . . ., az. Como cada a; es 0 6 1, hay 2* selecciones de
ai,ag, ..., ag, y de aqui 2% palabras en C.
Teorema 5. Un cédigo lineal de dimension k contiene precisamente 2F palabras.

El siguiente teorema puede ser probado usando resultados elementales de la teorfa de siste-
mas de ecuaciones lineales.

Teorema 6. Sea C = (S) un cddigo lineal generado por un subconjunto S de K". Entonces
dimension(C)+dimension(Ct) = n.
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Ejercicios.
17. Revise sus respuestas del Ejercicio 10 con las ecuaciones en el Teorema 6.
18. Sea S un subconjunto de K7, sea C' = (S) y supongamos que C* tiene dimensién 3.

a) Halle la dimensién de C' = (S).

b) Halle el ntimero de palabras en C.

19. Sea S un subconjunto de K® y supongamos que
{111110000, 00001111, 10000001} es una base de C'*. Halle el niimero de palabras en C' =

(s).

20. El Teorema 6 vale también en el el espacio vectorial R™ de dimension n sobre los reales,
donde cada vector puede ser escrito en forma tinica como la suma de un vector en (S) y un

vector en S, siendo el vector nulo el tinico vector que Sty (S) tienen en comtn. (Por
ejemplo, en R"tome (S) como el plano zy y S+ como el eje de las 2). Use S = {000, 101} en
K3 para mostrar que esta no es la situacién en general en K™

2.3. Matrices

Una matriz de tipo m x n (o matriz m x n) es un arreglo rectangular de escalares con m filas y
n columnas. Supondremos que el lector esta familiarizado con el dlgebra de matrices sobre los
numeros reales. En esta seccién revisaremos las partes de la teoria elemental de matrices
necesarias en teorfa de codigos.

Si A es una matriz m X n 'y B es una matriz n X p, entonces el producto AB de A por B es
la matriz m X p que tiene en su (i, j)-entrada (o sea, la entrada en la fila ¢ y la columna j), el
producto escalar de la fila i de A y la columna j de B. Por ejemplo

101

1101] |o11| _ [o10

[0101} 101 _[111]
100

Nétese que el nimero de columnas de la primera matriz debe igualar el nimero de filas de la
segunda matriz para que el producto quede definido.

Ejercicios.

21. Halle el producto de cada dos de las siguientes matrices, siempre que este esté bien

definido:
A= (00101|, B=|1001|, C = , D=
11011 1100 101101 1010
101011 1101

39



CARLOS ARAUJO * MIGUEL CARO * ITALO DEJTER

Las leyes algebraicas usuales para matrices sobre los reales también valen para matrices
sobre K. La m X n-matriz nula es la matriz m X n cada una de cuyas entradas es nula. La
matriz n x n (cuadrada) I en la cual la (4, j)-entrada es 1 si i = j y es 0 si ¢ # j es llamada la
matriz identidad. Para cualquier matriz A, vale que Al = Ay que A = A. Los préximos tres
ejercicios indican tres leyes algebraicas que fallan para matrices sobre K.

Ejercicios.
22. Halle 2 x 2-matrices A y B sobre K tales que AB # BA.
23. Halle 2 x 2-matrices Ay B sobre K, ambas diferentes de la matriz nula, tales que AB = 0.
24. Halle 2 x 2-matrices A, B y C sobre K tales que AB = AC, pero B # C.

Hay dos tipos de operaciones elementales en filas que pueden ser realizadas en una matriz sobre
K. Ellas son:

1. Intercambio de dos filas cualesquiera;
2. Reemplazo de una fila por la suma de ella misma con otra fila.

Dos matrices son fila-equivalentes si una de ellas puede ser obtenida de la otra por una sucesién
de operaciones elementales en filas.

Un 1 en una matriz M (sobre K) es lider (de su fila) si no hay ningtin 1 a su izquierda. Una
columna de M es una columna lider si contiene un 1 lider. M estd en forma escalonada (o en
FE) si las filas nulas de M (si es que hay alguna) estdn todas al fondo (abajo) en M y cada
1 lider estd a la derecha de los 1 lideres de las filas anteriores (si hubiese alguna fila anterior).
Si M estd en FE, decimos que M es una matriz escalonada (o una ME). En ese caso, si cada
columna lider contiene exactamente un 1, decimos que M estd en forma escalonada reducida
(0 en FER), o que es una matriz escalonada reducida (o MER).

Cualquier matriz A sobre K puede ser puesta en FE o en FER por medio de una sucesién
de operaciones elementales de filas. O sea, A es fila-equivalente a una ME o MER, y decimos que
esta tltima matriz fue obtenida por reduccion de filas de A. Para una A dada, su MER es tunica,
pero A tiene muchas ME.

Ejemplo. Hallemos la MER de la siguiente matriz M:

1011 [1011]
M = |1010| — [0001| (suma la fila 1 a las filas 2 y 3)

1101 0110
[1011]
— |0110| (intercambia las filas 2 y 3)
0001
[1010]
— [0110| (suma la fila 3 a la fila 1)
10001 |

Ejercicios.

25. Halle las MER de cada una de las cuatro matrices del primer ejemplo de esta seccién.
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La matriz transpuesta de una matriz m x n, A es una matriz n x m, AT, que tiene la i-ésima
columna de A como i-ésima fila. Por ejemplo,

1011 (1)8(1)

si A= | 0000 |, entonces AT =
0110 101
100

Precisaremos dos hechos respecto de la transpuesta de matrices Ay B: (AT)T = Ay (AB)T =
BTAT,

2.4. Bases para C = (S) y C*

Desarrollamos algoritmos para hallar bases de un cédigo lineal y de su cédigo dual. Estos
métodos serdn de gran asistencia en nuestro estudio de los codigos lineales.

Sea S un subconjunto no vacio de K". Los primeros dos algoritmos proveen una base de
C = (5), el cddigo lineal generado por S.
Algoritmo A. Formemos la matriz A cuyas filas son las palabras en .S. Usemos las operaciones
elementales en filas para hallar una FE de A. Luego, las filas no nulas de la ME forman una
base de C' = (S).

El algoritmo funciona, pues las filas de A generan C' y las operaciones elementales en filas
simplemente intercambian palabras o reemplazan una palabra (fila) por su suma con otra pala-
bra en C. Claramente, las filas no nulas de una matriz en FE son linealmente independientes.

Ejemplo. Hallamos una base del cddigo lineal C' = (S), para

S = {11101, 10110, 01011, 11010}.

11101 11101 11101
10110 01011 01011
01011| — |oto11| " |oo111
11010 00111 00000

La tiltima matriz es una FE de A. Por el Algoritmo A, el conjunto de vectores {11101,01011,00111}
es una base de C' = (S). Otra FE de A es

11101
01100
00111
00000

de modo que {11101, 01100,00111} es también una base de C' = (S). Nétese que el Algoritmo
A no produce una base tinica para C' = (S}, ni las palabras en una base estdn necesariamente
en el conjunto S dado.

Ejercicios.

26. Use el Algoritmo A para hallar una base de C' = (S), para cada uno de los conjuntos S
siguientes:
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a) S ={010,011,111}

b) S ={1010,0101,1111}

¢) S =1{0101,1010,1100}

d) S = {1000,0100,0010,0001}

e) S ={11000,01111,11110,01010}

f) S ={10101,01010,11111,00011, 10110}

g) S =1{0110,1010,1100,0011, 1111}

h) S = {111000,000111,101010,010101}

i) S = {00000000,10101010,01010101,11111111}
Algoritmo B. (Hallar una base para C') Formar la matriz A cuyas columnas son las palabras
en S. Usar operaciones elementales en filas para colocar A en FE y localizar las columnas lideres
en la ME. Luego, las columnas originales de A correspondientes a esas columnas lideres forman
una base de C' = (S).

En algebra lineal elemental se demuestra que un conjunto linealmente independiente de

columnas de una matriz es todavia linealmente independiente luego de aplicar a la matriz una

sucesién de operaciones elementales en filas. Es facil ver que las columnas lideres de la matriz
en FE forman un conjunto linealmente independiente.

Ejemplo. Usamos el Algoritmo B para hallar una base de C' = (S), donde S es como en
el dltimo ejemplo.

1101 1101 1101
1011 0110 0110
A= |1100f — [0001| — [0001]| , que estd en FE.
0111 0111 0000
1010 0111 0000

Como las columnas 1, 2 y 4 de la ME son columnas lideres, el Algoritmo B dice que las columnas
1, 2 y 4 de A forman una base de C' = (S). Esta base es {11101,10110,11010}. Nétese que el
Algoritmo B tiene la propiedad de producir una base de C' = (S) cuyos elementos son palabras
de un conjunto S dado.

Ejercicios.

27. Use el Algoritmo B para hallar una base de C' = (S) para cada conjunto S del Ejercicio
26.

Ahora proveeremos un algoritmo para hallar una base del cédigo dual C*. Serd este un

algoritmo muy 1til en la presentacién sucesiva. Ademads, notar que este algoritmo provee una
base para C' (pues incluye al Algoritmo A).
Algoritmo C. (Hallar una base para C*) Formar la matriz A cuyas filas son las palabras de S.
Usar operaciones elementales en filas para colocar A en FER. Sea G la matriz k X n consistente
de todas las filas no nulas de la MER. Sea X la matriz k x (n — k) obtenida de G al eliminar
las columnas lideres de G. Formar una matriz n x (n — k), H, como sigue:
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1. en las filas de H correspondientes a las columnas lideres de G, colocar, en orden, las filas
de X;

2. en las restantes n — k filas de H, colocar, en orden, las filas de la matriz (n — k) x (n — k)
identidad I,,_p.

Luego, las columnas de H forman una base de C*.

El algoritmo funciona, pues las n — k columnas de H son linealmente independientes,
dimC+ = n — k, y a menos de una permutacién de las columnas de G y de las filas de
HGH=X+X=0.

La siguiente descripcién del Algoritmo C puede ayudar a recordarnoslo. La matriz G contiene
k columnas lideres. Permutemos las columnas de G de modo que las lideres sean puestas en
primer lugar. Las demds columnas forman una matriz X. Denotemos la matriz obtenida G’ =
[I, X]. El Algoritmo C comienza asf:

G

A= M (FER)

donde cada entrada de la matriz O es 0. Permutemos las columnas de G para formar G' =
[Ix, X]. Formemos una matriz H' como sigue:

X
H = :

Y apliquemos la inversa de la permutacién que fue aplicada a las columnas de G, a las filas de H’
para formar H.

Ejemplo. Usamos el Algoritmo C para hallar una base de C* para el conjunto S del primer
ejemplo de esta seccion.

11101 11101 11010 10001
A— 10110 - 01011 - 01011 - 01011
01011 00111 00111 00111}’
11010 00000 00000 00000
100|01 01
que estd en FER. Ahora G = |010|11|, ¥ = 3, y X = [11|. Las columnas lideres de G
001|11 11

son las columnas 1, 2 y 3, de modo que las filas de X estan colocadas en las filas 1, 2 y 3,
respectivamente, de la matriz 5 x (5 — 3), H. Las restantes filas de H son completadas con la
matriz 2 x 2 identidad. Luego,
01
11
H= |11
10
01

De acuerdo con el Algoritmo C, las columnas de H forman una base de C*. Nétese, por el
Algoritmo A, que las filas de G forman una base de C' = (5).
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Ejemplo. Supongamos n = 10 y que tenemos un conjunto S de palabras de K'°. Supon-
gamos que la FER de la matriz A del Algoritmo C no tiene filas nulas:

1010010101
0001010001
G = |0000100100
0000001001
0000000011

Las columnas lideres de G son las columnas 1, 4, 5, 7 y 9. Permutamos las columnas de G en el
nuevo orden 1, 4, 5, 7,9, 2, 3, 6, 8 ,10 (de modo que las columnas lideres vayan primero) para
formar la matriz.

1000001111
01000]00101
G’ = {00100]00010
00010]00001
0000100001

Luego, formamos la matriz H', y finalmente rearreglamos las filas de H en su orden natural
para formar la matriz H”:

[011117 1 [011117 1
00101| 4 10000 | 2
00010| 5 01000| 3
00001| 7 00101| 4
y X 00001| 9 __|ooo10| 5
H:{J]: 10000| 2° 7= {00100 6°
01000| 3 00001| 7
00100| 6 00010| 8
00010| 8 00001| 9
100001 10 100001 ] 10
Por causa del Algoritmo C, las columnas de H forman una base de C'*.

Ejercicios.
28. Use el Algoritmo C para hallar una base de C* para cada uno de los cédigos C = (S}, donde
los S son como en el Ejercicio 26 de la pagina 45.

29. Con la notacién del Algoritmo C, explique por qué GH = 0.

30. Para cada uno de los conjuntos S siguientes, use el Algoritmo C para producir una base B
para el cédigo C = (S), y la base B* para el cédigo dual C*.
a) S ={000000,111000,000111,111111}.

b) S = {1101000,0110100,0011010,0001101, 1000110,
0100011, 1010001}.

¢) S ={1111000,0111100,0011110, 1000111, 1100011,
1110001}.

d) S = {100100100,010010010,111111111,000000000}.

e) S ={001101,001000,001111,000101,000001}.
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2.5. Matrices generadoras y codificacion

Pondremos el material de las pasadas secciones a funcionar para hallar una matriz impor-
tante para un cddigo lineal y ver como esta matriz es usada para transmitir mensajes.

Inicialmente, damos algunas definiciones. El rango de una matriz sobre K es el numero de
filas no nulas de cualquier FE de la matriz. La dimension k del cédigo C' es la dimension de C'
como subespacio de K. Si C' también tiene largo (o longitud) n y distancia d, entonces decimos
que C es un cédigo (n, k, d)-lineal. Estos tres pardmetros, (longitud, dimensién y distancia),
proveen informacion vital sobre C.

Si C es un cédigo lineal de largo n y dimension k, entonces cualquier matriz cuyas filas
forman una base de C es una matriz generadora para C. Noitese que una matriz generadora
para C debe tener k filas y n columnas, y debe tener rango k.

Teorema 7. Una matriz G es una matriz generadora de algiun cédigo lineal si y solo si las filas de
G son linealmente independientes. O sea, siy solo si el rango de G iguala el nimero de filas de G.

Como las matrices fila-equivalentes tienen el mismo rango, llegamos al siguiente teorema.

Teorema 8. Si G es una matriz generadora de algin cédigo lineal C, entonces cualquier matriz
fila-equivalente a G es también una matriz generadora de G. En particular, todo cédigo lineal
tiene una matriz generadora en FER.

Para hallar una matriz generadora de un cédigo lineal C, formamos la matriz cuyas filas son
las palabras de C. Como C = (S}, uno de los Algoritmos A ¢ B puede ser usado para producir una
base de C. La matriz cuyas filas son los vectores de esta base es una matriz generadora para C'.

Ejemplo. Hallemos una matriz generadora para el cédigo C' =
{0000,1110,0111,1001}. Usando el Algoritmo A,

0000 1110 1110 1110
A - 1110 N 0111 N 0111 N 0111
~ 0111 1001 0111 0000’
1001 0000 0000 0000
1110 . .
de modo que G = {0111} es una matriz generadora de C. Por el Algoritmo A, como la FER
1001
0111 1001 L .
de A es 0000 | entonces G = {0111} es también una matriz generadora para C.
0000
Ejercicios.

31. Determine si cada una de las siguientes es una matriz generadora para algtin cédigo lineal:

010011101 1001101001

100101101 1101000101

A= B = 0111001011
101100110

101101101 1000010111

1010001110
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32. Halle una matriz generada en FER para cada uno de los siguientes codigos:

a) C = {000,001,010,011}

b) C = {0000, 1001,0110, 1111}

¢) C = {00000, 11111}

d) C = {00000,11100,00111, 11011}

e) C = {00000, 11110,01111,10000}

£) € = {000000,101010,010101,111111}

33. Halle una matriz generadora en FER para cada uno de los siguientes codigos:

a) C ={000000,001011,010101,011110, 100110, 101101,
110011,111000}.

b) C = {00000000,01101111,11011000,11111101, 10010010,
00100101,01001010,10110111}.

¢) C' = {0000000000,1111100000,0000011111,1111111111}.

34. Halle la matriz generadora para el codigo lineal generado por cada uno de los siguientes
conjuntos:
a) S ={11111111, 11110000, 11001100, 10101010}.
b) S ={11111100,11110011,11001111,00111111}.

¢) S = {100100100,010010010,001001001, 111111111}
d) S ={10101,01010,11111,00011,10110}.

e) S ={1010,0101,1111}.

£) S = {101101,011010, 110111,000111, 110000}

g) S ={1001011,0101010, 1001100,0011001,0000111}.

Sea C' un codigo lineal de largo n y dimension k. Si G es una matriz generadora para C'y
si u es una palabra de largo k escrita como fila, entonces v = uG es una palabra en C, pues v es
una combinacién lineal de las filas de G, y estas forman una base de C'. De hecho, si
u= (a1, ag,...,a;)y si

91
G=|%
Ik
donde g1, go, - . ., g son las filas de G, entonces v = a9y + asgs + - - - + argg. Por otra parte,

como cada palabra v en C' es una combinacion lineal de las palabras de la base (formada por las
filas de G), entonces v = uG, para alguna palabra u € K*. M4s ain, si u;G = uyG, entonces
U] = ug, pues cada palabra de C' es una #nica combinacién lineal de las palabras de la base.
Luego, ninguna palabra v = uG es producida por més de una palabra u € K*.

Teorema 9. Si G es una matriz generadora de un codigo lineal C de largo n y dimension k,
entonces v = uG recorre todas las 2F palabras de C' a medida que u recorre todas las 2% palabras
de largo k. Luego, C es el conjunto de todas las palabras uG conu € K*. Mds atin, u,G = usG siy
S0lo st U = Us.
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Asigne mensajes a las palabra en K* como sigue:

0000 1000 0100 0010 1100 1010 1010 1001
A B C D E F G H
0110 0101 0011 1110 1101 1011 O111 1111
1 J K L M N O P

a) Codifique el mensaje “HAGALO FACIL”, ignorando
los espacios y los acentos.

b) Transmita el mismo mensaje suponiendo que durante la transmisién la primera pa-
labra recibe un error en la primera posicién, la segunda palabra recibe errores en
las quinta y sexta posiciones, la tercera palabra en la séptima posicién, y las demés
palabras no reciben errores.

38. Halle el nimero de mensajes que pueden ser enviados, y la razén de informacién r, para
cada uno de los cédigos lineales en los Ejercicios 33 y 34.

2.6. Matrices de control de paridad

Desarrollamos otra matriz asociada con un cédigo lineal que esta intimamente conectada con
la matriz generadora. Esta nueva matriz serd de gran valor para describir esquemas de
decodificacion.

Se dice que una matriz H es una matriz de control de paridad de un cédigo lineal C' si
las columnas de H forman una base del cédigo dual C*. Si C tiene largo n y dimensién k,
entonces ya que por el Teorema 6 la suma de las dimensiones de C'y C+ es n, tenemos que
cualquier matriz de control de paridad para C debe poseer n filas, n — k columnas y rango
n — k. Comparar el siguiente teorema con el Teorema 7.

Teorema 10. Una matriz H es matriz de control de paridad de un codigo lineal C si y solo si
las columnas de H son linealmente independientes.

El préximo teorema describe un cédigo lineal en términos de su matriz de control de paridad.

Teorema 11. Si H es una matriz de control de paridad de un cddigo lineal C' de largo n,
entonces C' consiste precisamente de todas las palabras v en K™ tales que vH = 0.

Si se nos da una matriz generadora de un cédigo lineal C', entonces podemos hallar una
matriz de control de paridad para C' usando el Algoritmo C. Tal matriz de control de paridad
lo es la matriz H construida en aquel algoritmo, pues las columnas de H forman una base de C*.

Ejemplo. Hallemos la matriz de control de paridad para el cédigo C' = {0000, 1110,0111, 1001}
del primer ejemplo de la Seccién 16. Alli hallamos que

10 01
Gr= {01 11} = [z, X]

es una matriz generadora para C, la cual estd en FER. Por el Algoritmo C, construimos H:

01

X 11

#= 5=
01

47



CARLOS ARAUJO * MIGUEL CARO * ITALO DEJTER

Asigne mensajes a las palabra en K4 como sigue:

0000 1000 0100 0010 1100 1010 1010 1001
A B C D B F G H
0110 0101 0011 1110 1101 1011 0111 1111
I J K L M N 0 P

a) Codifique el mensaje “HAGALO FACIL”, ignorando
los espacios y los acentos.

b) Transmita el mismo mensaje suponiendo que durante la transmisién la primera pa-
labra recibe un error en la primera posicién, la segunda palabra recibe errores en
las quinta y sexta posiciones, la tercera palabra en la séptima posicién, y las demas
palabras no reciben errores.

38. Halle el nimero de mensajes que pueden ser enviados, y la razén de informacién r, para
cada uno de los cdodigos lineales en los Ejercicios 33 y 34.

2.6. Matrices de control de paridad

Desarrollamos otra matriz asociada con un cédigo lineal que esta intimamente conectada con
la matriz generadora. Esta nueva matriz serd de gran valor para describir esquemas de
decodificacion.

Se dice que una matriz H es una matriz de control de paridad de un cédigo lineal C' si
las columnas de H forman una base del cédigo dual C*+. Si C tiene largo n y dimensién k,
entonces ya que por el Teorema 6 la suma de las dimensiones de C'y C+ es n, tenemos que
cualquier matriz de control de paridad para C' debe poseer n filas, n — k columnas y rango
n — k. Comparar el siguiente teorema con el Teorema 7.

Teorema 10. Una matriz H es matriz de control de paridad de un cddigo lineal C' si y solo si
las columnas de H son linealmente independientes.

El préoximo teorema describe un cédigo lineal en términos de su matriz de control de paridad.

Teorema 11. Si H es una matriz de control de paridad de un cédigo lineal C' de largo n,
entonces C consiste precisamente de todas las palabras v en K™ tales que vH = 0.

Si se nos da una matriz generadora de un cédigo lineal C', entonces podemos hallar una
matriz de control de paridad para C usando el Algoritmo C. Tal matriz de control de paridad
lo es la matriz H construida en aquel algoritmo, pues las columnas de H forman una base de C'*.

Ejemplo. Hallemos la matriz de control de paridad para el cédigo C' = {0000, 1110, 0111, 1001}
del primer ejemplo de la Seccién 16. Allf hallamos que

10 01
G = {01 11] = [, X]

es una matriz generadora para C, la cual estd en FER. Por el Algoritmo C, construimos H:

01

x| _ |

"= {12] ~ |10
01
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que es una matriz de control de paridad para C'. Nétese que vH = 00, para toda palabra v € C,
lo cual era de esperar por el Teorema 11.
Ejercicios.

39. Hallar una matriz de control de paridad para cada uno de los cédigos C' del Ejercicio 32.

40. Hallar una matriz de control de paridad para cada uno de los cédigos C' construidos en
los Ejercicios 33 y 34.

Caracterizamos ahora la relacion entre las matrices generadora y de control de paridad de
un c6digo lineal, y la relacion entre estas matrices para un cédigo lineal y su cédigo dual.

Teorema 12. Las matrices G y H son la generadora y la de control de paridad, respectivamente,
de un cddigo lineal C, si y sélo si:

1. las filas de G son linealmente independientes;
2. las columnas de H son linealmente independientes;

3. el nimero de filas de G mds el nimero de columnas de H iguala el nimero de columnas de
G, que iguala a su vez, al nimero de filas de H;

4. GH =0.

Teorema 13. H es una matriz de control de paridad de C si 1y solo si H es una matriz
generadora para C*.

El Teorema 13 sigue del teorema 12 y del hecho de que
H'G" = (GH)" =0.

Dada una de estas cuatro matrices, la generadora o la de control de paridad de C' 6 C*, el
Algoritmo C y el Teorema 13 pueden ser usados para formar las otras tres matrices. El siguien-
te diagrama indica cémo se procede:

Algoritmo C

H(/VL — GOL
Transpuesta | 1 Transpuesta
GC — HC

Algoritmo C

Ejemplo. Sea C un cédigo lineal con matriz de control de paridad

11
11

H= |01 = ﬁ(] .
10 ?
01

1. Entonces la matriz generadora para C* es
+  [11010
i = {11101 ‘

49



CARLOS ARAUJO * MIGUEL CARO * ITALO DEJTER

11010

T oo
2. La FER de H' es {00111

] , de modo que por el Algoritmo C, una matriz de control de

paridad para C* es
110]
100
011
010
001

3. A partir de la forma de H, tenemos que

100 117
G=1010 11| = [I;, X
001 01

es una matriz generadora para C'. Esto se ve usando el Algoritmo C al revés. Luego, por
el Teorema 13, GT es también una matriz de control de paridad para C*:

100
010
001
110
111

Ejercicios.

41. En cada parte de este ejercicio, damos una matriz de control de paridad H de un cédigo
lineal C. Halle (i) una matriz generadora para C; (ii) una matriz generadora para C:

111

188 01 110

010 10 101

() H=|noy| () H=1{01| (c) H= |01l
010 10 100

001 01 010

001

42. Liste todas las palabras en el cédigo dual C, para el cédigo C' = {00000, 11111}. Luego
halle matrices generadora y de control de paridad para C*.

43. Para cada cédigo C descrito abajo, halle la dimensién de C, la dimensién de C*, el tamaiio
de las matrices generadora y de control de paridad para C'y C*, el niimero de palabras en C
y en C*, y las razones de informacién de C'y C+:
a) C'tiene largo n = 2" — 1 palabras y dimensién ¢.
b) C tiene largo n = 23 y dimensién 11.

¢) C tiene largo n = 15 y dimensién 8.
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2.7. Cbdigos equivalentes

Cualquier matriz k xn, G, tal que k < n y cuyas primeras k columnas forman la matriz k x k
identidad I, o sea. que es de la forma G = [I;, X], tiene autométicamente sus filas linealmente
independientes y estd en FER. Luego, G es una matriz generadora para algin c6digo lineal de
largo n y dimensién k. Se dice que una tal matriz generadora estd en forma estdndary que el
cédigo C' es un cddigo sistemdtico.

No todos los cdodigos lineales tienen una matriz generadora en forma estdndar. Por ejemplo,
el cédigo definido por la matriz generadora G en el ejercicio abajo tiene otras cinco matrices
generadoras, ninguna de las cuales esta en forma estandar, y tampoco lo estd G.

Ejercicios.

44. Halle las otras cinco matrices generadoras para el cédigo generado por

100
¢= {001} '

Sin embargo, es deseable usar cddigos que tengan matrices generadoras que se hallen en
forma estdndar. Una razén para ello es que si un cddigo lineal C' tiene matriz generadora G en
forma estdndar G = [I, X], entonces el Algoritmo C produce

X
#= 1]
que es una matriz de control de paridad para C.

Por el Teorema 9, cada palabra v en un cédigo lineal C' de largo n y dimensién & puede
escribirse como 4G, donde u es una palabra tinica en K* (que solo depende de v), y G es una
matriz generadora de C'. Consideramos la palabra u, de largo k, como el mensaje a ser enviado.
Pero en lugar de transmitir solo u, transmitimos la palabra uG. Si la DMV nos lleva a concluir
correctamente que v = uG fue enviada, entonces el destinatario de la transmisién debe recobrar
(o recuperar) de alguna forma el mensaje original u a partir de uG. Si G estd en forma estandar,
entonces recobrar u es trivial. Pues en este caso

v =uG = ully, X] = [ul, uX] = [u,uX].

De modo que obtenemos el siguiente teorema, que indica la importante ventaja de poseer una
matriz generadora en forma estédndar.

Teorema 14. Si C' es un cédigo lineal de largo n y dimension k con matriz generadora G
en forma estandar, entonces los primeros k digitos en una palabra-cédigo v = uG forman la
palabra u en K*.

Ejemplo. Si

1000]101
0100|100
0010|110
0001]011

y si el mensaje es u = 0111, entonces uG = 0111001 = [w001]. Y si v = 1011, entonces
uG = 1011000.
Ejercicios.

G = = (I, X]
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45. Sea C'la matriz generadora del ejemplo anterior. Codifique cada uno de los mensajes
siguientes y observe que los primeros 4 digitos en la palabra-cédigo resultante forman el
mensaje u:

(a) u=1111 (b) w=1011 (c) u = 0000.

46. Describa y justifique un método para recobrar u a partir de uG, si G no estd en forma
estandar.

47. Si un cédigo lineal C' tiene matriz generadora

1100101
0110101
G = |1011011 ],
1100110
0110000

recupere u a partir de v = uG = 0000101.

Bajo las hipdtesis del Teorema 14, los primeros k digitos de la palabra-cédigo v = uG son
denominados digitos de informacidn, Pues ellos, de hecho, contienen el mensaje u, mientras que
los tultimos n — k digitos de v = uG son llamados digitos de redundancia.

Con todas las ventajas de disponer de un cddigo lineal con matriz generadora en forma
estandar, jqué se puede hacer si nos atascamos con un cédigo C' que no tiene matriz generado-
ra en forma estdndar? Consideremos el cddigo C' con matriz generadora G del Ejercicio 44. Como
fue indicado en el ejercicio, C' no tiene matriz generadora en forma estandar. Supongamos, en este
ejemplo, que decidimos rearreglar los digitos en el orden “primero, tercero, segundo”, en lugar de
“primero, segundo, tercero”. Las cuatro palabras en C' han sido entonces transformadas en un
nuevo codigo C’. Comparemos:

c {000, 100, 001, 101}
¢’ = {000, 100, 010, 110}.

Notar que C’, aunque diferente de C, comparte muchas propiedades con C'. Por ejemplo, ambos
C'y C' son lineales, ambos tiene largo 3, dimensién 2 y distancia 3. Pero C’ tiene una ventaja
sobre C, y es que C’ tiene una matriz generadora en forma estdndar. Observar que G’ es
obtenida de G permutando sus segunda y tercera columnas, justo como C’ es obtenido de C' al
intercambiar consistentemente los segundos con los terceros digitos:

~ [wo] ., [100
¢= [001] &= [010} '

Si C es un cddigo-bloque de largo n podemos siempre obtener un nuevo cédigo-bloque C’ de largo
n eligiendo una permutacién o particular de los n digitos y, luego. consistentemente reor-
denando los digitos de cada palabra de C' por medio de 0. Decimos que el c6digo resultante es
equivalente a C'.

Ejemplo. Sin = 5y elegimos un rearreglo de los digitos en el orden 2, 1, 4, 5, 3, o sea

_ (12345) | e
con o = 21453 ) entonces el codigo

C ={11111,01111,00111,00011, 00001}
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es equivalente al codigo
C" = {11111,10111,00111, 00110, 00010}

(Nétese que C'y C' no son lineales).

Teorema 15. Todo cddigo lineal C' es equivalente a un cddigo lineal C' con matriz generadora
en forma estandar.

Demostracion. Si G es una matriz generadora de C, colocamos G en FER. Reordenamos las
columnas de la FER de modo que las columnas lideres vengan en primer lugar y formen una
matriz identidad. El resultado es una matriz G’ en forma estdndar, que es una matriz genera-
dora de un cédigo C” equivalente a C'.

Ejemplo. La matriz
011000010
000100110
G = [000010010
000001100
000000001

es una matriz generadora en FER con las columnas 2, 4, 5, 6 y 9 como columnas lideres.

Reordenando las columnas en el orden 2, 4, 5, 6, 9, 1, 3, 7, 8 produce

10000 0101
01000 0010

G' = (00100 0001| = [I5, X],
00010 0010
00001 0000

que es una matriz generadora en forma estandar para un c6digo equivalente al c6digo generado
por G.

Ejercicios.

48. Halle el cédigo sistemdtico C” equivalente al cédigo C dado. Verifique que C'y C’ tengan
el mismo largo, dimensién y distancia:

a) C = {00000,10110,10101,00011}
b) C = {00000, 11100,00111, 11011}

49. Halle la matriz generadora G en forma estandar equivalente al c6digo con matriz genera-
dora G dada por:

101010 11000000

(a) G = (b) G = [000111000
110100 000111111
101011

50. Halle la matriz generadora G’ en forma estandar para el cddigo C' con matriz de control
de paridad H dada por:
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[100]

110 111

100 010

(a) H= {011 (b) H= |110
010 101

001 001

|011]

51. Pruebe qué cddigos lineales equivalentes siempre tienen el mismo largo, dimension y

distancia.

52. Determine si cada uno de los siguientes pares de matrices G; y G2 generan cédigos equi-

valentes:

a)

1100] (1001
G, = |0110|, G, = |o0101
0011 0011
b)
110000] (111111
G, = [001100|, G, = [011011
000011 | 1001001
¢)
1000111 1011000
. _ |0100110) . ]0101100
1= 10010101| > 2~ |0010110
0001011 0001011

2.8.

Vimos que la distancia de un cédigo lineal es el menor peso de cualquier palabra-cédigo. La
distancia de un cédigo lineal puede también ser determinada a partir de la matriz de control
de paridad del cddigo.

Distancia de un cdédigo lineal

Teorema 16. Sea H una matriz de control de paridad de un cddigo lineal C. Entonces C tiene
distancia d si y solo si cualquier conjunto de d — 1 filas de H es linealmente independiente y al
menos un conjunto de d filas de H es linealmente dependiente.

La idea de la prueba del teorema es que si v es una palabra de largo n, entonces vH es una
combinacién lineal de exactamente w(v) filas de H. Asi, si v € C'y w(v) = d, como vH = 0,
tenemos que ciertas d filas de H son linealmente dependientes. Si vH = 0, entonces v es una
palabra-cédigo, de modo que w(v) > d.

Sea C' el cédigo lineal con matriz de control de paridad

110
011
100
010
111

Ejemplo.
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Se ve, por inspeccion directa, que no hay dos filas de H que sumen 000, de modo que cualquier par
de filas de H son linealmente independientes, pero las filas 1, 3 y 4, por ejemplo, suman 000, y
de aqui, son linealmente dependientes. Por lo tanto, d—1 = 2. Luego, la distancia de C' es d = 3.

Ejercicios.

53. Halle el cédigo C' en el ejemplo anterior. Compute el peso de cada palabra-cédigo y
verifique que C tiene distancia 3.

54. Halle la distancia del cédigo lineal C' con cada una de las matrices de control de paridad
dadas. Use el Teorema 16 y luego chequee sus respuestas para hallar w(v), para cada

veCl:
1110 - -
0111 1101 1(1)(1)1
1110 1011 1110
1000 0111
(a) H= (b) H = (¢) H = |1000
0100 1000 0100
0001 0100 0010
0001 0010 0001
10001 | - -
55. Halle, usando el Teorema 16, la distancia del cédigo lineal con la siguiente matriz gene-
radora:
11000000 10001
(a) G = (000111000 (b) G =
111111111 0010101
0001011

2.9. Clases moédulo de un cédigo lineal

En esta seccién, consideraremos un tépico que serd util al decodificar un cédigo lineal, y al
que volveremos en la préxima seccion.

Si C' es un cédigo lineal de largo n, y si w es una palabra de largo n, definimos la clase
modulo C' determinada por u como el conjunto de todas las palabras de la forma v + u, a
medida que v recorre las palabras de C. Denotamos esta clase como C + u. Luego,

C+u={v+ulveC}

Ejemplo. Sea C' = {000,111}, y sea u = 101. Luego,
C' +101 = {000 + 101,111 + 101} = {101, 010}.
Nétese también que
C+ 111 = {000 + 111,111 + 111} = {111,000} = C

¥ que
C + 010 = {000 + 010, 111 4 010} = {010,101} = C + 101.
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Ejercicios.

56. Liste el resto de las clases de C' = {000,111}. Note que hay ocho posibilidades para las
clases de C, una para cada palabra de K3, pero solo cuatro clases son distintas.

Si C' es un cddigo lineal de largo n, entonces podriamos hallar que existen hasta 2™ clases
diferentes C' + u de C, una por cada una de las diferentes 2™ palabras u de largo n. Como el
ejemplo anterior evidencia, esto casi nunca acontece. Es muy posible que C' + u; sea idéntica a
C + ug, con uy # us.

El siguiente teorema contiene algunos hechos importantes y tutiles respecto de las clases
médulo C. Un estudio cuidadoso de los ejemplos que siguen al teorema debe ayudar a com-
prender estos hechos. Las pruebas son técnicas de teoria de conjuntos y, por lo tanto, han sido
relegadas a ejercicios.

Teorema 17. Sea C' un cddigo lineal de largo n. Sean u y v palabras de largo n.

1. Siw estd en la clase C'+v, entonces C+u = C+v; (cada palabra en una clase determina
esa clase).

2. La palabra u estd en la clase C' + u.

Siu+ v e C, entoncesu yv estdn en la misma clase.

- w

Siu+ v ¢ C, entoncesu yv estdn en clase diferentes.

5. Cada palabra en K™ estd contenida en una y solo una clase médulo C; (o bien C' +u =
C +v o bien C+wu y C+ v no tienen palabras en comin,).

6. |C+ul = |C|; (el nimero de palabras en una clase mddulo C iguala el niimero de
palabras en el cddigo C').

7. SiC tiene dimension k, entonces hay exactamente 2"~ F

clase contiene exactamente 2F palabras.

clases modulo C' diferentes, y cada

8. El mismo codigo C' es una de las clases mddulo C.
Ejemplo. Listamos las clases del cédigo
C = {0000, 1011, 0101, 1110}.

Primero que todo, C'es una clase en si mismo por la propiedad (8) del teorema. Cada palabra en
C determina la clase C, por (1) y (5), de modo que tomamos una palabra u € K*\ C. Para uso
posterior en decodificacién, ayudarda que tomemos u con el menor peso posible. Asi, tomamos
u = 1000. Luego obtenemos la clase

C + 1000 = {1000,0011,1101,0110}

al sumar 1000 a cada palabra en C. Nétese que u = 1000 estd en la clase C'+ u = C + 1000.
Ahora tomemos otra palabra de peso minimo en K* pero no en C, ni en C + 1000, digamos
0100. Formamos otra clase

C + 0100 = {0100, 1111,0001, 1010}.
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Repitiendo el proceso con 0010, obtenemos la clase
C' + 0010 = {0010, 1001, 0111, 1100}.

El cédigo C tiene dimensién k& = 2. Hemos listado 2" = 2472 = 22 = 4 clases, cada una
con 2% = 4 palabras, y toda palabra en K* se contabiliza al aparecer exactamente en una clase.
También observamos que 0001 4+ 1010 = 1011 esta en C'; luego 0001 y 1010 estan en la misma
clase, de hecho C'+ 0100 (ver propiedad (3) en el teorema). Por otra parte, 0100+ 0010 = 0110
no estd en C, y 0100 y 0010 estdn en clases diferentes (ver propiedad (4) del teorema).

100110
Ejemplo. Listamos las clases médulo el codigo lineal C' con matriz generadora G = [010011 ] ,

001111
evitando ahora paréntesis y comas, por simplicidad:

000000 100000 010000 001000 000100 000010 000001 000101
100110 000110 110110 101110 100010 100100 110111 100011
010011 110011 000011 011011 010111 010001 010011 010110
001111 101111 011111 000111 001011 001101 001110 001010
110101 010101 100101 111101 110001 110111 110100 110000
101001 001001 111001 100001 101101 101011 101000 101101
011100 111100 001100 010100 011000 011110 011101 011001
111010 011010 101010 110010 111110 111000 101110 110110

Ejercicios.
57. Liste todas las clases de cada uno de los siguientes codigos lineales:

a) C = {0000,1001,0101, 1100}
b) C = {0000,1010,1101,0111}
¢) € = {00000,10100,01011,11111}
)

d) C = {0000}
58. Liste todas las clases de cada uno de los cédigos lineales generados por las siguientes
matrices: _

111000 r

()@= oonio|  (m)G= |00
1100011 L
11000111 (10001
0100110 01001

(©) &= Toot0101| D F= |oot01
10001011 100011
1000
0100

(e) G= 0010 (f) G =[1111]
10001

59. Liste todas las clases del cédigo que tiene la matriz de control de paridad dada:
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(1117

o 100

10 o1 010

11 001

(@) H={ o ) H=|011| () H =],
100

01 001

010 001
001

60. Pruebe el Teorema 17.

2.10. DMV para cédigos lineales

Una de nuestras metas es disefiar cdigos que permitan una decodificacién facil y rapida.
De hecho, los codigos lineales ofrecen un método mas eficiente de implementar DMV que sim-
plemente usar una tabla de DMVI. Describiremos un procedimiento de DMVC o DMVI para
un cédigo lineal. La matriz de control de paridad y las clases de tal un cédigo juegan roles
fundamentales en este proceso de decodificacion.

Sea C un cédigo lineal. Supongamos que una palabra de C' es transmitida y que se recibe
la palabra w, resultando en un patrén de error u = v + w. Luego, w + u = v estd en C, de
modo que el patrén de error u y la palabra recibida w estan en la misma clase médulo C', por
la propiedad (3) del Teorema 17.

Como los patrones de error de pequetio peso son los mds verosimiles, veamos como la DMV
opera para un cédigo lineal C'. Al recibir la palabra w seleccionamos una palabra v de menor
peso en la clase C'+w (que debe contener w) y concluimos que v = w+u fue la palabra enviada.

Ejemplo. Sea C' = {0000,1011,0101,1110}. Las clases mddulo C' del peniltimo ejemplo
fueron

0000 1000 0100 0010

1011 0011 1111 1001

0101 1101 0001 oO111

1110 0110 1010 1100

Supongamos que w = 1101 sea recibida. La clase C'+ w = C + 1101, que contiene a w, es la
segunda en la lista (en la segunda fila). La palabra de menor peso en esta clase es v = 1000, que
seleccionamos como patrén de error. Concluimos que v = w + u = 1101 + 1000 fue la palabra
enviada méas verosimil. Ahora supongamos que w = 1111 sea recibida. En la clase C' 4+ w, que
contiene 1111, hay dos palabras de menor peso: 0100 y 0001. Con DMVC podemos elegir
arbitrariamente una de las dos como patrén de error, digamos u = 0100, y ahi concluimos que
v=w+u= 1111+ 0100 = 1011 fué la palabra enviada mas verosimil.

Ejercicios.

61. Sea C el cédigo del ultimo ejemplo de la Seccién 20. Use el procedimiento para DMVC
justamente ejemplificado para decodificar cada una de las siguientes palabras recibidas:
(a) 000011 (b) 001001 (c) 001101

(d) 010110 () 110101 (f) 001010
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Las tareas més dificiles en el procedimiento comentado son buscar la clase que contiene la
palabra recibida w y luego hallar la palabra de menor peso en tal clase. Podemos usar una
matriz de control de paridad para desarrollar un procedimiento que facilite estas tareas.

Sea C un cddigo lineal de largo n y dimensién k. Sea H una matriz de control de paridad
para C. Para cualquier palabra en K”, el sindrome de w es la palabra wH en K"

Ejemplo. La matriz H de tipo 4 x 2 abajo presente es una matriz de control de paridad
para el cédigo C' del ejemplo anterior. Si w = 1101, entonces el sindrome de w es

[11
01
wH = 1101 0l = 11.

01

Noétese que la palabra de menor peso en la clase C'+ w es u = 1000, (ver ultimo ejemplo), y
que el sindrome de u es )
11

01

uwH = 1000 ol = 11 =wH.

01

Mas ain, si w = 1101 es recibida, DMVC concluye que v = w 4+ «w = 1101 + 1000 = 0101 fue
enviada, de modo que hubo un error en el primer digito. Notese también que para el patrén de
error u, el sindrome uH toma la primera fila de H, correspondiente a la localizacién del error
mas verosimil.

El siguiente teorema contiene algunos hechos basicos y utiles respecto del sindrome. Las
pruebas pueden se hechas usando las definiciones de los conceptos envueltos y las propiedades
de clases en el Teorema 17.

Teorema 18. Sea C' un cddigo lineal de largo n. Sea H una matriz de control de paridad de
C. Sean w y u palabras de K™.

1. wH =0 si y solo si w es una palabra de C.
2. wH =uH siy solo siw yu yacen en la misma clase modulo C.

3. Siu es un patron de error de una palabra recibida w, entonces uH es la suma de las filas de
H que corresponden a las posiciones en las cuales ocurrieron los errores durante la
transmision.

Nétese que si ningtin error ocurre en la transmisién y w es recibida, entonces wH = 0.
Pero wH = 0 no implica que ningin error ocurra, pues la palabra-cédigo w no precisa ser la
palabra-cédigo que fue enviada.

Como las palabras en una misma clase tienen el mismo sindrome, mientras que palabras
en diferentes clases tiene diferentes sindromes, podemos identificar una clase con su sindrome.
El sindrome de una clase es el sindrome de cualquier palabra de esa clase. Luego, si el cédigo
tiene largo n y dimensién k, entonces cada una de las 2" % palabras de largo n — k ocurre como
sindrome de exactamente una de las 2% clases.

Ejemplo. El cédigo C' del primer ejemplo de la seccién tiene largo n = 4 y dimensién k = 2.
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Las clases médulo C (listadas en ese ejemplo) contienen todas las 2" = 2* = 16 palabras de
largo n = 4. Hay 2" % = 24=2 — 22 = 4 palabras de largo n — k = 2. Cada una de ellas es el
sindrome de exactamente una de las 2% = 4 clases médulo C.

Para computar el sindrome de una clase particular, podemos elegir una palabra w en esa
clase. Entonces wH sera el sindrome de la clase. Para DMV, queremos una palabra de menor peso
en la clase para usarla como su patrén de error. En los ejemplos de la seccién pasada habiamos
ordenado cuidadosamente las clases de modo que una palabra de menor peso quedaba arriba, o
sea en primer lugar. Cualquier palabra de menor peso en una clase es llamada lider de clase. Si
hubiese més de un candidato para ese lider de clase, elegimos uno arbitrariamente cuando se hace
DMVC.

Ejemplo. Nuevamente, sea C el cddigo citado en el ejemplo anterior. Para cada clase compu-
tamos el sindrome usando el lider de clase y desplegamos los resultados como en la siguiente

tabla:

Lider u de clase ‘ Sindrome uH

0000 00
1000 11
0100 01
0010 10

Nétese nuevamente que cada palabra de largo 2 ocurre una vez y solo una como un sindrome.

La tabla de este ejemplo, que empareja cada sindrome con su lider de clase, es llamada
arreglo estandar de decodificacion, o AED. Para construir un AED, primero listamos todas las
clases del cédigo, y seleccionamos de cada clase una palabra de peso minimo como lider de
clase u. Luego hallamos la matriz de control de paridad para el cédigo y, para cada lider de
clase u, computamos el sindrome uH. Una forma mas réapida de construir un AED, dada la
matriz de control de paridad H y la distancia d para el cédigo C, seria generar todos los pa-
trones de error e con w(e) < [(d—1)/2] y computar el sindrome s = eH para cada uno de ellos.

Ejemplo. Construyamos un AED para el c6digo C' del ultimo ejemplo de la seccién 20 (donde
las clases médulo C' habian sido listadas). Para cada una de las primeras siete clases no tuvimos
candidatos para lideres de clase. De hecho, la palabra superior es la tinica palabra de peso mini-
mo en cada clase. Pero en la tltima clase, el menor peso de una palabra es 2, y esa clase contiene
tres palabras de peso 2: 000101, 001010 y 110000. Usando DMVC, podriamos seleccionar arbi-
trariamente 000101 como nuestro patron de error. Usando DMVI, pedirfamos retransmisién y
colocarfamos un asterisco * en cada entrada del AED para asi indicarlo. Podemos construir la
siguiente matriz de control de paridad para C:

110
011
111
100
010
001
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Luego, podemos obtener el siguiente AED para C' suponiendo que se usa DMVC:

Patrén de error | Sindrome de H
000000 000
100000 110
010000 011
001000 111
000100 100
000010 010
000001 001
000101 101

Notar que los sindromes son precisamente todas las palabras de K®. La clase C siempre tiene
la palabra nula como lider de clase y siempre tiene sindrome nulo. El lider de clase elegido para
la ultima clase, v = 000101, nos da un sindrome uH = 101, que es la suma de las filas 4 y 6 de
H, las posiciones con 1 en el patrén de error w. Usando DMVI, esta entrada serfa un asterisco *.

Ejercicios.
62. Construya un AED suponiendo DMVI para cada uno de los cédigos del Ejercicio 57.
63. Construya un AED suponiendo DMVI para cada uno de los cédigos del Ejercicio 58.
64. Construya un AED suponiendo DMVT para cada uno de los cédigos del Ejercicio 59.
65. Pruebe el Teorema 18.

Finalmente, podemos hacer alguna decodificacién. Una vez producido el AED, es facil usar
la DMV. Cuando recibimos una palabra w, primero computamos el sindrome wH. Luego ha-
llamos el lider de clase v con wH = uH en el AED. Y concluimos que la palabra v = w + u fue la
palabra enviada mas verosimil.

Ejemplo. Sea C el cédigo del primer ejemplo de la seccion. Un AED para el mismo apa-
rece en el peniltimo ejemplo. La matriz de control de paridad H aparece en el tercer ejemplo de la
seccién. Supongamos que w = 1101 sea recibida. Entonces el sindrome es wH = 11, llevandonos a
la segunda fila del AED, donde el lider de clase es u = 1000. Concluimos que v = w +u = 0101 fue
enviada. Si w = 1111 es recibida, entonces wH = 01 = uH para u = 0100 del AED.
Descodificamos w como v = w + u = 1011. Estos resultados son los mismos que en el primer
ejemplo de la seccion.
Si w = 1101 es recibida, decodificamos v = 0101 como la palabra enviada. Los célculos:

d(0000,1101) = 3 d(0101,1101) = 1
d(1011,1101) =2 d(1110,1101) = 2

dan las distancias entre w y cada una de las palabras en C, y muestran que de hecho v = 0101
es la palabra en C' més préxima a w.
Sin embargo, si w = 1111 es recibida, los mismos célculos:

d(0000,1111) =4 d(0101,1111) = 2
d(1011,1111) = 1 d(1110,1111) = 1
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revelan un empate para la palabra mas proxima a w en C. Esto no nos sorprende, pues hubo
una eleccién de un lider en la clase que contenia a w. Estamos haciendo DMVC, de modo que
seleccionamos arbitrariamente un lider de clase, que en efecto determina arbitrariamente una
palabra més préxima a w.

Ejemplo. Sea C' el ultimo cédigo de la Seccién 20. Un AED para el mismo fue construido en el
ejemplo anterior al Ejercicio 62. Haremos algo de decodificacién usando este AED. Supongamos
que recibimos w = 110111. Luego wH = 010, que nos lleva a la sexta fila del AED. El lider de
clase en esa fila es u = 000010. Luego la DMVC concluye que v = w + v = 110111 + 000010 =
110101 fue la palabra enviada. Ahora supongamos que w = 110000 sea recibida. El sindrome wH
= 101 nos lleva a la dltima fila del AED, donde el lider de clase es u = 000101. Decodificamos w
como v = w+wu = 110000+000101 = 110101. Si hubiéramos elegido la palabra v’ = 001010 como
lider para la tltima clase, entonces habriamos decodificado w como w + «' = 110000 + 001010 =
111010.

Ejercicios.

66.

67.

68.
69.

70.

71.

72.

Continuando con el ultimo ejemplo, si w = 110000 es recibida, decodifique suponiendo que
u” = 110000 fue elegida como lider de clase para la tiltima clase.

En el dltimo ejemplo, de nuevo, chequear si en efecto v = 110101 es la palabra mas
proxima en C' a w.

En el mismo ejemplo con w = 110000 recibida, halle todas las palabra més proximas a w.

Repita la decodificacién del pentltimo ejemplo usando el AED del ejemplo anterior al

Ejercicio 62.

Para el c6digo del tltimo ejemplo, decodifique las siguientes palabras recibidas w:
(a) 011101 (b) 110101 (c) 111111 (d) 000000

Para cada uno de los siguientes c6digos, use el AED para decodificar las palabras recibidas.
(Los AED para estos cddigos fueron construidos en los Ejercicios 62 y 63):

a) C = {0000,1001,0101,1100}:
(i) w = 1110, (i) w = 1001, (iii) w = 0101.
b) C = {00000, 10100, 01011,11111}:
(i) w = 10101, (i) w = 01110, (iii) w = 10001.

Sea C' el codigo con matriz de control de paridad

011
101
110
100
010
001

Decodifique (a) 110100, (b) 111111, (¢) 101010 y (d) 000110.
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73. Sea C' el cdédigo de largo 7 que tiene como matriz de control de paridad la matriz H cuyas
filas son las palabras no nulas de largo 3. Decodifique

(a) 110100, (b) 111111, (c) 101010, (d) 000110.

2.11. Confiabilidad de DMVI para cdédigos lineales

Sea C' un cédigo lineal de largo n y dimensién k. Recordemos que 6,(C, v) era la probabilidad
de que si v era enviada en un CSB de probabilidad p, entonces la DMVI correctamente concluia
que v era enviada.

Para cada lider de clase tnico u y para cada palabra v en C, v 4+ u estd més préxima de v
que cualquier otra palabra-cédigo. Ademads, si w # v 4w, donde v € C'y w es un lider de clase,
entonces w esta al menos més préxima de alguna otra palabra en C' de lo que lo esta de v. De
modo que el conjunto L(v) de palabras més préximas de v que de otra palabra-cédigo es

L(v) = {w|w = u+ v, donde u es un lider de clase tinico}.

Si w = v + u, entonces §,(v, w) sélo depende de w(u). Por lo tanto, para un cédigo lineal C,
tenemos que 6,(C,v) no depende de v. Denotamos este valor comun de 6,(C,v) por medio de
6,(C), y entonces tenemos:

HP(C) — Z pn—W(u)(l _ p)W(u).
)

ueL(0

Luego, para hallar la confiabilidad de un cédigo lineal, precisamos preocuparnos solo de los
lideres de clase tinicos: simplemente, computamos la probabilidad de que cada lider de clase que
ocurre como patrén de error, sea unico en su clase médulo C'; y luego, sumamos las probabilida-
des resultantes para obtener 6,(C).

Ejemplo. Sea C' el codigo del ultimo ejemplo de la Secciéon 20. Usando DMVI, existe un lider
de clase de peso 0 y seis de peso 1. Luego,

0,(C) = p° + 6p°(1 — p).

Ejercicios.

74. Calcule 6,(C'), para cada uno de los cédigos de los Ejercicios 59, 60 y 61.
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CAPITULO 3
De como se acotany
perfeccionan los codigos

Vamos ahora al problema de determinar cudntas palabras puede tener un cédigo lineal de
largo n y distancia d. Este problema estd lejos de su solucién, aunque ha sido establecido para
ciertos valores de n y d. Sin embargo, podemos hallar ciertas cotas sobre el tamano de un cédigo
con estos parametros n y d.

3.1. Algunas cotas para cédigos

Recordemos que si ¢ y n son enteros con 0 < ¢t < n, entonces el simbolo

n\ n! B 1-2---(n—=1)-n
(t) Ttln—t)! T (1.2 (t=1)-t)(1-2----(n—1))

leido “n toma t”, representa el niimero de maneras en que una coleccién no ordenada de t objetos
puede retirarse de un conjunto de n objetos. Luego, (’;) representa el numero de palabras de
largo n y peso t.

Teorema 19. Si 0 <t < n y si v es una palabra de largo n, entonces el nimero de palabras
de largo n y distancia a v a lo sumo t es precisamente

() (1) () e (1)

Como existen 2" palabras de largo n, poniendo ¢t = n en el Teorema 1 nos da
n n n n
.. =",
5+ (1) () =+ ()

1. Tlustre el Teorema 19 para v = 10110 y ¢ = 3 listando todas las palabras de K® que estan
a distancia a lo sumo 3 de v, y luego chequee que el Teorema 1 da la respuesta correcta
para tales palabras.

Ejercicios.
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Para hallar todas las palabras a una cierta distancia ¢ de una palabra fija v, simplemente
sumamos a v todas las palabras de peso t. Existen (’Z) tales palabras. Si C' es un cddigo de
largo n y distancia d = 2t 4 1, entonces no existe ninguna palabra w a distancia a lo sumo ¢ de

dos palabras vy y vy de C. De hecho, si d(w,v1) <ty d(w,vy) <t con vy # vy, entonces
d(vy,v2) < d(vy,w) +d(w,ve) <2t <d=2t+1,

lo cual es imposible, pues C' tiene distancia minima d. Luego, si C' tiene largo n y distancia
2t + 1, entonces la lista de palabras de K™ a distancia a lo sumo ¢ de una palabra v; de C' no
posee palabras-cédigo en comun con la lista de palabras-cédigo a distancia a lo sumo ¢ de otra
palabra vy, (v # v1). Esto establece el siguiente resultado.

Teorema 20. (Cota de Hamming) Si C' es un cddigo de largo n y distancia d = 2t+1 6 2t +2,

entonces |Q<G>+G)+m+<3>§%

2’".
(6) + () +--+ ()
La cota de Hamming es una cota superior para el nimero de palabras en un cédigo (lineal
o no) de largo n y distanca d = 2t + 1. Nétese que t = | (d —1)/2] de modo que por el Teorema
3, tal codigo corregird todos los patrones de error de peso < t.
Ejemplo. Calculemos una cota superior para el tamafio |C| 6 la dimensién k& de un cédigo

lineal C' de largo n = 6 y distancia d = 3. Como d = 3 = 2t + 1, obtenemos ¢ = 1. La cota de
Hamming nos da:

0 sea

] <

20 64
ICl < @ = =
W+@G) 7
Pero C' debe ser una potencia de 2, de modo que |C] < 8, y entonces k < 3.
Ejercicios.
2. Halle una cota superior para el tamano |C| 6 dimensién k de un cddigo lineal con los
valores dados de n y d:
(a)n=8,d=3 (b)n=7,d=3 (¢)n=10,d=5
(d)n=15d=3 (e)n=15,d=5 (f)n=23,d=".

3. Verifique las cotas de Hamming para el c6digo lineal C' con la matriz generadora G dada:

111110000000000 100111 é‘;ggﬂé
(a) G = [000001111100000| (b) G = |010101| (¢) G = | 01070
000001111111111 001011 R

De la Seccién 17 y Teorema 16, sabemos que una matriz de control de paridad H de un
c6digo (n, k, d)-lineal es una matriz n x (n —k) tal que cada d—1 filas de H son independientes.
Como esas filas tienen largo n — k, no podemos tener més de n — k filas que sean linealmente
independientes como vectores. Por lo tanto, d — 1 < n — k, o equivalentemente, k <n —d+ 1.
Esto establece el siguiente resultado, conocido como cota de Singleton.

Teorema 21. (Cota de Singleton) Para cualquier cédigo (n, k,d)-lineal, vale que d—1 < n—k.
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En cierto sentido la cota de Singleton es més débil que la cota de Hamming. Por ejemplo,
sin =15y d = 5, entonces el Teorema 21 implica que £ < 11, mientras que el Teorema 20
implica que k£ < 8. Sin embargo, algunos cddigos alcanzan igualdad en la cota de Singleton,
de modo ésta es usada para definir una clase importante y util de cédigos llamados cédigos
méxima distancia separables.

Un c6digo (n, k, d)-lineal es llamado mdzima distancia separable (0 MDS) sid =n —k+1
(6 k =n—d+1). Hay varias caracterizaciones equivalentes para cédigos MDS.

Teorema 22. Para un cddigo (n, k,d)-lineal C, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
l.d=n—-k+1;
2. cadan — k filas de la matriz de control de paridad son linealmente independientes;

3. cada k columnas de la matriz generadora son linealmente independientes;

4. C es MDS.

Demostracion. El Teorema 21 dice qued <n — k+ 1. Perod > n — k+ 1siysolosicadan — k
filas de la matriz de control de paridad son linealmente independientes. Luego (1) y (2) son
equivalentes. Para probar (3), notar que si d = n — k + 1, entonces ninguna palabra-cédigo
puede tener mas de k — 1 ceros. Sin embargo, k columnas de la matriz k x n generadora forman
un conjunto linealmente dependiente si y solo si ciertas palabras-cédigo no nulas tienen 0 en las
posiciones coordenadas indicadas por esas k columnas. La equivalencia de (4) con (1)-(3) es
relativamente facil de establecer y se deja como ejercicio. O

Corolario 23. El dual de un cddigo MDS (n,k,n — k + 1)-lineal es un cddigo MDS (n,n —
k,k+1)-lineal.

Ejercicios.
4. Las columnas 2, 3 y 5 de la matriz generadora

11001
G = (01110
00101

forman un conjunto linealmente dependiente. Hallar una palabra-c6digo que tenga ceros
en las posiciones 2, 3 y 5.

5. Muestre que si una matriz generadora k x n tiene un conjunto linealmente dependiente
de k columnas, entonces existe una palabra-c6digo con ceros en esas k posiciones.

Aun nos gustaria construir cédigos con parametros dados n,k y d. Las cotas superiores
eliminan algunos valores paramétricos. Por ejemplo, la cota de Hamming dice que un cédigo
de largo n = 15 y distancia d = 5 no puede tener dimensién k = 10. Sin embargo, esta cota no
elimina la posibilidad para la existencia de un cédigo (15,8, 5)-lineal.

(Como podriamos hacer para hallar un cédigo (15, 8, 5)-lineal? En general, este es un proble-
ma dificil. Un enfoque es intentar hallar una matriz de control de paridad H para un tal cédigo. O
sea, que poniendo r = n — k, deberfamos hallar n vectores de largo r para formar las filas de una
matriz H tal que cada conjunto de d — 1 de esos vectores sea linealmente independiente.
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Ejemplo. Sean =15, k=6y d=>5. Luegor =15 — 6 = 9. De modo que deseariamos hallar 15
vectores no nulos de largo 9 con la propiedad de que cualesquiera cuatro de estos sean
linealmente independientes. Poner las primeras 9 filas es fécil: tomamos la matriz 9x9 identidad
Iy. Supongamos hallados tres vectores més hasta un total de 12 filas y, asi, pondriamos:

Iy
111100000
H = |100011100

101000011
?

Antes de procurar el préximo vector, observemos que el siguiente argumento de conteo nos
dice que existe uno més. Entre los 2° vectores no podemos elegir ni el vector nulo ni ninguno
de los 12 ya elegidos hasta ahora. Esto elimina 1412 vectores. También eliminamos cualquier
vector que se pueda escribir como la suma de 2 6 3 de esos vectores, pues creariamos conjuntos

. . . . S 12 12

linealmente dependientes de 3 6 4 vectores respectivamente. Esto elimina a lo sumo ( ) + ( )
3

vectores adicionales. Sin embargo, cualquier vector remanente podria ser elegido. Como

1+ (12) N (12) N (12> < 99
1 2 3)~

sabemos que podemos hallar atin otro vector. Por ejemplo, uno puede elegir el vector 010101010101010
para que sea la siguiente fila de H. La tarea de hallar los vectores restantes de H se relega a
los ejercicios.

Este ejemplo (y los ejercicios relacionados) muestran que un cédigo (15,6, 5)-lineal existe.
El argumento cubierto establece también una cota inferior al tamano maximo (o dimensién)
de un codigo lineal con n =15y d =5, donde 6 < k < 8.

El siguiente resultado formaliza el enfoque del ejemplo dado para construir cédigos lineales
(v asi establecer cotas inferiores). Las pruebas son dejadas también como ejercicios.

Teorema 24. (Cota de Gilbert-Varshamov) Eziste un cddigo lineal de largo n, dimensidn k y

distancia d si
n—1 n n—1 T n—1 < ognk
0 1 d—2 '

Corolario 25. Sin # 1 y d # 1, entonces existe un cddigo lineal C de largo n y distancia al

menos d con
anl

n—1 n—1 n—1\°

( 0 )+( 1 )"""'J"(dfz)

Ejemplo. Existe un cédigo lineal de largo n = 9, dimensién k = 2 y distancia d = 57
Para determinar si tal cédigo existe, usemos el Teorema 24:

() (-0 0 0 ()

y 2"k = 2972 — 27 — 128. Como 93 < 128, tal cédigo existe.

Ejemplo. Establezcamos una cota inferior y otra superior para el tamano |C| 6 dimensién k
de un cédigo lineal con n = 9y d = 5. Para hallar una cota inferior para el maximo de palabras
que un tal cédigo C' tenga, usamos el Corolario 25:

2n—1 B 29—1 B 278
(D402 O+O+0)+E) 93

IC| >

|C| > =2,75.
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Como C es linear, |C| es una potencia de 2. Luego, |C| > 4.
Para hallar una cota superior de |C/|, usamos la cota de Hamming:

9

L ' HP

O+0+0 iroem @

Como |C| es linear, es una potencia de 2. Luego, |C| < 8.
Combinando las cotas, un cédigo linear con pardmetros (9,%,5) y con 4 palabras existe,

pero no existe ningin (9, k,5) con més de 8 palabras.

Ejemplo. Existe algin cédigo (15,7,5)-lineal? Nuevamente podemos intentar usar el Teo-

rema 24 para responder la pregunta:

n71++n71_14+14+14+14
0 d—2)  \o 1 2 3
=1+ 14+ 91 + 364 = 470,

y 2% = 215-7 = 256. En este caso no se satisface la desigualdad, de modo que el Teorema 24
no nos dice si tal cédigo existe. De hecho, estos son los parametros de un cédigo BCH, a ser
cubiertos mas tarde.

Ejercicios.

IC] <

6. Para cada parte del Ejercicio 2, con k = 2d y cuando sea posible, decida si un cédigo
lineal con los pardmetros dados existe. Halle cotas inferior y superior para el méaximo
nimero de palabras que tal cédigo pueda tener, suponiendo que k no estd restringido.

7. Halle cotas inferior y superior para el méximo nimero de palabras en un cédigo lineal de
largo n y distancia d cuando
(a)n=15,d=5 (b)n=15d=3 (¢)n=11,d=3
(d)n=12,d=3 (e)n=12,d=4 (f)n=12,d=5.

8. ;Es posible tener un cédigo lineal con pardmetros (8,3,5)7

9. Hallar un cddigo (15, 6, 5)-lineal construyendo la matriz de control de paridad. (Ver ejem-
plo previo al Teorema 24, donde cada uno de los 3 vectores que faltan deben tener peso
al menos 4. ;jPor cual razén?).

10. Sea H; cualquier matriz ¢ X (n — k) sin ningtin conjunto linealmente dependiente formado
por d — 1 filas.

a) Pruebe que hay a lo sumo

()10

palabras en K" * que son combinaciones lineales de a lo sumo d — 2 filas de H;.

b) Pruebe que si N; < 2% entonces se puede agregar una fila més a H; de tal forma
que ningtn conjunto de d—1 filas de la matriz resultante sea linealmente dependiente.

¢) Pruebe el Teorema 24.

d) Pruebe el Corolario 25. (Pista: El méximo que |C| puede asumir para largo n y
distancia al menos d es tal que en K" no hay ninguna palabra, aparte de las que ya
estan en (', a distancia < d de cada palabra en C. En otras palabras, las esferas de
radio d — 1 centradas en las palabras ¢ € C' recubren todo K").
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3.2. Coddigos perfectos

Un cédigo C' de largo n y distancia impar d = 2t + 1 es llamado cddigo perfecto si C' alcanza

la cota de Hamming del Teorema 20, o sea, si
271
FEIGESEE?
Desgraciadamente, no hay muchos cédigos lineales perfectos, pero los que si existen son muy
utiles. El problema principal de hallar cédigos lineales perfectos es que el nimero (3) + (711) +
-+ (%) debe ser una potencia de 2, (pues C' es una potencia de 2).

Ejemplo. Sea t = 0. Entonces, () = 1 = 2°, de modo que |C| = 2"/(}) = 2". EI tinico
cédigo con 2™ palabras de largo n es C' = K". En este sentido, K™ es un cédigo lineal perfecto.
Ejemplo. Sea n =2t+ 1. Como (n’il) = (’;), entonces

(2@ ) e

on on
GG

Luego, todo cédigo perfecto de largo y distancia 2t 4 1 tiene exactamente 2 palabras. Entre los
codigos lineales existe exactamente un tal c6digo, que es el codigo de repeticion que consiste de la
palabra nula y de la palabra cuyos digitos valen todos 1. Y de hecho, ese cédigo es perfecto.

Los c6digos en estos dos ultimos ejemplos no son muy interesantes. Por lo tanto, ellos son
llamados codigos perfectos triviales.
Ejemplo. Sean=7yd=3. Entoncest =1y

IC] =

Por lo tanto,
=2.

27 128
™ (N R
0 +G) 8
Luego, puede existir un cédigo lineal perfecto con n =7 y d = 3, lo que se vera en la préxima

seccién bajo el nombre de cédigo de Hamming.
Ejemplo. Sean=23yd="7. Entoncest =3y

IC| = =16 =2

223 223 223

ChY+ () + N+ (®) 1+23+253+1771 2048

Ol =

= g—i: = 4096. Esto muestra que un cédigo lineal perfecto con n = 23 y d = 7 puede existir.

Y de hecho, este existe y es conocido como cddigo binario de Golay.
Ejercicios.

11. Muestre que para n = 2" — 1, vale que (j) + (}) = 2"

12. jPueden existir c6digos perfectos para los siguientes valores de n y d?
(a) n=15,d=3 (b)n=31,d=3 (¢c)n=15,d=25.
Los largos posibles para cédigos perfectos fueron determinados por el finlandés Tietdvainen,

el holandés Van Lint y los rusos Zinoviev y Leontiev, en tres trabajos publicados en 1973. El
teorema que probaron es el siguiente, cuya demostracion queda fuera del alcance de estas notas.
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Teorema 26. Si C' es un cdodigo perfecto de largo n y distancia d = 2t + 1, entonces: o bien
n=23yd="7,0bienn=2"—1, para algin r > 2 y d = 3.

Si un cédigo lineal tiene largo n y distancia d = 2¢ + 1, entonces por el Teorema 3 vale que
C corregira todos los patrones de error de peso < ¢t = (d—1)/2. Luego, cada palabra de largo n
y peso < t es un lider de clase médulo C'. Hay exactamente (7) + (1) +- -+ (7) tales palabras.
Pero este es precisamente el niimero de clases médulo C, si C' es perfecto. Acabamos de probar

el siguiente teorema.

Teorema 27. 5i C es un codigo perfecto de largo n y distancia d = 2t+1, entonces C' corregird
todos los patrones de error de peso < t, y ningun otro patrén de error.

El Teorema 27 afirma que cada una de las 2" palabras de K" yace a una distancia < t de
exactamente una palabra-cédigo. Esta propiedad nos permite, por ejemplo, contar el nimero
de palabras-cédigo de peso minimo no nulo en un cédigo perfecto.

Un cddigo perfecto que corrige todos los patrones de error de peso < t es llamado un cddigo
perfecto t-corrector (o sea, corrector de t errores). Del Teorema 26, los tnicos valores posibles
parat son t =1yt = 3. Examinamos el caso t = 1 en la préxima seccion.

3.3. Cébdigos de Hamming

Presentamos una importante familia de codigos para los que sera facil codificar y decodificar,
y que corrigen un error por vez.

Un cédigo de largo n = 2" — 1, (r > 2), y que tenga una matriz de control de paridad cuyas
filas consisten de vectores no nulos de largo r es llamado cddigo de Hamming de largo 2" — 1.
Ejemplo. Una posibilidad para matriz de control de paridad de un cdédigo de Hamming de
largo 7, (r = 3), es

Il
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[111]
110
101

H= |01
100
010

001 |

Por el Algoritmo C de la pdgina 46, tenemos que una matriz generadora para este c6digo es

1000111
0100110
0010101
0001011

G =

Luego, este cédigo tiene dimensién 4 y contiene 2* palabras. El Teorema 16 de la pagina 61
puede ser usado para deteminar la distancia del cédigo, la cual es 3. La razén de informacién es
4/7. En los ejercicios, codificamos algunos mensajes usando este cddigo. Hay otras posibilidades
para la matriz de control de paridad para un cédigo de Hamming de largo 7, pero todos producen
cédigos equivalentes.

Como la matriz de control de paridad H de un cédigo de Hamming C' contiene todas las r
filas de peso 1, entonces las r columnas de H son linealmente independientes. Luego, un cdédigo
de Hamming tiene dimension 2" — 1 —r y contiene 2% ~1=" palabras.

La matriz H no posee ninguna fila que sea nula, de modo que H no posee un conjunto lineal-
mente dependiente formado por una sola fila. Luego, C' tiene distancia al menos 2. Tampoco
hay dos filas distintas en H que sean iguales, de modo que H no posee un conjunto linealmente
dependiente formado por dos filas distintas. Luego, C' tiene distancia al menos 3. Pero H con-
tiene las filas v; = 100...0,v = 010...0 y v3 = v; + v = 110...0, que forman un conjunto
linealmente dependiente. Luego, por el Teorema 16, un cddigo de Hamming C' tiene distancia
3.

Ahora bien, paran=2"—1yd=2t+1=3 (oseat =1):

on on 2271 221 S
G+ G+ T T2zl ’

0 1
de modo que los cédigos de Hamming son cddigos perfectos. Mds aun, por el Teorema 27,
codigos de Hamming son cddigos perfectos 1-correctores.
Es facil construir un AED para un cédigo de Hamming. Todas las palabras de largo 2" — 1
y peso 1 son patrones de error que se corrigen, y por lo tanto deben ser lideres de clase. Si e
es un patrén de error, entonces e suma todas las filas de la matriz de control de paridad H
correspondientes a las posiciones en las cuales los errores acontecen. Como H tiene 2" — 1 filas,
esto nos provee el siguiente arreglo como un AED para c6digo de Hamming;:

Lider de clase ‘ Sindrome
000...0 00...0
Iy H

Ejemplo. Decodifiquemos w = 1101001 para el cdédigo de Hamming del ejemplo anterior. El
sindrome es wH = 011, que se presenta como la cuarta fila de H. Entonces, el lider de clase u
es la cuarta fila de I7: w = 0001000. Luego, decodificamos w como w + u = 1100001.
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Ejercicios.

13. Halle una matriz generadora en forma estandar para un cédigo de Hamming de largo 15.
Luego, codifique el mensaje
11111100000.

14. Construya un AED para un cédigo de Hamming de largo 7 y tdselo para decodificar las
siguientes palabras:
(a) 1101011 (b) 0011010 (c) 0100011
(d) 1111111 (e) 0101011 (f) 0001011

15. Construya un AED para un cédigo de Hamming de largo 15 y tselo para decodificar las
siguientes palabras:
(a) 01010 01010 01000 (b) 11110 00101 10110
(¢) 11100 01110 00111 (d) 11100 10110 00000
(e) 00011 10100 00110 (f) 11001 11001 11000

16. Muestre que cada una de las siguientes matrices es una matriz de control de paridad para

un cédigo de Hamming de largo 7, y que los cédigos son ambos equivalentes al dado en
el dltimo ejemplo.

[001] [100]
010 110
011 111
H' = |100] H"= |01
101 101
110 010
111 001

17. Pruebe que todos los cédigos de Hamming que tienen el mismo largo son equivalentes.

18. ;Es la siguiente matriz la transpuesta de la matriz de control de paridad para un codigo
de Hamming de largo 157

100011011101000
111001000111110
010110010111101
100010101100111

HT =

19. Muestre que el cédigo de Hamming de largo 2" — 1 para r = 2 es un cédigo trivial.

20. Use el cédigo de Hamming de largo 7 del ultimo ejemplo y la asignacién de mensajes del
Ejercicio 37 de las paginas 52 y 53 para decodificar el siguiente mensaje recibido: 1010111,
0110111, 1000010, 0010101, 1001011, 0010000, 1111100.
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3.4. C(Cbdigos extendidos

A veces, acrecentar el largo de un cédigo con un digito adicional, o tal vez varios digitos
adicionales, resulta en un nuevo cédigo con deteccién o correccién de error mejorada, que
compensa por una razén menor de informacion de error. Consideremos una posibilidad sencilla
en esta seccion.

Sea C un cddigo lineal de largo n. El cédigo C* de largo n + 1 obtenido de C' al agregar un
digito extra a cada palabra de C para hacer que cada palabra en el nuevo cédigo tenga peso
par, es llamado cddigo extendido de C.

En el ejemplo de la pagina 9 se construyd un cédigo extendido de Cy y el lector hizo lo
mismo para C3 en el Ejercicio 8 de esa pagina.

Si el cédigo original C' tiene una k X n matriz generadora G, entonces el cédigo extendido
C* tiene matriz generadora k x (n+ 1)

G =[G,

donde la tultima columna b, que se coloca luego de G en G*, hace que cada fila tenga peso par.
Una matriz de control de paridad H* para C* puede ser construida a partir de G* usando
el Algoritmo C. Pero existe una forma més facil de construir tal H* a partir de una matriz de
control de paridad H de C. Con este procedimiento, el cédigo extendido C* tendra matriz de
control de paridad
e[t

01

donde j es vector columna, o matriz n x 1, con todas sus entradas valiendo 1. Nétese que H*
es una matriz (n + 1) x (n + 1 — k). Como H tiene rango n — k, la dltima fila de H* asegura
que H* tiene rango n — k + 1. Mds atn,

G H* =[G, 1] {Igﬂ — [GH,Gj + V.

Ahora bien, GH = 0, y GGj suma los unos en cada fila de G. De la definicién de b se sigue que
Gj+b=0. Por lo tanto, G*H* = 0. Por el Teorema 12 de la pagina 54, G* y H* son, de hecho,
las matrices generadora y de control de paridad, respectivamente, para el cddigo lineal C*.
Ejemplo. Sea C' el cddigo lineal con matriz generadora

10010
G = |01001
00111

Entonces,
10
01
H= |11
10
01

es la matriz de control de paridad para C, por el Algoritmo C. De modo que las matrices
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generadora y de control de paridad para el cédigo extendido C* son

101

10010]0 ?}H

G = | 010010 ¥ H* = | o)
001111 o1l1

00]1

Si v es una palabra en el codigo original C'y si v* es la palabra correspondiente en el cédigo
extendido C*, entonces

o [ w), si w(v) es par
w(v*) = { w(v) +1, siw(v) es impar

Por lo tanto, si la distancia d de C' es impar, entonces la distancia de C* es d + 1, pero si d
es par, entonces la distancia de C* es todavia d. Asi, un cédigo extendido tiene algin interés
s6lo cuando d es impar, en cuyo caso no corrige més errores que C, pero detecta un error mas.
Nétese que no vale la pena en extender un cédigo un par de veces.

Ejemplo. Supongamos que C' tiene distancia d = 5. Entonces C* tiene distancia d* = 6. Por
el Teorema 2 de la pagina 27, C' detecta todos los patrones de error no nulos de peso < d—1 =4,
y C* detecta todos los patrones de error no nulos de peso < d* — 1 = 5. Por el Teorema 3 de
la pagina 30, C' corrige todos los patrones de error de peso < |(d —1)/2] = [4/2]| =2,y C*
corrige todos los patrones de error de pesos < |(d* — 1)/2] = [5/2] = 2.

Ejercicios.

21. Halle las matrices generadora y de control de paridad para un cédigo extendido de Ham-
ming de largo 8.

22. Construya un AED para un codigo extendido de Hamming de largo 8 y tselo para deco-
dificar las siguientes palabras:

()10101010 (b) 11010110 (c) 11111111
23. Muestre que un cédigo extendido de largo 8 es auto-dual (o sea, muestre que C' = C1).

24. Halle una férmula para la distancia d* de un cddigo extendido C* en términos de la
distancia del cédigo original C.

25. Sea C' un cédigo de Hamming de largo 15. Halle el nimero de patrones de error que C*
corregira por el Teorema 2. ;Cudntos patrones de error corrige C*?
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CAPITULO 4
De como se acotan los
polinomios binarios

Hallamos conveniente representar cddigos en términos de polinomios. Para ello,
revistamos conceptos necesarios sobre polinomios (en una indeterminada z que se conoce
también como incégnita o variable).

4.1. Polinomios y palabras

Un polinomio de grado n sobre K es una expresion ag + a1x + agx?® + - - + a,z", don-
de ag,ay,as,...,a, son elementos del cuerpo K. El conjunto de polinomios sobre K es de-

notado K[z]. Elementos de K[z] son denotados sucintamente, por ejemplo, por medio de
f(x),g(x), h(z),p(z), etc. Ademds, el grado de un polinomio f(z) es indicado gr(f(z))

Sumamos y multiplicamos los polinomios sobre K en forma usual, excepto que como 1+1 =
0, tenemos que z* + 2% = 0. Por lo tanto, el grado de f(z) + g(z) no es necesariamente

mix{gr(f(z)), gr(g(x))}-
Ejemplo. Sean f(z) =1+xz+2°+2* g(x) =2+ 22+ 2% y h(z) = 1 + 22 + 2*. Entonces,

1. f(z)+g(x) =1+ 2% + 2%
2. f(z)+ h(x) = 2 + 22 + 2%
3. fla)gle) =+ +2*)+a(@+a?+2) + 3@+ + %) + 2tz +2? + ) =z + 2"
Ejercicios.
1. Halle la suma y el producto de cada uno de los siguientes pares de polinomios sobre K:
a) f(z) =2+ 2%+ 27, h(z) =1+ 2%+ 2% + 2%
b) fla) =142+ 2°+ 25+ 23 h(z) =1 + 2% + 2%
¢) flz)=14z,h(x)=1+z+2%+ 23+ 2%
2. Sea f(z) =1+ x. Halle
(a) (f(2))* (b) (f(x))* (c) (f(2)™.

3. Repita el Ejercicio 2 para f(z) =1+ z + 22
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4. Liste todos los polinomios sobre K de grado n, paran=0,n=2,n=3y n =4.
5. Halle el ntimero de polinomios sobre K de grado a lo sumo 10.

6. Para cualesquiera polinomios f(z) y g(z) sobre Kz],

(f(@) +g(2))* = (f(x))* + (9(x))*,
pues ¥ + 2¥ = 0. { Existe alguna regla especial sobre K[z] para

a) (f(z)+g(2))"?
b) (f(z) +g(x))*?
¢) (f(x)+ g(x))", para cualquier entero positivo n?
El proceso usual de division larga funciona para polinomios sobre K en forma similar a como
funciona para numeros racionales.

Algoritmo de Divisién: Sean f(z),h(z) € K[z] con h(z) # 0. Entonces, existen polino-
mios unfvocamente determinados ¢(z) y r(x) tales que

f(@) = q(x)h(z) + r(z),

con r(xz) =06 gr(r(x)) < gr(h(x)).

El polinomio ¢(x) es llamado cociente de la divisién, y r(z) es llamado resto de la division.
Un procedimiento para hallar cociente y resto cuando f(z) es dividido por h(z) es el de divisién
larga, pero con la aritmética entre coeficientes considerada médulo K.

Ejemplo. Sea f(z) =z +a2?+ 2%+ 2"+ 2% y h(z) = 1+ 2 + 2 + z*. Entonces,

2® 42 428 +2? 42 4?41
28 425 +a2d 4ot xt + 23

7 42b 4zt 42 o

.177 +1.5 +I4 +1.3

23 42?2 4

Luego, el cociente de esta divisién es ¢(z) = z®+z* y el resto correspondiente es r(z) = z+22+
z3. Podemos escribir f(z) = h(z)(z®+2*)+(z+x2+23). Nétese que 3 = gr(r(z)) < gr(h(z)) = 4.
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Ejercicios.

6. Halle el cociente y el resto cuando h(z) es dividido por f(z), para cada uno de los pares
de polinomios del Ejercicio 1.

7. Halle el cociente y el resto en cada {tem abajo, cuando h(z) es dividido por f(z).

a) flx) =2 +a®+a* + 2% h(z) =1+ 2°

b) f(z)=1+20 h(z)=1+2°

¢) fl)=1+a" h(z)=1+z+2°

d) flz)=1+2% h(z)=1+2*+ 25+ 27 + 28

El polinomio f(z) = ag + a1z + agz® + - -+ + a, 12" ! de grado a lo sumo n — 1 sobre K
puede ser considerado como la palabra v = aga; .. .a,_1 de largo n sobre K". Por ejemplo si
n==71,

Polinomio ‘ Palabra
1+z+22+2* | 1110100
1+ 2%+ 2%+ 25| 1000111

14+ x4+ 23 1101000

Luego, un cddigo C de largo n puede ser representado como un conjunto de polinomios sobre
K de grado a lo sumo n — 1.

Es conveniente, para propositos de representacién de palabras por medio de polinomios, el
numerar los digitos de una palabra de largo n desde 0 hasta n — 1, més bien que desde 1 hasta
n. Por ejemplo, la palabra agajasas de largo 4 es representada por el polinomio ag + ayx +
asx? + azz®, de grado 3.

Ejemplo. El cédigo C presentado en la columna izquierda del arreglo abajo esté representado
por los polinomios en el lado derecho:

Palabra-codigo Polinomio
c c(x)
0000 0
1010 1+ 22
0101 T+ 23
1111 14z +224+2°

Ejercicios.
8. Represente cada palabra de C en los siguientes c6digos por medio de un polinomio:

a) C ={000,001,010,011}

b) C = {00000,11111}

¢) C =0000,0001,1110}

d) C = {0000,1001,0110, 1111}

e) C = {00000,11100,00111,11011}.
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9. Escriba el cédigo de Hamming de largo 7 generado por la matriz G, y luego represente
este c6digo por medio de polinomios.

1000111
0100110
0010101
0001011

En el Ejercicio 7, el lector computé el resto r(z) cuando f(x) = 22 +2° +z* +2® era dividido
por h(z) = 1+ 5. El resultado fue r(x) = 2% + 2% Por el Algoritmo de Divisién, 7(z) tiene
grado menor que el grado del divisor h(z).

Decimos que f(z) mddulo h(x) es igual a r(x) si r(z) es el resto de dividir f(z) por h(z).
Maés atin, decimos que dos polinomios f(z) y p(x) son equivalentes mddulo h(z) si ellos tienen
el mismo resto cuando son divididos por h(z), o sea, si

f(z) méd h(z) =r(z) =p(z) méd h(z).

Indicamos esto por medio de
f(z) = p(z) (mod h(x)).

Ejemplo. Sea h(z) =1+2%y f(z) =1+ 2* + 2° + 2'!. Entonces, dividiendo f(x) por h(z)
nos da r(z) = 1+ x. Decimos que r(z) = f(z) mdd h(zx).

En forma similar, si p(x) = 1+ 25, entonces 1 + 2 = 1+ 2% mdd (1 + 2°), y escribimos
p(@) = f(z) (mod h(z)).
Ejemplo. Sea h(z) = 1+ 2% + 25 Computando f(z) mod h(z), con f(z) =1+ 2%+ a5+
2% 4+ 211 hallamos el resto 7(z) = x + 2*, y de aqui z + 2 = f(z ) méd h(z). Nétese que
si p(x) = 2 + 28, entonces p(x) méd h(x) = 1 + 3. Luego, p(z) y f(x) no son equivalentes
médulo h(z).

La suma y la multiplicacién de polinomios son compatibles con la equivalencia de polinomios
definida arriba. O sea:

Lema 28. Si f(z) = g(x)(mod h(z)), entonces

f(@) +p(x) = g(x) + p(x)(mod h(z))

Y
F@)p(e) = glx)p(x) (mod h(x).
o ) s T e e e W ). s,

F(@)+p(@) = qr(@)h() + r(2) + ga(a)h(x) + s(z)
= (@) + @(e)h(z) + r(z) + s()

Luego, r(z) + s(z) = f(x) + p(z) méd h(z), pues
gr(r(z) + s(z)) < gr(h(z)). (;Por qué?). Argumentos similares muestran que r(z)s(z) =
g(x)p(x) méd h(z). Dejamos los argumentos restantes como ejercicios. O
Ejemplo. Sea h(x) =1+2° f(z)=1+z+2",g(x) =1+2z+ 2%y p(x) =1+ 25, de modo
que f(z) = g(z) (mod h(x)). Entonces,

f@) +px) =2+ 2% + 27
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g(x) + p(x) = x4+ 2 + 2°
pero
(x+2°+27) méd h(z) =2* = (v + 22+ 2% mbd h(z).

Del mismo modo,
(I+z4+2")(1+2°% méd h(z) =1+2° =1+ +2°)(1+2°% méd h(z).
Nétese que 1+ 2 = (1 + 2% mdd h(z). Entonces tenemos

(1+z+27)(1+2°% (1+z+2%)(1+ 2%

=(14+z+22)(1+2)=1+2° (mod h(x)).
Ejercicios.
10. Sea h(z) =1+ 2® + a5 Compute f(x) méd h(z) y su correspondiente palabra, cuando:
a) f(z) =1+ + 2%
b) f(x) =z +a* + 27 + a8,
¢) f(z)=1+2".

11. Sea h(z) = 1+ 27. Compute f(z) méd h(z) y p(z) méd h(x), y decida si f(z) =
p(z) (mod h(z)), cuando:

a) f(z) =1+2%+2% p(x) =2 +2° +27;
) f(z) =2 +a®+a% p(r) =2 +2° + 2% + 21
) f

(x)=1+2,p(x) =z +2".

>

¢
12. Sea h(z) =1+ 2". Compute (f(x)+ g(z)) méd h(z) y (f(x)g(x)) méd h(zx), donde
a) f(z) =1+a°+2% g(z) =1+

b) f(x)=1+2°+2%g(x) =z + 22 +27;

¢) fl@)=1+a+a2% g(x) =14z + 2%

13. Pruebe que si f(z) = g(z) (mod h(z)), entonces f(z)p(z) = g(x)p(x) (mod h(z)).

4.2. Introduccién a los codigos ciclicos

Comenzamos el estudio de una clase de cdédigos llamados cddigos ciclicos. En un momento
dado estaremos preparados para usar nuestro conocimiento sobre estos codigos ciclicos para
construir una matriz generadora que corrija dos o mas errores. Veremos también que los codigos
de Hamming son cdédigos ciclicos.

Sea v una palabra de largo n. Decimos que el traslado ciclico n(v) de v es la palabra de
largo n obtenida a partir de v al tomar su ltimo digito, moviéndolo al comienzo de v, y siendo
todos los demas digitos movidos una posicién hacia su derecha. Por ejemplo,

v | 10110 | 111000 | 0000 | 1011
7(v) [ 01011 | 011100 | 0000 | 1101
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Decimos que un cédigo C' es ciclico si el traslado ciclico de cada palabra de C' es una palabra
de C.

Ejemplo. El cddigo lineal C' = {000,110, 101,011} es un cddigo ciclico. Computamos m(v),
para todo V € C"

7(000) = 000, 7(110) = 011, x(101) = 110, x(011) = 101.

Como 7(v) esta también en C para cada v € C, vale que C' es ciclico.
Ejemplo. Veamos que el cédigo C' = {000,100,011,111} no es ciclico: el traslado ciclico de
v =100 es 7(100) = 010, que no estd en C.

Lema 29. 7(v + w) = 7(v) + n(w) y 7w(av) = an(v), donde v,w € K* y a € K. Luego, para
mostrar que un cédigo lineal C' es ciclico, basta mostrar que w(v) € C para cada palabra v en
una base de C'.

Demostracion. Siv = (vg,v1,...,0p-1) Yy W = (Wo, Wy, ..., w,_1) entonces v+w = (vo+wp, v1+
Wi,y Upeg + Wye1) Y TV 4 W) = (V1 + Wy, Vo + Wo, « .+, Vg + Wp—o) = w(v) + T(w).
Ejemplo. En el primer ejemplo de esta seccién, {110,101} es una base de C. Como 7(110) =
011 y w(101) = 110 estdn en C, entonces C es un c6digo ciclico lineal.

Si deseamos construir un cédigo ciclico lineal C'; entonces tomamos una palabra v, for-
mamos el conjunto S que consiste de v y de sus traslados ciclicos sucesivos, o sea S =
{v,7(v),72(v),..., 7 1(v)}, vy definimos C' como la expansién lineal de S; o sea C = (S).
(Usamos la notacién 7%(v) = 7(r(v)), 73(v) = n(x(w(v))), etc.) Como S contiene una base de
C, luego C debe ser ciclico, por el Lema 29.

Ejemplo. Sean =3y v = 100. Entonces S = {v,7(v ) w2 (v)} = {100 010,001} y (S)=K3.
Nétese que si w = agv + a17(v) + aem?(v), entonces w(w) = apm(v) + a17?(v) + agm®(v) =
agv + agr(v) + aym(v).

Ejemplo. Sea n = 4 y v = 0101. Entonces w(v) = 1010 y 7%(v) = 0101 = v. Luego,
S ={0101,1010} y C = (S) es el cddigo ciclico C' = {0000,0101, 1010, 1111}.

Si una palabra v y sus traslados ciclicos sucesivos forman un conjunto S = {v, 7(v),..., 7" 1(v)}

que expande el cédigo C' (de modo que C' = (S)), entonces decimos que v es un generador del
cédigo ciclico lineal C'. Como todo cddigo ciclico lineal que contiene a v debe contener a todo
S, decimos que C' es el menor c6digo ciclico lineal que contiene a v. Vale la pena notar que un
c6digo ciclico lineal puede tener muchos generadores.

Ejercicios.

14. Halle una base para el menor cédigo ciclico lineal de largo n que contenga a v:

a) v=1101000,n =T,
b) v =010101,n = 6;
¢) v =11011000,n = 8.

15. Halle todas las palabras v de largo n tal que 7(v) = v.

16. Halle todas las palabras v de largo 6 tales que
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Los coédigos ciclicos tienen una representacién conveniente en términos de polinomios. Esta
representacion estda basada en la simple observacion de que si la palabra v corresponde al
polinomio v(z), entonces el traslado ciclico 7(v) de v corresponde al polinomio zv(z) mdéd 1+
2™. Nétese que en general 1 = 2" (mod 1+ ™).

Ejemplo. Si v = 100, entonces v(x) = 2° = 1, y w(v) = 010 corresponde a zv(z) = x. Del
mismo modo, si v = 1101 entonces v(z) = 1 + z + 2®, y 7(v) = 1110 corresponde a zv(z)
méd 1+ a* =1+ 2+ 22

Nos referimos a los elementos del un cdédigo ciclico no sélo como palabras sino también
como polinomios. Luego, podemos poner la discusién hecha arriba en términos de polinomios.
Dada una palabra v de largo n, indicamos con v(x) el polinomio correspondiente a v. Entonces,
los traslados ciclicos sucesivos de v corresponden a los polinomios xv(z) méd 1 + z™, para
1=0,1,...,n—1.

Ejemplo. Sea v = 1101000 y n = 7. Entonces v(z) = 1 + x + 2. Computamos x'v(z) para
1 <7 <6 en la siguiente tabla de representaciones polindémicas de traslados ciclicos sucesivos:

Palabra | Polinomio mod ( 1+ 27)
0110100 | a2v(z) = x + 2* + 2*
0011010 | 22v(z) =
0001101 | x3v(x)
1000110 | z*v(z) = 2* +2° + 2" =1+ 2* + 2° (mod 1+ 27)
“v(z)
Sv(z)

0100011 | 25v(z) = 2° + 25 x4+ 25+ 25 (mod 1+ 27)
1010001 | z%v(z) = 2%+ 27 + 2% = 1 + 2% 4+ 25 (mod 1 + 27)

+
H00
e

Claramente, si ¢(x) € ({v(x), zv(z),..., 2" v(z)}) (reduciendo cada producto mod 1+z"),
entonces
c(x) = (apv(x) + azv(z) + - + ap 12" w(z)) méd 1+ 2
= (ag + @1z + asx® + - -+ + ap_12" Ho(x) méd 1+ z"
=a(z)v(z) méd 1+ 2™
Por lo tanto, obtenemos el siguiente resultado.

Lema 30. Sea C un cddigo ciclico lineal y sea v € C. Entonces para cada polinomio a(x),
c(z) = a(z)v(z) méd (1+z™) es una palabra de C.

Entre todas las palabras no nulas en un cédigo ciclico lineal ', existe una tunica palabra
g € C tal que g(z) tiene grado minimo, como el siguiente argumento indica. Es claro que
existe en C' al menos una palabra o polinomio de menor grado. Si dos palabras no nulas g y ¢’
corresponden a polinomios g(z) y ¢'(z) de grado minimo &, entonces g(x) + ¢'(x) = ¢(z) € C,
(pues C es lineal), y gr(c(z)) < k (pues z¥ + 2% = 0). Como g es una palabra no nula de grado
minimo, gr(c(z)) < k quiere decir ¢(z) = 0, de modo que g(z) = ¢'(z), y asi g(z) es tnica.

Definimos el polinomio generador del cédigo ciclico lineal C' como el inico polinomio no nulo
de peso minimo en C. De la discusiéon pasada, sabemos que es unico. Pero, ;jes realmente un
generador?

Para ver esto, debemos mostrar que para cualquier palabra c¢(z) en C existe a(z) tal que
c(z) = a(x)g(xr) mdéd 1+ z™. De hecho, mostraremos que ¢(z) = a(z)g(z). Como gr(c(z)) >
gr(g(z)), tenemos por el Algoritmo de Divisién que:

c(x) = q(x)g(x) + r(x)

r(z) = q(z)g(x) + c(z).
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Sin embargo, ambos polinomios, ¢(x) y ¢(z)g(z), son palabras de C por el Lema 30 y entonces
también r(x) es palabra de C'. Pero, por el Algoritmo de Divisién, r(z) = 06 gr(r(z)) < gr(g(z)).
Como la tltima opcién es imposible salvo si r = 0, concluimos que r(z) = 0, y luego, g(x) es
divisor de toda palabra c(z) € C.

Teorema 31. Sea C' un cddigo ciclico de largo n y sea g(z) su polinomio generador. Si k =
n — gr(g(z)), entonces

1. C tiene dimension k,

2. las palabras cédigo correspondientes a g(x), xg(x),. ..,

¥ tg(x) forman una base de C, y

3. ¢(x) € Csiysolo sic(x) = a(x)g(x), para algin polinomio a(z) con gr(a(x)) < k, (o sea,
g(x) es un divisor de cada polinomio c(z)).

Demostracion. La discusion previa al enunciado del teorema demuestra (3). Si g(x) tiene grado
n — k, entonces g(x), zg(x),..., z*"1g(x) deben ser linealmente independientes. (;Por qué?).
Como g(r) divide cada palabra-cédigo, existe un tinico polinomio a(x) = ag+a;x+- - -+ap_175*
tal que c¢(x) = a(z)g(x) = apg(z) + ayxg(x) + -+ + ax_125 1g(z). Por lo tanto, c(x) estd en
Hg(z),zg(z), ..., 2*1g(2)}), y luego, {g(x),zg(x),..., 2" 1g(x)} es una base de C. O
Ejemplo. Sean =77y g(z) = 1+ x + 2* un polinomio generador para el cédigo ciclico C.
Una base de C' es

gz) =1+z+a> < 1101000
zg(z) =x+22+2* <+ 0110100
2lg(z) =a?+2%+25 < 0011010
23g(z) =23 +2t+2% <« 0001101

Nétese que zg(x) méd 1 + 27 = 1 + x* + 2° es una palabra-cédigo, pues 1 + z* + 2° =
(I+z+2)(1+z+2%) = (1+z+2H)g(x).

Ejemplo. Sea C el cédigo ciclico {0000,1010,0101,1111}. El conjunto de polinomios corres-
pondiente es {0,1 + 22,z + 2%, 1 + x + 22 + 2°}. Nétese que 1 + 22 < 1010 es el polinomio
generador de C, pues C' contiene s6lo un polinomio de grado 2 y ninguno de grado 1. Ademas,
cada palabra (polinomio) en C' es un miltiplo del polinomio generador:

0
1+ a2

x?), v+ =x(l+2?),

0(1
1 22), 14+ax+22+23 =1 +2)(1+22).

+
(1+

Ejemplo. El cédigo ciclico lineal més pequefio C' de largo 6 que contiene g(x) = 1 + 2°
100100 es

{000000, 100100, 010010, 001001,110110,101101,011011, 111111}
Esto puede ser verificado con las técnicas descritas arriba. El polinomio de menor grado que
representa una palabra en C' es encontrado por inspeccién: g(z) = 1+ 23, y C no contiene otro

polinomio de grado 3. Luego, g(x) = 1 + 2% es el polinomio generador de C. Representamos
cada palabra no nula en C' como un multiplo de g(z) en la siguiente tabla de palabras cédigo
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que son multiplos del polinomio generador:

Palabra Polinomiof(z) Factorizacién h(z)g(x) de f(z)
100100 I+2° 1(1+27)
010010 x + (1 + %)
001001 z? 4 2° 22(1 + %)
110110 l+ax+a3+at (I+2)(1+2°%)
101101 1+a2?+ 2% +2° (1+2?)(1+2%)
011011 rz+xi+at +2° (z +22)(1+2°)
11111 [ 142z +2? +2® + 2t +ab I+z+2%)(1+2%)

Podemos generar cédigos ciclicos de forma bastante facil tomando una palabra v y poniendo
C = {{v(x), 2v(x), . . ., 2" "w(x)}) (mod 1 + 2™). Sin embargo, precisamos hallar el polinomio
generador para tal codigo, por lo que listar todas las palabras cédigo no es un abordaje
razonable. El polinomio generador para un cédigo ciclico tiene una propiedad importante:

Teorema 32. g(x) es el polinomio generador de un cddigo ciclico lineal de largon siy solo si g(z)
divide 1 + ", (de modo que 1 + z" = h(z)g(x)).

Demostracion. Por el Lema 30, ¢(z) = h(z)g(z) (mod 1 + z") implica que ¢(z) = h(z)g(z) +
q(x)(1 + z™) es una palabra-cédigo, para cada polinomio h(z). Por el Algoritmo de Divisién, g(x)
dividird cada palabra-cédigo c(x) siy solo si divide 1 + z™. De aqui, por el Teorema 31, g(z) es el

polinomio generador de un cédigo ciclico de largo n si 'y solo si g(z) divide 1 + z™. O

Corolario 33. El polinomio generador g(x) del cddigo ciclico lineal mds pequeno de largo n
que contenga la palabra v (polinomio v(x)) es el mdzimo comin divisor de v(z) y 1+ 2™, (o
sea, g(z) = med(v(z),1 +2")).

Demostracion. Si g(x) es el polinomio generador, entonces g(z) divide ambos v(z) y 1 + z".
Pero g(x) se halla en

({v(@), zv(2),.... 2" o(@)}),
por lo que tenemos:
g(x) = a(z)v(z) méd 1+ 2"

o equivalentemente por el Algoritmo de Divisién:
9(x) = a(z)v(z) + b(z)(1 + 2").

Luego, cada divisor comtin de v(z) y 14 2™ debe dividir g(z). Luego, g(z) es el mdximo comuin
divisor citado. 0O
Ejemplo. Sean =8y v = 11011000. Luego, v(x) = 1+ +2°+2*. El miximo comtin divisor
de v(z) y 1+ 2" =1+ 2% es 1 + 2% Entonces, g(x) = 1+ 22, y el menor cédigo ciclico lineal
que contiene a v(z) tiene dimensién 6 y g(z) como polinomio generador.

El algoritmo de Euclides para computar el maximo comun divisor de dos polinomios,
(verApéndice B), puede usarse en estas circunstancias. Otro abordaje alternativo para hallar el
polinomio generador de un cddigo ciclico de largo n y dimensién £ usa simplemente reduccién de
filas de matrices. Si tomamos una base (o matriz generadora) y la ponemos en forma escalonada
reducida (o en FER) con las primeras k columnas como columnas lideres, entonces la fila
(palabra-c6digo) de menor grado serd el polinomio generador.

Ejercicios.
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17. Halle el polinomio generador del cédigo ciclico lineal més pequeno que contenga la palabra:

a
b
c
d

010101;
010010;
01100110;
0101100;
¢) 001000101110000;
£) 000010010000000;
g) 010111010000000.

—_ — — D D

18. Halle el polinomio generador del menor cédigo ciclico lineal que contenga la palabra

(a) 101010 (b) 1100
(¢) 10001000 (d) 011011
(e) 10101 (f) 111111

19. Para cada cddigo C' = (S), halle el polinomio generador g(z), y luego represente cada
palabra en C' como multiplo de g(z):

a) S ={010,011,111};

b) S = {1010,0101,1111};

¢) S=0101,1010,1100};

d) S = {1000,0100,0010,0001};

e) S = {11000,01111,11110,01010}.

4.3. Las matrices G y H para cédigos ciclicos

Podemos hallar varias matrices generadoras para cédigos ciclicos lineales. La mas simple es
la matriz en la cual las filas son las palabras cédigo correspondientes al polinomio generador y
a sus primeros k — 1 traslados ciclicos sucesivos (ver Teorema 31).

Ejemplo. Sea C' = {0000,1010,0101,1111} el cédigo ciclico lineal. El polinomio generador
para C es g(z) = 1+ 22. Aqui, n =4 y k = 2, de modo que una base de C' consiste de

g(x) =1+ 22 1010, zg(z) = = + 2* < 0101,

como puede verificarse facilmente. Una matriz generadora para C'es
G_ g(z) | _ [1010
zg(x) 0101|"
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Ejemplo. Sea C un cédigo ciclico lineal de largo n = 7 con polinomio generador g(z) =1 + x +
23de grado n — k = 3. Entonces, k = 4, de modo que una base de C'es

glx) = 14+ax+a3
zg(z) = z+2>+2*
22g(x) = 2?4+ 23+ 25
2g(z) = 2®+at+a"

y una matriz generadora para C' es

1101000
0110100
0011010
0001101

Sea C' un cddigo ciclico lineal de largo n y dimensién & (de modo que el polinomio generador
g(x) tiene grado n — k). La k-upla de digitos de informacién (ag, ay, . ..,ax_1) a ser codificada
puede ser representada por el polinomio a(z) = ag + a;x + - -+ + ap_12"*, llamado polinomio
mensagje o de informacion. La codificacién consiste simplemente en multiplicacién polinomial, o
sea: a(z)g(z) = ¢(z), de modo que, en lugar de almacenar toda la matriz k x n generadora, solo
tenemos que almacenar el polinomio generador, lo cual constituye un mejoramiento significativo
en términos de complejidad de la codificacién.

La operacién inversa a la multiplicacion polinomial es la divisién polinomial. Por lo tanto,
hallar el mensaje correspondiente a la palabra-cédigo ¢(z) més préxima a la palabra recibida
consiste en dividir ¢(z) por g(z), asi recobrando el polinomio mensaje a(z).

Ejemplo. Sea g(z) =1+ +2°yn=7. Entonces, n —k=7—4=3. Sea a(z) =1+ 27 el
polinomio mensaje correspondiente a la palabra a = 1010. El mensaje a(z) es codificado como
c(x) = a(z)g(z), de modo que

cx) =142 +z+2%) =14+ 2% +2°

con ¢ = 1110010 como palabra-cédigo correspondiente.

Si ¢(x) = 14+ o + 2* + 2%, entonces el polinomio mensaje correspondiente es c(x)/g(z) =
a(z) = 1+ 2®, que corresponde con el mensaje a = 1001.
Ejercicios.

20. Sea g(z) = 1 + 2% + 2® el polinomio generador de un cédigo ciclico lineal de largo 7.

a) Codifique los siguientes mensajes polinomiales: 1+ z?, x, x + 2% + 2%.
b) Halle el polinomio mensaje correspondiente a las palabras cédigo c(z): x2 + z* +
221+ o422+ 2t 2%+ 2% + 2 + 2P

21. Halle base y matriz generadora para el cédigo ciclico lineal de largo n con polinomio
generador g(x):

=1+22+23
=1+a*+af
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Un polinomio f(z) € K[z] de grado al menos 1 es irreducible si no es el producto de dos
polinomios sobre Kz], ambos de grado al menos 1. No es fdcil hallar los factores irreducibles
de 14 2™ (que ademds proveerfan todos los factores de 1 4 x™).

El factor 1 de 1+ z™ tiene grado 0, y por lo tanto genera un cédigo ciclico de dimensién n.
Este c6digo ciclico es K™. También como caso especial definimos el cddigo {0}, consistente s6lo
de la palabra nula de largo n, como cédigo ciclico con generador g(z) =0 = 142" méd 1+z".

Denotaremos los c6digos ciclicos lineales K™ y {0} como cddigos ciclicos impropios.

Ejemplo. Paran =3, 1+ 2% = (1+ z)(1 + = + 2?) es la factorizacién de 1 + z* en fac-
tores irreducibles. Luego, existen dos cdédigos ciclicos propios de largo 3. Uno tiene generador
g(x) = 1+ z y matriz generadora
110
G= {011] ’

Este cédigo es C = {000, 110,011, 101}. El otro cédigo tiene generador g(z) =1+ x + 2%y
matriz generadora G = [111], de modo que éste es C' = {000, 111}.

Ejemplo. Para n = 6, factorizamos 1 + 2% en factores irreducibles:
I+2%=(1+2*)? =1 +2)*(1+z+2?)2

Para hallar los generadores de los codigos ciclicos lineales propios de largo 6, formamos todos
los productos posibles de estos factores, excepto 1y 1 + 2%, Cada tal producto es el generador de
un codigo ciclico lineal de largo 6. Estos productos y las dimensiones de los cédigos ciclicos
lineales de largo 6 que ellos generan, son como sigue:

Generador Dimensién
1+ 5
(1+2)2=1+ 22
1+ax+a?
l+z+2°)?=1+22+2"
1+z)(1+2z+2%)=1+28
I+2)2+ax+2)=1+z+23+2*
I+2)1+z+22)?=14+z+22+2°+2* +2°

=N W N

Teorema 34. Sin = 2"s, entonces 1 + 2" = (1 + 2%)%".

Demostracién. Sin = 2s, entonces (1 + 2%)> = 1 + 2% + 2° + 2 = 1 + 2%. Luego, se procede
por induccion. O

Corolario 35. Sean = 2"s, donde s es impar, y sea 1+2x° el producto de z factores irreducibles.
Entonces, existen (2" + 1)* cddigos ciclicos lineales de largo n y (2" + 1)* — 2 cddigos ciclicos
lineales propios de largo n.

Ejemplo. En el peniltimo ejemplo, se mostré que 1 + 23 es el producto de dos polinomios
irreducibles: 1 + 2 y 1 4+ x + x2. Aplicando el Corolario 35 con r = 0y z = 2, hallamos que existen
(20 + 1)% = 4 cédigos ciclicos lineales de largo 3, dos de los cuales son propios, como fue visto en
aquel ejemplo. Ahora bien, para 1 + 2%, tenemos n = 6 = 2!3, de modo que r = 1 - z es todavia 2.
Luego, existen (2 + 1)? = 9 cédigos ciclicos lineales de largo 6, siete de los cuales son propios,
como se ve en el ejemplo previo a este.
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Ejercicios.
25. Halle el nimero de cédigos ciclicos lineales de largo n =4, 5, 7, 14, 15, 56, 120, 1024.

26. Halle los polinomios generadores para todos los codigos ciclicos lineales de largo n, donde
n=4,5.

27. Halle dos generadores de grado 4 para un cédigo ciclico lineal de largo 7.

28. Halle un polinomio generador y una matriz generadora para el codigo ciclico lineal de
orden n y dimensién k, donde

(a) n=12k=5 (b) n=12,k=7
() n=14,k=5 (d) n=14k=6 (¢) n=14k=8.

Podemos hallar todos los c6digos ciclicos, o equivalentemente factorizar 1 4+ ™ por medio de
un procedimiento sencillo. Durante esta discusién, supondremos que n es impar.

El primer paso es generar todos los polinomios /(z) (mod 1+2") tales que I(x) = I*(z) (mod
1+ a™). Estos polinomios son llamados polinomios idempotentes. Es fécil ver que si u(z) y v(z)
son idempotentes, también lo son su suma wu(z)+wv(z) y su producto u(z)v(z) (mod 1+zm).
Luego, necesitamos construir solo el conjunto bdsico de polinomios idempotentes. Para
construirlos, precisamos particionar Z, = {0, 1, ..., n — 1} en clases.

Sea C; = {s = 2/i (mod n)|j = 0,1,...,7 — 1}, donde 1 = 2" méd n.
Ejemplo. Para n =7, tenemos
Co={0},C1={1,2,4} =Cy=Cyy C3={3,5,6} = C5 = Cj.
Para n =9, tenemos
Co={0},C, ={1,2,4,8,7,5} y C3 = {3,6}.

Continuando, para cada clase C; diferente formamos el polinomio

¢(z) = Z 2.

J€C;

Mostraremos que c¢;(xz) es un idempotente y notemos, al pasar, que cualquier idempotente
I(z) (mod 1+ 2™) se expresa como

k
I(z) = Z a;ci(x), donde a; € {0,1}.
=0
Para ver que ¢;(z) es idempotente, ponemos:

ci(r)? = ci(z?) = Z 4 = Z 2% (mod 1+ z™),

j€C; keC;
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y esto vale, pues si j estd en C; entonces también lo estd 25 (mod n).
Ejemplo. Para n =7, tenemos
Co = {0}, de modo que cy(z) =2° =1,
Cy ={1,2,4}, demodo que ¢ (z)=x!+2?+ 2*,
Cs =1{3,5,6}, de modo que c3(z) = a° '
Luego, cualquier polinomio idempotente médulo 1 + 27 puede expresarse como
I(z) = agco(x) + arc1(x) + azes(x), donde a; € {0,1}.
Por lo tanto, tenemos 2% idempotentes diferentes médulo 1+ 27, (pero I(z) = 0 es trivialmente

idempotente).
La conexion entre idempotentes y cédigos ciclicos es la siguiente:

Teorema 36. Todo cddigo ciclico contiene un unico polinomio idempotente que lo genera.
Demostracion. Sea g(x) el generador de un cédigo ciclico C de largo n y sea g(z)h(x) =
142", (donde n es impar). Entonces, med(h(z), g(z)) = 1, y por el Algoritmo de Euclides, (ver
Apéndice B), existen polinomios t(z) y s(z) tales que

1 =t(z)g(z) + s(x)h(x). (4.1)

Multiplicando ambos lados por ¢(x)g(x) da

O sea

Luego, t(z)g(z) es un idempotente y
g(x) = med(t(z)g(z), 1+ 2").

Multiplicando ambos lados de la relacién (1) por g(z) se obtiene que g(z) es a su vez un multiplo
médulo 142" de t(z)g(x). Por lo tanto, el idempotente ¢(x)g(x) también es un generador de C'. o

Ejemplo. Para hallar todos los cédigos ciclicos de largo 9, hallamos sencillamente los po-
linomios idempotentes y luego los polinomios generadores correspondientes. Como

Co={0},Cy = {1,2,4,8,7,5},C5 = {3,6},

tenemos
(@) =1e1(x) =x+ 2> + 2" +2° + 27 + 2% c3(2) = 2° + 25,

I(z) = apco(z) + are1 () + ases(x).
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Idempotente Generador
I(z) g(z) = med(I(z),1 + 2°)
1 1
r+a?+at+25+ 27 + 28 L+a+a®+ 2t 42 + a7
a3 4 b 1423
l+z4+22+2t+2°+27+28 1424 22
1423+ a8 14 2% +ab
r+a?+ 23+t + 2%+ 2% 27+ 2B 14z
l+z+22+23+2* +2° +254+ 2"+ 2% | Es el mismo polinomio

Ejercicios.

29. Halle todos los idempotentes médulo 1+2z™ y los polinomios generadores correspondientes
paran =5, 7,11, 15, 31.

4.5. (Cdbdigos ciclicos duales

Otro hecho util acerca de los cédigos ciclicos es que sus cédigos duales también son ciclicos.
De hecho, daremos un procedimiento para construir el polinomio generador de un cédigo dual.
Que el dual de un cédigo ciclico es ciclico sigue directamente del hecho de que si a - b = 0,
entonces 7(a)-m(b) = 0, (donde 7 es el traslado ciclico), como lo muestra el siguiente argumento.
(Nétese que a-b = agby+arby+ - -+ an_1by_1 y w(a) - 7(b) = arby +asbas+- - an_1b,—1 + aghy =

a-b=0).

Consideremos el cdigo ciclico C generado por la palabra v. Luego C' = ({v, 7(v), 7(v), . . .,
7Y v)}). Siu € C*, entonces 7(v) - u =0, parai=0,1,...,n — 1. Sin embargo, esto implica
que

7 () - 7(u) = 0,
y luego m(u) es ortogonal a

<{7r(v)77r2(v)7 s 777'”(”)}) =0,

pues 7(v) = v. Como u € C* implica que w(u) € C*, concluimos que C* es ciclico.
Para hallar el generador del cédigo dual, precisamos relacionar el producto de polinomios
con el producto de vectores.

Lema 37. Sia + a(z), b+ b(x) yV + V(z) = 2"(z™!) mdd 1 + 2", entonces a(z)b(x)
méd 1 +z" =0 si y sélo si 78(a)b/ =0, para k=0,1,...,n— 1.

Demostracion. Sea c(x) = a(x)b/(r) méd 1+ z™. Entonces, el coeficiente de z* en c(x) es

Cp = akbo + ak+1bn71 + -+ anflbkﬂkl -+ agbk + -+ ak,1b17

pues ¥ = "% (mod 1 + 2™). Nétese que si @ = (ag,a1,...,0n_1) ¥ b = (bg,b1,..., by 1).
entonces b’ = (b,_1,...,b1,by) y asi, ¢ = 7 (a) - V. Luego, ¢, = 0, para k = 0,1,...,n—1,siy
sélo si ¢(z) =0 = a(x)V/(z) méd 1+ ™. O

Nuevamente, sea C' un cédigo ciclico lineal de largo n y sea g(x) su polinomio generador.
Sabemos que g(z) divide 1+ 2™, y que luego existe un tinico polinomio h(z) tal que 1+ 2™ =
g(z)h(x). Por el Lema 37, sabemos que z*h(x71) estd en C*, pero queremos hallar el generador
para Ct.
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Teorema 38. Si C' es un cddigo ciclico lineal de largo n y dimension k con generador g(x),

y si 1+ 2" = g(x)h(x), entonces C+ es un cédigo ciclico de dimension n — k con generador
Ep(p—1

xFh(xz™h).

Demostracion. Como C' tiene dimensién k, entonces g(z) tiene grado n — k y h(x) tiene grado
k. Como g(x)h(z) = 1 + 2", tenemos que g(z~Hh(z™) =1+ (z )"y

gz Hh(z7l) =21 +2™™)
2" gz Hakh(xl) =1+ 2™

Luego, x*h(x™!) es un factor de 1+ 2™ de grado k, y por lo tanto es el polinomio generador del
cédigo ciclico lineal C* de dimensién n — k que contiene a z*h(z 7). 0O
Ejemplo. El polinomio g(x) = 1 + 2 + 2% es el generador de un cédigo ciclico de largo 7
y dimensién 7 — 3 = 4. Como g(z) es un factor de 1 + x7, podemos hallar h(z) por divisién
larga de 1 + 27 = g(z)h(z). En este caso, h(z) = 1 + z + 22 + z*. El generador para C* es
gH(z) = 2 (1+a 7 + 272+ 271) = 1+ 22+ 23+ 2, que corresponde a 1011100 = w. Claramente,
g-w = 1101000 - 1011100 = 0, y también 7*(g) - w = 0. Nétese que g*(z) # h(z).

Ejemplo. Sea g(x) = 1+ x + 22 el generador de un cédigo ciclico lineal de largo 6. Ha-
llamos que h(x) = 14z + 2% +2* satisface g(z)h(z) = 1+2°. Por lo tanto, g* (z) = 2*h(z7!) =
rt(l4+a +273+274) = 2+ 2% + 2+ 1 es el generador del cédigo dual. Nétese en este ejemplo
que g*(z) = h(z).

Ejercicios.

30. Halle el polinomio generador del dual del cédigo ciclico de largo n con polinomio generador
g(x), donde:

a) n="06,g(x) =1+

b) n=6,g9(r) =1+2%

c) n=28,g(x) =1+ 2?

d) n=9,g(x)=1+2%+2°

e) n=15g(z) =1+x+ 24

f) n=15g(z) =1+ 2+ 2° + 27 + 28

g) n=23g(x)=14+z+2°+a%+2"+ 2%+ 2"
By n="Tg9()=1+z+2>+a%
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CAPITULO 5
De como aparecen
los cuerpos finitos

En este capitulo, consideramos una clase especial de cédigos ciclicos, tomando un enfoque

diferente que utiliza cuerpos finitos F(2") para decodificarlos.

5.1. Cuerpos finitos

Recordemos que un polinomio no nulo d(z) es un divisor o factor del polinomio f(z) si
f(z) = g(x)d(z), para algin g(x) € K|z]. Por supuesto, 1 y f(z) son siempre divisores de f(x),
pero, como tales, son triviales. Decimos que cualquier otro divisor es divisor no trivial o propio de
f(x), y que un polinomio f(x) € K|x] es irreducible sobre K si no tiene divisores propios en K [z].
Caso contrario, decimos que es reducible (o factorizable) sobre K.

Ejemplo. Los polinomios z y 1 + z son irreducibles por definicién; 1 + = + 2? no tiene
ni a znia 1+ 2z como factores; luego, también es irreducible. Sin embargo, 22 y 4+ 2% no son
irreducibles, pues ambos tienen a z como factor; Ademds, 1 + 22 tiene a 1 + 2 como factor.

En general, 1 + z es un factor de f(z) siy solo si 1 es unaraiz de f(x), o seasiy solosi f(1) =
0. Nétese que 1+ z es un factor de f(x) = 1+ 2% y que f(1) = 1+ 1 = 0. Del mismo modo,
x es un factor de g(z) si y solo si g(0) = 0. Sin embargo, hallar factores irreducibles de un
polinomio no es facil y, por ahora, una cuestién de ensayo y error.

Ejemplo. Si f(z) = 1+ + 2%+ 2°, entonces f(1) =1+ 1+1+1=0,yasi 1 +z es un
factor de f(x). Por divisién larga, f(z) = (14 2)(1 + 2?). Por otra parte, si g(z) = 1 +z + 23,
entonces g(0) =1 # 0y g(1) =1 # 0, de modo que g(z) no tiene factores lineales. Por lo tanto,
g(x) es irreducible sobre K, pues si un polinomio cibico es reducible entonces debe tener un
factor lineal.

Ejemplo. Sea f(z) = 1+ 2 + 2* Como f(0) # 0y f(1) # 0, f(z) no tiene factores li-
neales. Asi, si f(z) fuese reducible, entonces f(z) deberfa tener un factor cuadrético. El unico
polinomio cuadrético irreducible sobre K es g(x) = 1+ z + 2% Luego de dividir g(x) por f(z),
no hallamos ningiin resto no nulo. De modo que 1 + z + 2% no es factor de f(z). Por lo tanto,
f(z) es irreducible sobre K.
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Ejercicios.
1. Determine si cada uno de los siguientes polinomios es irreducible sobre K:
(a) f(x) =1+a®+a! (b) f(z

(z)
(c) f(x)=1+2*+23+2° (d) f(x) =1+2%+ 25
(e) flx) =1+a"+a° () fl2) =1+ 2 +a®+af

2. Halle todos los polinomios irreducibles de grados 3 y 4 sobre K.
3. Halle todos los polinomios irreducibles de grado 5 sobre K.

Decimos que un polinomio irreducible sobre K de grado n > 1 es primitivo si no es divisor
de 1 + 2™ para ningin m < 2" — 1. Veremos que un polinomio irreducible de grado n siempre
divide 1 + 2™ cuando m = 2" — 1.

Ejemplo. Como 1+ z + 22 no es factor de 1 + 2™ para ningtin m < 3 = 22 — 1, enton-
ces es primitivo. De modo similar, 1+z +2°no es factor de 1 +2z™ para ninginm < 7=23—1,y
luego, también es primitivo.

Sin embargo, 1+ 2° = (1+2)(1+x + 22+ 2° + 2%), y 1 + 2 + 22 + 2° + 2* es irreducible
(ver Ejercicio 2), pero 5 < 15 =2* — 1, y luego 1 + = + 2% + 23 + * no es primitivo.

Recordemos que podemos definir adicién y multiplicacién de polinomios médulo un polino-
mio h(z) de grado n. Sea K™[x] el conjunto de todos los polinomios en K[z] que tienen grado
menor que n. Por supuesto que cada palabra de K™ corresponde a un polinomio de K"[z], de
modo que podemos, en efecto, definir adiciéon y multiplicacién de palabras en K™.

En este capitulo, introducimos una estructura adicional, la de cuerpo finito, para asistir en
la construccién y decodificacion de cédigos. Ya habfamos definido la adicién y la multiplica-
cién de palabras en K", pero para que K™ sea un cuerpo, precisamos ser cuidadosos en nuestra
eleccién de h(z). Por ejemplo, en un cuerpo debe acontecer que si ab = 0, entoncesa =06 b = 0.

Ejemplo. Tratemos de usar multiplicacién de polinomios médulo 1 4+ 2™ para definir mul-
tiplicacién de palabras en K*:

01010101 < (x + 2®)(z + 23)
=a?+2ab
= (2% + 2?) (mod 1+ z*)
=0
& 0000,

de modo que 0101 - 0101 = 0000, pero 0101 # 0000 en K*. Luego, K* no puede ser un cuerpo
bajo esta definicion de multiplicacion.

La dificultad en este tltimo ejemplo estd en que 1+ z* no es irreducible sobre K. La forma
de definir multiplicacién para hacer de K™ un cuerpo es definir multiplicacion en K™ mddulo
un polinomio irreducible de grado n. La prueba de este hecho puede hallarse en un curso de
algebra moderna.

Ejemplo. Definamos multiplicacién en K* usando el polinomio irreducible h(z) = 1+z + .
Para hallar el producto 1101 - 0101, notemos que

1101-0101 «» (1 + z + 2%)(z + 2%).

94



TOPICOS EN
ALGEBRA APLICADA

Pero (1+x+a¥)(x+2¥) =o+22+ 23 +25, y
r=z+2>+2°+25 méd (14 2+ 2).
Luego, 1101 - 0101 = 0100 ¢ .
Ejercicios.
4. Defina multiplicacién en K* médulo h(z) = 1+ x + a* y calcule los siguientes productos:

(a) 00111011 (b) 0100 - 0010
(¢c) 1110-1001 (d) 1100 - 0111
(e) 10100110 (f) 1111 - 0011.

5. Halle todos los productos de elementos de F(2*) usando 1 + x + 22 para definir multipli-
cacion, (o sea, haga una tabla de multiplicacién).

Ejemplo. Consideremos la construccién de F(23) usando el polinomio primitivo h(x) = 1 +
x + 2% para definir multiplicacién. Hacemos esto computando #! méd h(x):

Palabra <« 2 méd h(z)

100 — 1

010 o

001 o 22

110 & =14z

011 & r=a+2?
111 o =14z + a2
101 o 2 =1+ 22

Para computar 110 - 001 <> (1 + x)x? notar por la tabla que tenemos 1+ z = 23 méd h(z), y
ast:

[N

2?2(1+2) =22 28
5

i + 2+ 2% (mod h(x)).

Luego, 110 - 001 = 111.

El uso de un polinomio primitivo para construir F(2") hace la computacién en el cuerpo
mucho maés fécil que con el uso de un polinomio irreducible no primitivo. Para verlo, sea 5 € K"
la palabra correspondiente a x méd h(z), donde h(x) es un polinomio primitivo de grado n.
Entonces 3% <+ 21 mdd h(z). Nétese que 1 = 2™ méd h(z) significa que 0 = 1+2™ mdd h(z),
y asi h(z) dividirfa 1 4+ 2™ para m < 2" — 1. Como h(z) es primitivo, sabemos que h(z) no
divide 1 + 2™ param < 2" — 1, y asi f™ # 1 param < 2" — 1. Como 3/ = 3¢ para j # i siy
sélo si B* = 77131, o sea 7% = 1, concluimos que

lo cual quiere decir que cada palabra no nula en K™ puede ser representada por alguna potencia
de 3. Esta es la propiedad que hace mas fécil la multiplicacién en el cuerpo.

Un elemento o € F(2") es primitivo si ™ # 1 para 1 < m < 2" — 1. Equivalentemente, o es
primitivo si cada palabra no nula en F(2") puede ser expresada como una potencia de «. Vemos
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Palabra | Polinomio en x méd h(x) | Potencia de 3
0000 0 —
1000 1 B0
0100 x B
0010 22 B2
0001 z° 33
1100 1+z=2t B4
0110 z+ 22 =a° 3°
0011 22+ 23 =28 38
1101 1+z+a®=a" B7
1010 1422 =28 38
0101 z+ 2 =2 39
1110 14z +22=2" B
0111 r+ 22+ =l Bt
1111 1442+ 23 =22 B2
1011 1422+ 28 =21 o
1001 1423 =21 g

Cuadro 5.1.: Tabla III

que por el parrafo anterior, si usamos un polinomio primitivo para construir IF(2"), entonces
es un elemento primitivo.

Ejemplo. Construyamos F(24) usando el polinomio primitivo
h(z) =1+ + 2.

Escribamos cada vector como una potencia de § <> @ méd h(z) de acuerdo con la siguiente
tabla, y notando que 8'° = 1:

Por ejemplo, 0110 - 1101 <+ 3° - 87 = B2 & 1111, pues

(z+2*) (142 +2?) =2° - 27 = 2'? (mod h(z)).

Ejercicios.
6. Use IF(2*), construido en la Tabla III, para computar los productos en K* del Ejercicio 4.

7. Construya los siguientes cuerpos como en el dltimo ejemplo (Tabla III):

a) Construya F(22) usando h(r) =1+ x + 2%
b) Construya F(2%) usando h(z) = 1 + 2% + 2.
¢) Construya F(24) usando h(z) = 1 + 2% + .
d) Construya F(2°) usando h(x) =1 + 22 + 2°.
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8. Muestre que si h(z) € K] es un polinomio irreducible de grado n, entonces h(x) divide 1

+ 2™ para algin m < 2" — 1.

9. Halle todos los elementos primitivos en F(2%), (ver Tabla III).

10. Muestre que [ es primitivo si y solo si med(i, 27— 1) = 1.

5.2. Polinomios primitivos

Recordemos que un elemento « en un cuerpo F = [F(2") es raiz de un polinomio p(x) € F[z] si
y solo si p(a) = 0. En ese caso, si p(x) = ag+ a17 + - - - + az*, entonces

pla) = ap+ aya + - - - + apa*=0.

Ejemplo. Sea p(x) = 1 + 2® + 2*, y sea 8 un el elemento primitivo en F(2%) construido usando
h(z) =1+ z + 2*, (ver Tabla IIT). Tenemos

p(B) =1+ 34 1= 1000 + 0001 + 1100

= 0101
=5,

de modo que 8 no es raiz de p(z). Sin embargo

p(BT) =1+ (87 + (87"
— 1+ /821 + 528
=143+ 5% (pues f1° = 1)
< 1000 4+ 0011 + 1011 = 0000
< 0.

Como p(B7) = 0, tenemos que 37 es raiz de p(z). Nétese que usamos la convencién de
que 1 < 1000 tanto como el hecho de que 8% = 1. Luego, f* = ¥ = 1.5 = 6 y
628 — 615ﬂ13 =1. 613 — 613~

En general, el orden de un elemento no nulo « en F(2") es el menor entero positivo m tal
que o = 1. Sabemos que todo « no nulo en F(2") tiene orden m < 2" — 1. En particular,
a € F(2") es un elemento primitivo si tiene orden 2" — 1.

Para cualquier elemento a € F(2") definimos el polinomio minimal de v como el polinomio
en K[z] de menor grado que tenga a o como rafz. Denotamos tal polinomio con m, (). Nétese
que si « tiene orden m, (o sea, o™ = 1), entonces « es una raiz de 1 + 2™, de modo que todo
elemento de F(2") es raiz de algin polinomio en Kx].

Para hallar el polinomio minimal de un elemento de F(2"), nos servird saber algunos hechos
relacionados con polinomios minimales.

Teorema 39. Sea 0 # a € F(27). Sea mq(z) el polinomio minimal de .. Entonces,
(a) mq(x) es irreducible sobre K,

(b) si f(z) es un polinomio sobre K tal que f(a) =0, entonces my(z) es un factor de f(x),
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(c) el polinomio minimal me(x) es dnico, y

(d) el polinomio minimal ma(x) es un factor de 1+ x* ~%.
Demostracion. (a) Si mq(z) = g(z)h(x), entonces my(a) = 0 implica que g(a)h(a) = 0.
Luego, o bien g(a) = 0 o bien A(a) = 0. Como m,(x) es el polinomio de menor grado tal que
me(a) = 0, entonces o bien g(x) =1 o bien h(z) = 1. Por lo tanto, m,(z) es irreducible sobre
K.

(b) Por el Algoritmo de Divisién,

f(&) = ma(@)q(z) + r(z),
donde r(z) = 0 6 gr(r(z)) < gr(ma(z)). Como f(a) =0y
fla) = ma(@)q(a) +r(a) = 0- g(e) +r(a),

tenemos que r(a) = 0. Por la minimalidad del grado de m,(z), se tiene que r(z) = 0. Por lo
tanto, f(z) = ma(x)q(z), y ma(x) es un factor de f(z).

(c) Sim/(z) es también un polinomio de menor grado tal que m’(a)) = 0, entonces por el {tem
(b), ma(x) es un factor de m’(z) y m’(z) es un factor de mq(x). Por lo tanto, m,(z) = m/ (),
de modo que el polinomio minimal es tnico.

(d) Sea 3 un elemento primitivo de F(2") y a = . Entonces, o? = = () ! = (87 1) =
1° = 1. Luego, a es raiz de 1 + 22", y por (b), ma(z) es un factor de 1 + z* L. O

El hallazgo del polinomio minimal de un elemento a € F(2") se reduce a hallar una com-
binacién lineal de los vectores 1, a,a?,...,a" que sume 0. Como cualquier conjunto de r + 1
vectores en K" es dependiente, sabemos que tal combinacién existe.

Una vez que tenemos construido F(2") usando un polinomio primitivo, es conveniente de-
notar mg(x) como m;(z), donde o = 3. Introducimos esta notacién en el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Hallemos el polinomio minimal de o = 33 en F(2%), construido usando h(z) =
1+z+a* (ver Tabla III). Si mq(x) = ms(x) = ap+ a7+ ax2? +azx® +asx?, entonces debemos
hallar los valores de ag, a1, as, as, as. Nétese que

0=mqla) =agl +aja + asa? + aza® + aga
= apf® + a1 + a2 8° + a3 + as 82,
anl000 4+ a10001 4+ a50011 4+ a30101 + a41111.

y asi, 0000
Resolviendo esta ecuacion para ag, ay, as, as, as, hallamos que

aO:a1:a22a3:a4:1 y
ma(z) =1+ + 2% + 2% + 2.

El conjunto de raices sucesivas de my () es
{G{, CYQ, Oé37 a4} = {537 /367 597 512}
y entonces mg(z) = mg(x) = mo(x) = mya(x), (donde m;(z) denota el polinomio minimal de

).
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Elemento de F(2%) | Polinomio minimal
0 T
1 1+z
B, 6% 5, 6% l+a+a
ﬁ37ﬁ67ﬁ97ﬁ12 1+I+x2+1'3+$4
557 510 1 +x+ 1,2
677ﬂ1175133514 1 + I3 —|-£E4

Cuadro 5.2.: Tabla IV

Tenemos otros hechos 1tiles para la bisqueda de todos los polinomios minimales de elemen-
tos de F(2"). Recordemos que f(z)? = f(2?), de modo que

n

(Z aixi) = Za?(mi)z = Z a;(2?)'.
=0 =0

i=0

Esto proviene de (a + b)? = a% + b2 y de a? = a;, pues a; € {0,1}.

Luego, si f(a) = 0, tenemos que f(a?) = (f(a))?, v asi, o® también es una raiz de f(z). En
forma similar, tenemos que f(a?) = (f(a?))? = 0, etc., y de ahi que si « es una rafz de f(z),
también lo son o2, o, . . ., a2, etc. Con un poco més de esfuerzo se puede probar lo siguiente.

Teorema 40. Si  es un elemento en F(2") con polinomio minimal m.(x), entonces {a, o?,

ot ..., a® 1Y es el conjunto de todas las raices de mq(x). En particular, el grado de ma(z) es

Hoa?, .o a1

Ejemplo. Sea ms(z) el polinomio minimal de a@ = $° € F(21), (ver Tabla III). Como
{a,a? a* a®} = {B°, 819} por el Teorema 40, las raices de ms(z) son B° y B0, lo que quiere
decir que gr(ms(z)) = 2. Luego, ms(x) = ag + a1 + azz?, de donde

0 =ap+ alﬁ‘r’ + azﬁm
< 91000 + ;0110 + a,1110.

Luego, ag = a; = az = 1 y ms(z) = 1 + z + 22
Del mismo modo, podemos hallar los polinomios minimales del resto de los elementos del
cuerpo F(24) construido usando 1+ z + z*. El resultado se halla en la tabla V.

Ejercicios.
11. Verifique las entradas en la Tabla IV.
12. Halle el polinomio minimal de cada elemento de F(2?) construido usando p(x) = 1+z+a3.
13. Halle el polinomio minimal de cada elemento de F(2%) construido usando p(z) = 1423+,
14. Halle el polinomio minimal de cada elemento de F(25) construido usando p(z) = 14+z+2°.
15. Muestre que 1 + z + 2% = (8°+ z)(8'°+ z), usando la Tabla IIL.

16. Muestre que m,(z) es un polinomio primitivo si y solo si « es un elemento primitivo.
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5.3. Cdbdigos ciclicos de Hamming

Ya sabemos que los c6digos de Hamming tienen la importante ventaja de ser 1-perfectos, o
sea, que corrigen todos los patrones de error de peso 1, y que por lo tanto, tienen un esquema de
decodificacion bien simple. En esta seccién mostraremos que existe un cédigo ciclico de Hamming
de largo n = 2" — 1 para cada r > 2. Este cddigo tiene la ventaja adicional, comtn a todos los
codigos ciclicos, de ser de fécil decodificacion.

La matriz de control de paridad de un c6digo de Hamming de largo n = 2" — 1 tiene como
filas las 2" — 1 palabras no nulas de largo r. Si 3 es un elemento primitivo de F(2") entonces por
definicién las potencias de 3 son todas distintas. Por lo tanto, podemos construir un cédigo de
Hamming de largo n = 2" — 1 que tiene

1

B
H=| p

ﬂ2"'—2
como matriz de control de paridad. Nétese que H es una matriz (2" — 1) x r. Ademds, para
cualquier palabra recibida w = wowy - - - w,_1 tenemos que wH = wof+w S+ - +w,_1 877 <
w(B), de modo que w es una palabra-cddigo si y sélo si 5 es una raiz de w(z). Por lo tanto,
por el Teorema 39(b), mg(x) divide cada palabra-cédigo, y claramente es una palabra-cédigo
ella misma, de modo que este c6digo es ciclico y mg(z) es su polinomio generador. Obtuvimos
el siguiente resultado.

Teorema 41. Un polinomio primitivo de grado r es polinomio generador de un cddigo ciclico
de Hamming de largo 2" — 1.

Ejemplo. Sea r =3, de modo que n = 2% — 1 = 7. Usemos p(z) = 1 + x + 23 para construir
F(23), y B < 010 como elemento primitivo. Recordemos que 8! <+ 2 mdéd p(x). Por lo tanto,
una matriz de control de paridad para un cédigo de Hamming es

1 (1007
B 010
B2 001
B o (10| =H
Bt 011
8° 111
18] [101]

que es igual a la matriz de control de paridad del cédigo ciclico con polinomio generador
pla) = my(z).

Decodificar el cédigo ciclico de Hamming es facil. Si el generador es el polinomio primitivo
mq(z) y st w(z) es recibido, entonces w(z) = ¢(z) + e(x), donde ¢(x) es una palabra-cédigo y
w(a) = e(a). Pero como e tiene peso 1, sabemos que e(a) = o/ (donde j es la posicién del 1
en e, al rotular las posiciones de e con 0,1,...,n — 1). Por lo tanto, el més factible polinomio
deerror es e(x) = 27, y asi, c(z) = w(x) + 7.

Ejemplo. Supongamos que F(2%) fue construido usando 1+ =z +z3. Luego, my(x) = 1 +x+2°
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es el generador para un cédigo ciclico de Hamming de largo 7. Supongamos que w(z) =
14 22 4+ 2% + 28 es recibido. Luego,

w(B) =1+p%+p2+4°
+» 100 4 001 + 110 + 101
=110
— B

y ast, e(z) = 2% y o(z) = w(z) + 2% =1 + 22 + ab.

Ejercicios.

17. Halle una matriz de control de paridad para un cédigo ciclico de Hamming de largo 7
usando F(23) construido con p(x) = 1 + z + 2°, donde el polinomio generador es my(x).
Si w(z) = x + 2 + 2* es recibido, halle la m4s factible palabra-cédigo c(z).

18. Repita el Ejercicio 17 usando F(23) construido con p(z) = 14+z%+23 y polinomio generador
my(z).

19. Repita el Ejercicio 17 usando F(22) construido con p(x) = 1+x2+2® y polinomio generador
mz(z).

20. Construya una matriz de control de paridad para un cédigo ciclico de Hamming de largo
15.

21. Halle un polinomio generador para un cédigo ciclico de Hamming C' de largo 15 que tenga
rafces 1, 87, 8% € F(2*) (construido usando 1+ x + z*). Construya una matriz de control
de paridad para C. Muestre que c(z) € C si y sélo si w(c) es par.

22. Muestre que cada palabra de un codigo ciclico tiene peso par siy sélo si 14z es un factor
del polinomio generador.

Vale la pena notar que resultados mas generales se siguen de las observaciones discutidas
en esta seccién. Sea C' un cédigo ciclico de largo n con polinomio generador g(x). Suponga-

mos que o € F(2") es una raiz de g(z). Entonces para todo c¢(z) € C vale que c(a) = 0, y
por el Teorema 39(b) vale que m,, es divisor de ¢(z). Siempre podemos expresar g(z) como el

producto de polinomios minimales de elementos de F(2"). Podemos usar esto para construir
una matriz de control de paridad y hallar un algoritmo de decodificaciéon para C'. El caso en el
que g(z) = mg(x)mgs(z) es discutido en la préxima seccién.

5.4. Cdbdigos BCH

Una clase importante de cédigos correctores de miiltiples errores son los cédigos de Bose-
Chaudhuri-Hocquenghem, o cédigos BCH. La construcciéon y los procedimientos de
decodificacion para coédigos BCH generales seran desarrollados més tarde. En primer lugar,
construiremos y decodificaremos un ejemplo importante de la clase; de hecho, la familia de
co6digos 2-correctores.

Los codigos BCH son importantes por dos razones. Primero, ellos admiten un esquema de
decodificacién relativamente sencillo, y segundo, la clase de c6digos BCH es bastante extensa. De
hecho, para cualquier dos enteros positivos r y ¢ con ¢ < 2"~ — 1, existe un cédigo BCH de largo
n = 2" — 1 que es t-corrector y que tiene dimension k > n — rt.
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El cédigo BCH 2-corrector de largo 2" — 1 es el cddigo ciclico lineal generado por g(z) =
mg(x)mgs(z), donde S es un elemento primitivo en F(2") y » > 4. Como n = 2" — 1y g(x)
divide 1+ 2" (por el Teorema 39(d)), g(x) es el polinomio generador de un cédigo ciclico.

Ejemplo. Sea $ un elemento primitivo en F(2%) construido con p(z) = 1 + x + 2%, (ver
Tabla III). Tenemos que my(x) = 1 +x + 2% y ms(x) = 1 + 2 + 22 + 2® + 2. Por lo tanto,

g(x) = my(z)ma(z) =1+ 2* + 25 + 27 + 2°
es el generador para un cédigo BCH 2-corrector de largo 15.
Ejercicios.

23. Los cddigos BCH 2-correctores son definidos para r > 4. ;Qué cidigo genera g(z) =
my(x)ms(z) cuando r = 37

24. Sea /3 un elemento primitivo de F(2?) construido usando el polinomio irreducible p(z) =
1+ 2% + 2. Halle el polinomio generador g(x) del cédigo BCH 2-corrector de largo 15,
usando esta representacién de F(24), o sea, halle g(x) = m, (x)ms(x), (ver el Ejercicio 7).

25. Halle un polinomio generador para un cédigo BCH 2-corrector de largo 31 construyendo
F(2%) con el polinomio irreducible 1 + 22 + 2°, (ver el Ejercicio 7).

Lema 42. La siguiente matriz H es una matriz de control de paridad para el cddigo BCH 2-
corrector de largo 2" — 1, donde 3 es un elemento primitivo en F(2"), y el polinomio generador
es g(x) = ma(x)ms(z):

— ﬁo 60 -
g B
pgEpe

H=|: :

’[32"72 .63(2"72)

Como B’y 8% son elementos de F(2"), representan palabras de largo r, de modo que H es
una matriz (2" — 1) x (2r). Ademds, como gr(my(z)) = r = gr(mgs(x)), entonces el grado de
g(x) = my(z)mg(x) es 2r y luego el cbdigo tiene dimensién n — 2r = 2" — 1 — 2r. (Dejamos la
demostracién de que mg(z) tiene grado r como ejercicio).

Por ejemplo, usamos F(2%), construido en la Tabla III con el polinomio primitivo p(z) =
1+ 2 + 2*, para construir un cédigo BCH 2-corrector Cy5. Definimos C5 como el c6digo lineal
con la matriz 15 x 8 de control de paridad H y polinomio generador m;(z)ms(z), de acuerdo
con la siguiente tabla, que muestra la matriz de control de paridad de Cis:

Teorema 43. Para cualquier entero v > 4, existe un codigo BCH 2-corrector de largo n =
2" —1, dimension k = 2" —2r — 1 y distancia d = 5 que tiene polinomio generador my(z)ms(x).
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11 7 [1000 1000
gt ope 0100 0001
B? 3o 0010 0011
5% B2 0001 0101
gt B2 1100 1111
5% 1 0110 1000
B8 g3 0011 0001

87 % | « |1101 0011 = H

58 B2 1010 0101
B2 pr2 0101 1111
£ 1 1110 1000
g B3 0111 0001
g2 s 1111 0011
PR 1011 0101
i 1001 1111

Cuadro 5.3.: Tabla V

Para probar que la distancia es 5, mostraremos que el cédigo puede corregir dos erro-
res. Luego, tiene distancia al menos 5. Por definiciéon de matriz de control de paridad, se
ve que n = 2" — 1, y como my(z) y ms(z) tienen grado r cada uno, el grado de g(z) es
gr(g(x))=n—k=2r yas{, k=2"—2r — 1.

Ejercicios.

26. Muestre que las columnas de la matriz de control de paridad de Ci5 en la Tabla V forman
un conjunto linealmente independiente, y de ello, que Ci5 tiene dimension k = 7.

27. Muestre que d = 5 para C}5 usando la matriz de control de paridad.

28. Muestre que si § es un elemento primitivo de F(2"), con 7 > 2, entonces [{5* |0 <4 <7 —
H=ry[{(B*|0<i<r—1} =7 Y queporlo tanto, ambos m:(x) y ms(z) tienen
grado r.

29. Determine si cada una de las siguientes palabras de largo 15 es un palabra de C}5, donde
glx) =1+ a* + 2%+ 27 + 2%

(a) 011001011000010 (b) 000111010000110
(¢) 011100000010110 (d) 111111111111111

5.5. Decodificando un cédigo BCH 2-corrector

Describimos un esquema de decodificacién para el cédigo BCH 2-corrector construido en la
Seccién 35. A lo largo de la presente seccidn, identificaremos una palabra binaria de largo r con
su correspondiente potencia de .

Una matriz de control de paridad para el c6digo BCH (2" —1, 2" —2r —1, 5)-lineal 2-corrector
con generador g(z) = my(z)ms(z) estd dada por la matriz H definida en el Lema 42.
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Supongamos que la palabra w sea recibida y que w <> w(x). Entonces el sindrome de w es

wH = [w(ﬁ),w(ﬁg)] = [51753}7

donde s; y s3 son palabras de largo r.
Si no ocurren errores en la transmision, entonces el sindrome es wH = 0, de modo que s; = s3= 0.
Si solo ocurre un error en la transmisién, entonces el polinomio de error es e(x) = ¢, por lo que
wH=eH = [e(B), e(8*)] =[5, %] = [s1, s3]. Por lo tanto, 53 = s.

Si ocurren dos errores en la transmisién, digamos en las posiciones i y j, con i # j, entonces
e(r)=2'+27 y wH = eH = [e(B),e(B)] = [s1, s3]. Luego, el sindrome wH estd dado por

wH = [s1,83] = [B" + 7, 5% + ).
Comparando las entradas de esta ultima igualdad, resulta el sistema de ecuaciones:

B+ =5
BSi +53j = s3.

Ahora bien, tenemos la factorizacién
(B + B7)(B% + B + %) = 5% + pY.
y ademas ' _ _ _
st = (B + ) = p* + .
Por lo tanto,
sy = 3%+ BY

(5i+ﬂj)(52i+ﬁi+j+ﬁ2j)
s1(sT+ ).

Luego, 5

3 2 _ Qit]
—+sp =0
S1

Ahora bien, 8° y 57 son raices de la ecuacién cuadratica
B4 (B4 F)a+ 5 =0,
0 sea, que son raices de
S‘
x2+slx+ (i—&-s%) =0.
51

Por lo tanto, podemos hallar las posiciones de los errores hallando las soluciones de esta ecua-
cién. El polinomio de la izquierda en esta ecuacion es llamado polinomio localizador de errores.

Ejemplo. Sea w <> w(z) una palabra recibida con sindromes s; = 0111 = w(8) y s3 =
1010 = w(B?), donde w fué codificada usando Cys. De la Tabla IIT de la pdgina 113 tenemos
que s < By que s3 <+ 58, Luego,

83 + 5% — 68/3_11 +ﬂ22
o — ,812 +/87
= B2
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Formamos el polinomio 22+ 3" z+3? y hallamos que tiene raices 3* y 5'3. Por lo tanto, podemos
decidir que los errores més factibles ocurrieron en las posiciones 4 y 13 (o sea, e(x) = x* + 213),
de modo que el patrén de error més factible es

000010000000010.

Ejercicios.

30. Verifique por sustitucién que 8%y 3 son de hecho las soluciones de la ecuacién cuadrética
22+ B2 + B% = 0. Ademss, verifique que la suma de las filas cuarta y décimotercera de H
en la Tabla III es [sq, s3].

31. Halle las rafces en F(24) de los siguientes polinomios, si fuese posible, usando la Tabla III:

(a) 2° + Blo + B2 (b) 2 + fTa + B2
(c) 2® + Fw+ 5 (d)2? +5°
(e) 2 + Bz (f) 2> + x + 5.

Hemos llegado a un esquema para DMVI de un cédigo BCH 2-corrector. Sea w una palabra
recibida. Claramente, una vez que se determina un patrén de error, el algoritmo termina.

Algoritmo D. (Decodificacién de cédigos BCH 2-correctores) Supongamos que el polinomio
generador es my(z)ms(x).

1. Calcular el sindrome wH = [s1, s3] = [w(B), w(5?)].

2. Si sy = s3 = 0, concluir que no ocurrieron errores. Decodificar ¢ = w como la palabra-
cédigo enviada.

3. Si s; =0y s3 # 0, entonces pedir retransmision.
4. Si 83 = s3, entonces corregir un error singular en la posicién i, donde s; = 3°.

5. Formar la ecuacién cuadratica

S3
x2+slx+f+sfzo.
S1

6. Si esta ecuacion tiene dos raices distintas 5* y 7, corregir errores en las posiciones ¢ y j.

7. Si la ecuacién no tiene dos raices distintas en F(2"), concluir que al menos tres errores
han ocurrido en la transmisién y solicitar una retransmision.

Ejemplo. Supongamos que w es recibida y que el sindrome es wH = 01111010 « [, 58]
Ahora bien,

$= (B = B = P = sy
En este caso, la ecuacién del item (5) del Algoritmo D es 2%+ Bz + 3= 0, como fue mostrado
en el ejemplo anterior. Esta ecuacién tiene raices 8y '3, de modo que corregimos errores en las

posiciones ¢ =4y j = 13; en otras palabras, el mas factible patrén de error es
u = 000010000000010, y e(x) = z* + '3 es el polinomio de error.
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Ejemplo. Supongamos que el sindrome es wH = [w(8),w(8*)] = [8%,8°]. Luego, s =
(6%)3 = B? = s3. Por lo tanto, es més factible que un error singular haya ocurrido en la
posicién i = 3. El mas factible patrén de error es u = 000100000000000, y e(x) = 23 es el
polinomio de error.

Ejemplo. Supongamos que w = 110111101011000 sea recibida. El sindrome es
wH = 01110110 < [8*, %] = [s1, s3]

Ahora bien, s3 = (81)3 = 333 = 3% £ 53 = 3°. Para formar la ecuacién cuadrética del item (5)
del Algoritmo D, primero computamos

B =@ 4 (BN
_ 69 +ﬂ7
< 0101 4+ 1101
= 1000
B

Asi, en este caso la ecuacién toma la forma
2 11 0
z*+pe+ 4 =0.

Sustituyendo los elementos sucesivos de F(2*) en la ecuacién, llegamos a probar que z = 37 es
una raiz de la misma, y hallamos:

(57)2+61167+/B0 :/814+B3+50
1001 + 0001 + 1000
= 0000.

Ahora bien, 73 = 1 = 8%, de modo que 3 = % es la otra raiz. Por lo tanto, corregimos errores en
las posiciones ¢ = 7y 7 = 8; o sea u = 0000000110000000 es el mas factible patrén de error.
Decodificamos v = w + « = 110111110011000 como la palabra enviada.

Ejemplo. Supongamos que una palabra de Ci5 es enviada y que ocurren errores en las posi-
ciones 2, 6 y 12. Entonces, el sindrome wH es la suma de las filas 2, 6 y 12 de H, donde w es
la palabra enviada. Luego,

wH = 00100011 + 00110001 4+ 11110011
= 11100001 « [Blo,ﬂﬂ = [81,83].

Ahora bien, s3 = (519)3 = 330 =1 # 33 = s3. Calculamos:
Z—f+s% = BB 4 B2 = g8 4 P
1010 + 0110 = 1100 ¢ p*
y luego formamos la ecuacion cuadrética
224 % 4+ g=0.

Sustituyendo los elementos de F(2?) en la ecuacién, vemos que esta no tiene raices en F(2%). Por
lo tanto, la DMV para Ci5 concluye correctamente que al menos tres errores han ocurrido y

requerimos una retransmision.
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32. Supongamos que codificamos mensajes usando Ci5. Si es posible, determine la localizacién
de los errores, si w es recibida y el sindrome wH es dado como en los casos siguientes:

01000101
11101000
11001101
01000000

a
C
e

g

A~~~ o~
—_ =

b) 00000100
d) 10100100
f) 00111101
h) 00000000

o — —

33. Usemos el cédigo Cis5. Si es posible, decodifique cada una de las siguientes palabra reci-

bidas:

(a) 11000 00000 00000
(¢) 00001 00001 00001
(e) 01000 10101 00000
(g) 1100111001 11000
(i) 11001 11001 00000
(k) 11100 00000 00001
(

m) 1011100000 00000
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(b) 1010100101 10001
(d) 0100001000 00001
(f) 01010 10010 11000
(h) 11011 1010001100
() 1011100000 01000
(1) 11100 10110 00000
(n) 00011 1010000110







CAPITULO 6
Usando codigos sobre
cuerpos finitos

Entre los codigos més practicos que se conocen, se hallan los cédigos de Reed-Solomon,
o cddigos RS, que trataremos en este capitulo. Estos cddigos son usados actualmente por la
NASA, la Agencia Espacial Europea, etc. Ademas, los cddigos usados en los discos compactos
provienen de esta familia de cédigos.

6.1. Cddigos sobre F(2")

En el capitulo V habiamos estudiado extensivamente los cédigos BCH 2-correctores binarios.
De hecho, los codigos de Reed-Solomon son también cédigos BCH, pero los digitos en cada
palabra-cédigo ya no son digitos binarios. Esto puede parecer extrafio, pues hemos terminado
alabando los usos précticos de aquellos c6digos, v las transmisiones son siempre en canales
binarios. Como mostraremos, estos nuevos c6digos tienen una representacién binaria, pero no
es asl como los estaremos visualizando en un comienzo.

Antes de continuar, desarrollamos algo de notacién. Sea F(2")[z] el conjunto de todos los
polinomios con coeficientes sobre F(2"). Este conjunto contiene a K|[z], el conjunto de todos los
polinomios con coeficientes binarios, donde K = F(2) = {0, 1}. Como anteriormente, podemos
identificar palabras ¢ de un cédigo lineal C' de largo n sobre F(2") con polinomios ¢(z) € F(2")[z]
que tengan grado gr(c(z)) < n.

Recordemos que habiamos definido cédigos ciclicos de largo n en términos de las raices de
los polinomios correspondientes. Por ejemplo, palabras del cédigo BCH 2-corrector binario de
largo n = 2" — 1 pueden ser descritas por medio de c¢(x) € Ck si y sdlo si 8, 8%, 8%, 8% son
raices de ¢(x), donde ¢(z) € Klz], gr(c(z)) <ny j es un elemento primitivo en F(2"). En este
caso, g, (z) = my(x)ms(x) es el polinomio generador de tal cédigo ciclico, y ¢(z) € Ck siy sélo
si e(z) = a(x)g, (x).

Podemos generalizar esta observacién a cddigos sobre F(2") eligiendo el polinomio ¢(z) en
F(2")[z]. Nuevamente, c(z) € C siy sdlo si 81, %, 33, 8* son raices de c(x). Ahora sin embargo,
los polinomios = + 3,z + A%,z + 5% y x + 51 estan enF(27)[z], y por lo tanto c(z) € C si y sélo
si g(z) = (B4 2)(8% + 2)(8° + z)(B* + z) divide ().

El cédigo binario C definido arriba es un cédigo BCH. El cédigo C' sobre F(2") recién
definido contiene C' como subcédigo y es un ejemplo de cédigo de Reed-Solomon. En general,
el cédigo Ck es llamado subcddigo subcuerpo de C' pues Ci C C'y cada palabra en C tiene
todos sus digitos en el subcuerpo K de F(27); o sea, Cx = C N K™.

Estos dos cédigos, Cxy C, son ciclicos, pues c(z) € C'implica que c¢(z) = zc(x) méd (1+2")

estd en C. Esta implicacion se sigue del Algoritmo de Divisién y del hecho de que ' es una
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rafz tanto de 1+ 2™ como de zc¢(x). De hecho, no es dificil mostrar que si g(x) genera un cédigo
ciclico lineal de largo 2" — 1 sobre F(2"), entonces el generador del subcuerpo subcédigo es el
polinomio g, (x) que tiene sus raices formando el menor conjunto R que satisfaga:

(a) siwesraizde g(x), entoncesa € R,y
(b) sia € R, entonces a®€ R.

Al juntar estas observaciones, nos da el siguiente resultado:

Teorema 44. Sean oy, o, ..., qx elementos no nulos y distintos en F(2"). Entonces g(x) =
(1 +2)(ag + )+ - (o + ) genera un cddigo ciclico lineal de largo 2" — 1 sobre F(2").

Ejemplo. Supongamos que F' = F(2*) fué construido usando 1+x +2*; (ver Tabla III, pagina
113). El polinomio g(z) = (8 +)(8? + ) = 33 + Bz + 2? genera un cédigo ciclico lineal sobre
F de largo 15. Luego, la palabra-cédigo correspondiente a g(z) es 323°1000000000000.

Ademds, g, (r) = 1+ 2 + 2* « 110010000000000 estd en este c6digo, y de hecho genera
un subcddigo subcuerpo ciclico binario. Para ver esto usando la notacién arriba, hallamos R:
8,2 € R por (a); (32)> =p*€ Ry (84)? =% € R por (b); de modo que R = {8, 32, 3%, 5°}.
Luego g, (z) = (z + *)(z + 8%)g(2).

Resumimos algunos resultados bésicos respecto de cédigos ciclicos sobre F(27):

Teorema 45. Sea C un cddigo ciclico lineal de largo n sobre F(27). Entonces cada palabra
c(x) € C puede ser escrita univocamente como a(x)g(z), donde g(x)|1+ a™, para algin a(z) €
F(27)[z] de grado menor que n — gr(g(x)). Ademds, g(x) divide f(x) siy sdlo si f(x) € C.

Corolario 46. Sea g(x) de grado n — k. Si g(x) genera un cddigo ciclico lineal C' sobre F(2")
de largo n = 2" — 1 y dimension k, entonces

g(x)
a_ | 9@

es una matriz generadora para C, y el nimero de palabras de C es (27)*.

El hecho de que |C| = 27 sigue del Teorema 45, pues todos los polinomios a(z) en F(27)[z]
de grado menor que k dan palabras diferentes a(x)g(x); pero existen 2™ tales polinomios a(z),
pues cada uno de los k coeficientes en a(z) puede ser cualquier un de los 2" elementos del cuerpo.

Ejemplo. Consideremos F(2%) construido usando 1 + z + 2® con B como elemento primi-
tivo. Sea g(z) = (B+2)(8% +2) = 8%+ B*x + 2°. Entonces, g(x) genera un cddigo ciclico lineal
C sobre F(23) de largo 7. Una matriz generadora para C' es

BB 1000 0
0881000
G=|00pp100
000Pp8 10
00008 B*1

El cédigo C tiene 85 palabras. La palabra de C correspondiente a a(z) = 1 + Bz + 332t «
180082 = m, por ejemplo, es a(z)g(z) < mG = $208*85°15°.
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Ejercicios.

1. Construya F(23) usando 1+ x + 23. Sea g(z) = (1+ z)(8 + z) generador de un cédigo C
de largo 7 sobre F(23).
a) Cudntas palabras tiene C?
b) Construya una matriz generadora G para C' usando el Corolario 46.
¢) Codifique los siguientes mensajes usando G:
1) a(z) =1+ %
2) a(x) = pa*
3) alr) =1+ +2?
d) Halle el polinomio generador del subcédigo subcuerpo binario.
2. Construya F(2*) usando 1+z +z*. Sea g(z) = (8 +2)(8% +2) (8 +z)(B* + 1) generador
de un cédigo ciclico lineal C' sobre F(2*).
a) ;Cudntas palabras tiene C'?
b) Construya una matriz generadora G para C' usando el Corolario 46.
¢) Codifique los siguientes mensajes usando G:
1) a(z) =1+ B2
2) a(r) = f%z + *
3) alz) =1+ +2?
d) Halle el polinomio generador g, () del subcédigo subcuerpo binario. Halle a(x) tal
que g, () = a(z)g(x).

6.2. Codigos de Reed-Solomon

En la tdltima seccién fueron introducidos generadores para cédigos ciclicos lineales sobre

F(2"), pero no fueron dadas pistas sobre cuales son las capacidades correctivas de estos c6digos.
Nos dedicaremos aqui a este problema y luego definiremos los cédigos RS, o cédigos de Reed-

Solomon. Consideramos solo RS cddigos, pero la mayor parte de los resultados respecto de ellos
se aplican directamente a c6digos BCH, que son justamente codigos subcuerpos. Comenzamos
con un lema técnico.

Lema 47. (Matriz de Vandermonde) Sean oy, as, . . ., oy elementos no nulos de F(2"). Entonces,
1 a; of i
1 ay a2 --- alt
det . 3 .2 2 = H (Oli + (Jé]'). (61)
o § 1<j<i<t
1 o o - ot

Demostracion. Si a; = a; para algin i # j, entonces dos filas de la matriz son idénticas, y
asi el determinante es nulo. Por lo tanto, para 1 < j < 4 < ¢ vale que (o, + a5) es un factor
del determinante, de modo que ITi<;c;<;(c; + ;) divide al determinante. Usando el hecho de
que ambos lados de (2) se despliegan en polinomios en oy, as, ..., a; de igual grado, vemos que
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estos polinomios difieren en, a lo sumo, un factor comun. Este factor comun es 1, como se puede
ver comparando los coeficientes de TT!_;a’~! en ambos lados de (2). 0O

Ejemplo. Usando el Lema 47 y F(2*) construido por medio de 1 + z + z* y la Tabla III
de la pagina 113, hallamos que

1 p* B
det |1 57 AU\ = (47 4 5)(81° + %) (5 + )
1 ﬁlO 65
— 512 . B4 . 66
= 4.

Ejercicios.

3. Halle los siguientes determinantes usando el Lema 47. Suponga que 3 es el elemento
primitivo en F(2*) construido usando 1+ z + 2*, (Tabla III):

1pp : 52 52 ﬁz 3
(a) det | 1 gt B8 (b) det 11 gE gloﬁl (c) det |} g7:| .
1g" g 1865

Ya estamos preparados para el principal teorema referente a cédigos BCH generales. Este

resultado no es presentado aqui en su forma més general, pero sera suficiente para tratar codigos
RS.

Teorema 48. Sea g(z) = (8™ + z)(B™2 + ) -+ - (B™H0~1 + 2) polinomio generador de un
cddigo ciclico lineal C' sobre F(2") de largo n = 2" — 1, donde [ es un elemento primitivo en
F(2") y m es entero. Entonces, d(C) > .

Demostracién. Para 1 <i < § — 1 tenemos que ™" es raiz de g(x). Luego, las columnas de

1 1 1
ﬁm+1 ﬁm+2 L Bm+571
P I N N

([)Jm+:1)n—1 (ﬁm+:2)n—1 . (ﬁm+6:—1)n71

expanden C*. Ninguna combinacién lineal de § — 1 filas de esta matriz se anula, como puede
verse evaluando el determinante de cualquier conjunto de ¢ — 1 filas, digamos

(ﬂm+1)]:1 (6m+6—1)3:1
(Berl)]Q . (ﬂm#»é—l)yz

(6m+l)j§71 (/Bm‘*"s_l)jé*l

L g ()2
1 Bl .. (pR)2

det

= ﬁ(m+1)(j1+jz+“-+j371) det

i 5]';71 (ﬁjaf.l)éf“z
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— /B(Wl+1)(j1+j2+-~+j571) H (6]2 4 ﬁjy)
1<y <je <6—1
que no se anula pues 3 tiene orden n = 2" — 1y 1 < j; < jo < ... < js_1 < n—1. Por lo
tanto, ninguna combinacién lineal de § — 1 o menos filas de H se anula y asi, por el Teorema
16 de la pédgina 61, tenemos que d(C) > §. Nétese que las columnas de H forman un conjunto

linealmente independiente. Luego, H es una matriz de control de paridad. 0o
La prueba del Teorema 48 se aplica a cualquier codigo ciclico binario de largo 2" — 1 con un
generador que contenga ™1, ... A™+9Lentre sus raices. Estos cédigos binarios son llamados

codigos BCH primitivosy § es llamada la distancia diseriada de un tal cédigo. Como estos codigos
son subcodigos subcuerpos, Cx C C, de cédigos de Reed-Solomon C a verse a continuacion,
debemos tener d(C) > § para ellos también.

Un cddigo de Reed-Solomon de tipo RS(2",6) es un cédigo ciclico lineal sobre F(2") con
generador g(x) = (8™ + 2)(8™2 + z) -+ (™07 + z), donde m es entero y 3 es elemento

primitivo de F(2").

Teorema 49. Si C' es un cddigo de tipo RS(2",0), entonces:

(a) n=2"—1,
(b) k=2 -5,
(¢c) d=0,y

(@) |C|=2*.

Demostracion. El item (a) se sigue del Teorema 44. Los ftems (b) y (d) se siguen del Corolario
46. (Nétese que un cédigo lineal sobre F(27) de dimensién k tiene 2™ palabras, lo cual es
consistente con el resultado de que un cédigo linear binario, o sea un cédigo sobre K = F(2)
de dimensién k, tiene 2* palabras). El hecho de que d > § se sigue del Teorema 48. Por otra
parte, la cota de Singleton asegura que d < 0, (Teorema 21 de la péagina 75). O

Nétese que como d =n — k + 1, entonces los codigos RS son maxima distancia separables,
(MDS, ver Teorema 22, pdgina 73.)

Antes de dar otro ejemplo, nétese que cada cédigo C' de tipo RS(2", §) puede ser representado
como un codigo binario simplemente al reemplazar cada digito en cada palabra-cédigo por la
palabra binaria de largo r dada por una tabla de indices de F(2"). Este c6digo tiene largo
r(2" — 1), mientras que el subcddigo subcuerpo binario tiene largo 2" — 1.

Sea ¢ la representacién binaria de ¢ € C' formada de esta forma . Sea C' el cédigo binario
resultante. Una de las razones de la utilidad de C' estd en que se comporta bien como cédigo
corrector de rafagas.

Ejemplo. Sea C de tipo RS(4,2) con g(z) = S + x, donde F(2?) es construido usando
1+ z + 22 Por el Teorema 48, C' tiene n = 3,k = 2,d = 2 y |C| = 16. Por el Corolario 46, una
matriz generadora para C' es

G- [ﬁ 1 0}

051

De F(22) sabemos que 0, 1, 8y 3% corresponden a los vectores 00, 10, 01 y 11, respectivamen-
te. Los 16 mensajes u y sus representaciones binarias @, junto a las palabras correspondientes

113




CARLOS ARAUJO * MIGUEL CARO * ITALO DEJTER

¢ = uG de C y sus representaciones binarias ¢, son:

i u  c=uG ¢ i u c=ulG ¢
0000 00 000 000000 | 0001 0B 08?8 001101
1000 10 B10 011000 | 1001 18 BBB 010101
0100 50 A?30 110100 | 0101 B8 B%218 111001
1100 3?0 1520 101100 | 1101 A28 105 100001
0010 01 081 000110 | 0011 0B% 016% 001011
1010 11 pBp%1 011110| 1011 132  B0B? 010011
0110 41 B201 110010 | 0111 pBB%2 323232 111111
1110 4?1 111 101010 1111 pB28%> 16B% 100111

Ejercicios.
4. Sea C un cédigo de tipo RS(4,3) con generador g(z) = (1 + z)(8 + ).

a) Halle n, k,d y |C| para este cédigo.
b) Construya una matriz generadora G para C usando el Corolario 46.

¢) Halle todas las palabras en C|, las palabras binarias correspondientes en C y los
mensajes correspondientes, (por supuesto, codificando los mensajes usando la matriz
G pedida en (b)).

5. Sea C' un cddigo de tipo RS(8,5) con generador g(z) = (1 +z)(8 + 2)(8? + 2)(8> + x)
usando F(2%) construido con 1+ z + 3.
a) Halle n,k,dy |C]|.
b) Halle la matriz generadora G' de C' usando el Corolario 46.

¢) Codifique cada uno de los siguientes mensajes, usando G, a una palabra en C, y
luego a una palabra en C":

1) 1042,
2) 111,
3) B*BB°.
6. Usando los cuerpos construidos en el Ejercicio 7 de la pagina 115, halle polinomios gene-
radores para los c6digos de tipo RS(2",0) con los los siguientes valores de r,d y m:

7. Para cada uno de los c6digos del ejercicio anterior, halle los valores de n, k,d y |C/.
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Por el Teorema 48, tenemos que si C' es un cédigo de tipo RS(2",5), entonces n = 2" —1. A
menudo precisamos usar cédigos de largos # 2" — 1, pero tales c6digos pueden ser formados co-
mo sigue, a partir de un cédigo de tipo RS(2", ). Para cualquier entero s tal que 1 < s < 2"—9,
y para cualquier cédigo C' de tipo RS(2",4), formamos el cédigo C(s) de tipo RS(2",6) recor-
tado, a partir de C, tomando todas las palabras-cédigo en C' que tengan ceros en las ultimas s
posiciones, y luego eliminando, o recortando, sus tltimas s posiciones.

Ejemplo. Sea C el cddigo de tipo RS(4,2) del ejemplo anterior. El cédigo C(1) de tipo
RS(4,2) recortado (con s = 1) es formado tomando todas las palabras-cdigo que tienen los
ultimos s = 1 digitos nulos, o
sea
000, 410, %80 y 15°0,

v luego eliminando las s = 1 tltimas posiciones. Asi:
C(1) = {00, 51, 528,15}

Alternativamente, usando la representacién polinomial para un cddigo de tipo RS(2",6), el
c6digo recortado C(s) queda formado por el conjunto de polinomios en C' de grado menor que
n—s=2"—1—s. Asi, si g(z) es el polinomio generador de C, entonces C(s) es el conjunto de
polinomios ¢(x) = a(z)g(z), donde gr(a(z)) <k —s =2"—0 — s, (pues gr(g(z)) = J). Por lo
tanto, una matriz generadora G(s) para el cédigo C(s) estd dada por

g(z)
zg(z)

G(s) =

wt g (x)

Comparando esta matriz con la matriz generadora G' de C' dada en el Corolario 46, resulta que
G(s) estd formada por el truncamiento de las primeras k — s filas de G, a las cuales las tltimas
columnas les han sido eliminadas, recortadas, o truncadas.

Asi; si C es un c6digo de tipo RS(2",6) con pardmetros n, k y d, entonces tenemos que C(s)
tiene largo n(s) =n —s=2"—1— sy dimensién k(s) =k —s=2"—§ — s.

Para hallar la distancia d(s) de C(s), notemos que si ¢; y ¢z son palabras de C(s), entonces
la distancia entre c; y ¢y es igual a la distancia entre las palabras correspondientes ¢;00 . .. 0y
00 ... 0 en C. Por lo tanto, d(C(s)) > d(C) = 6. Ademas, la cota de Singleton del Teorema 21
de la pdgina 75 implica que

d(s) <mn(s)—k(s)+1
—r 15— (2 —6—s)+1
=J.

Asi, tenemos que d(s) = ¢, y por el Teorema 22 de la pagina 75, vale que C(s) es también un
cédigo MDS. Por lo tanto, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 50. Sea C un cddigo de tipo RS(2",6) y sea C(s) el cddigo de tipo RS (2", §) recortado
asociado, con pardmetros n(s), k(s) yd(s). Entonces,

n(s)=2"—1-s,
k(s)=2"—§—s,
d(s) =9,
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y C(s) es un cddigo MDS.

Otros cédigos de tipo RS(2",6) pueden ser formados eliminando cualquier conjunto de s
coordenadas, en lugar de las ultimas s entradas, como hicimos més arriba. Como los cédigos de
tipo RS(2", ) son c6digos MDS, cualquier cédigo de tipo RS(2", §) recortado también tendra las
propiedades descritas en el Teorema 50.

Ejemplo. En el ultimo ejemplo de la seccién pasada, construimos un cédigo C' de tipo
RS(2%,3) con polinomio generador g(x) = (% + Bz + 2% El cédigo C(2) de tipo RS(23,3)
recortado correspondiente tiene matriz generadora

3381100
G(2)+ |088410
0043381

y tiene pardmetros n(2) = 5,k(2) = 3 y d(2) = 3. Nétese que G(2) estd formada al eliminar, o
recortar, las dltimas s = 2 columnas de la matriz generadora G en aquel ejemplo.

6.3. Decodificaciéon de los cédigos RS

Como los digitos en cédigos de tipo RS(2",0) son elementos de F(2"), corregir una palabra
recibida tiene que ver no sélo con hallar las ubicaciones de los errores, pero también con las
“magnitudes” de los mismos, pues los digitos del mds factible patrén de error pertenecen a
F(2"). Con esto en mente, damos las siguientes definiciones. Las ubicaciones de los errores de
una palabra recibida son las coordenadas no nulas del (mds factible) patrén de error. Cada
ubicacién de error es indicada, o apuntada, por un ndmero de ubicacion de error: si la j-ésima
coordenada de la palabra recibida es una ubicacién de error, entonces su nimero de ubicacion
de error es 3% (donde las coordenadas son indicadas con 0,1,...,n — 1, como lo fueron en los
c6digos BCH 2-correctores). Por ejemplo, los ftems (4) y (6) del Algoritmo D de la pdgina 124
hallan los niimeros de ubicacién de error del més factible patrén de error, cuando se usa un
cédigo BCH 2-corrector. La magnitud de error de una ubicacién de error i es el elemento de
F(2") que se halla en la coordenada ¢ del (mds factible) patrén de error. Como el cédigo BCH
2-corrector definido en el Capitulo V es cédigo sobre F(2), todas las magnitudes de error deben
valer 1, (el uinico elemento no nulo de F(2)), y asi son completamente determinadas por las
ubicaciones de errores. Este no es el caso de los ¢6digos sobre un cuerpo F(27) con r > 1, y asi
para decodificar los c6digos RS precisamos hallar tanto las ubicaciones como las magnitudes de
los errores.

Ejemplo. Usando el cddigo de tipo RS(8,3) construido en el dltimo ejemplo de la Seccién
37 (pagina 129), si ¢ = $2348°0000 es transmitida y si w = £2344°0000 es recibida, entonces
el méas factible patrén de error es ¢ +w = e = 003%0000. Asi, el nimero de ubicacién de error
es 3% y la magnitud de error correspondiente es 3.

Desarrollaremos ahora un algoritmo para decodificar un cédigo de tipo RS(2",0) (y el corres-
pondiente subcédigo subcuerpo BCH) con generador g(z) = (8™ 4+-2)(8™ 2 +z) - - - (B4
x), donde § es un elemento primitivo de F(2"). Sea t = [(6 — 1)/2], como es usual, y sean
a1, ...,0. y by,..., b los nimeros de ubicacién de error y sus correspondientes magnitudes,
respectivamente, donde e < ¢, (de modo que en el ejemplo anterior, ¢ = 1, y como un error
ocurrié en la segunda posicién, entonces a; = 8% y by = 3%). Si e < ¢, entonces sera conveniente
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definir a¢; = 0 para e + 1 < i < ¢, aun cuando no existan tales ubicaciones de error. Luego,
podemos computar § — 1 sindromes S, 41, . - ., Smis—1, l0s cuales son definidos por:

=w(@),param+1<j<m+5—1.

(Nétese que estas generalizan las definiciones de s; y s3 usadas para cédigo BCH 2-corrector).
Param + 1 < j<m+d — 1, tenemos que # es una rafz de g(z), y por lo tanto, es una raiz de las
palabras-cédigo, de modo que

w(B) = () +e(B) = e(B) = Zba (6.2)

De modo que el problema de decodificar aqui es hallar una forma efectiva de resolver 2e de las
0 — 1 ecuaciones (3) para las 2e incégnitas ay, ..., ae y by, ..., b.. (N6tese que 2e < 2t < §—1).
La dificultad en hacer esto yace en la no linealidad de las ecuaciones resultantes al elevar los a; a
la j-ésima potencia. Sin embargo, mostraremos a continuaciéon céomo se halla facilmente un
polinomio cuyas raices son az, ..., d., justamente como hicimos en el item 6 del Algoritmo D
de la pagina 124 cuando decodificamos un cédigo BCH 2-corrector.

Sea A ={ai,...,a.}. Definamos el polinomio ubicador de errores o (x) como el polinomio
cuyas raices son precisamente aj, . . ., de. Asi:

oa(z) = (a1 +x)(as + ) (a. + x). (6.3)

Ahora definamos o; como el coeficiente de z7 en 0 4(x). Luego de expandir el producto en o4 (),
obtenemos:

oalx) =00+ o1 x+ -+ ooz 4 2” (6.4)

Para cualquier 7 con 1 < i < e, podemos multiplicar ambos lados de la ecuacién (5) por bal,

luego sustituir z = a;y finalmente sumar ambos lados sobre 7 desde 1 hasta ¢, pero la ecuacién (4)
garantiza que 04(a;) = 0, que nos lleva a

0 = Zba oo + Zb ]+101+ —O—Zba”e
= S]Uo + Sj1101 + c+ Sjte
que puede ser reescrita como:
Sjye = 800 + 84101 + -+ Sjre—10c—1. (6.5)

Pero afortunadamente conocemos los valores de S, 11, Smi2 - - -, Smi2e, de modo que podemos
sustituir j = m+1, ..., m+e alternativamente para obtener e ecuaciones lineales en las incégni-
tas oy, . .., 0._1. Estas ecuaciones pueden ser escritas mas sucintamente en forma matricial como
sigue, (donde la i-ésima fila brega con la ecuacién (5), para j = m + i):

Sm+1 Sm+2 .. Sm+e g0 Sm+e+1
Sm+42 Sm+3 R Sm+e+1 a1 Sm+e+2 (6 6)
Smte  Smtetl - Smi2e—1 Oe—1 Sm+2e
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Es importante ver si este sistema lineal tiene una solucién no trivial. Para verlo, denotemos con
M la matriz e x e en la ecuacién matricial (7). Entonces, M tiene rango completo, (o sea,
que tiene determinante no nulo). Esto puede verse escribiendo M =

1 ... 1 _
biatt 0 1 a ... aft
(5] e Qe
: : m+1 e—1
ai,l oas 0 beal 1 a ... af
Cada una de las tres matrices aqui tiene rango completo por el Lema 47, pues aq,...,a, son
distintos y ai,...,a.b1,...,b. son todos no nulos. Por lo tanto, la ecuacién (7) puede ser
resuelta para oy,...,0. 1. Notese ademds que si el decodificador comienza suponiendo que

e = t, (por supuesto, el valor de e nos es desconocido al principio), entonces M es una matriz
t x t, pero tendra rango e. Esto se concluye también al partir M en las tres matrices arriba,
usando el hecho de que definimos a; = 0 para e+ 1 < ¢ < t. Por lo tanto, el decodificador ahora
conoce el valor de e.

Podemos hallar ay, ..., a, sustituyendo los elementos del cuerpo en la ecuacién oa(x) =
oo+o1x+- -+ (que es conocida ahora), pues las raices de 0 4(x) son precisamente ay, . .., a..

Ahora que ay,...,a. son conocidas, la ecuacién (3) forma un sistema lineal de ecuacio-
nes en las variables by, ..., b., que ya puede ser resuelto. Nuevamente, este sistema puede ser
representado en forma matricial, como sigue:

m+1 m+1 1
af , aj , amt b Smal
m+ m+ 2
ay as coooat by Sm2
= . . (6.7)
m-+e m+te m+e
aj as ceeoal be Smte
(Nuevamente por el Lema 47, y como ay, . . ., a. son distintos y no nulos, esta matriz tiene rango
completo, de modo que el sistema lineal siempre puede ser resuelto en by, ..., b.).

Por lo tanto tenemos el siguiente algoritmo de decodificacién para codigos RS. En este
algoritmo, definimos M’ como la matriz extendida formada por M al agregérsele una e + 1-
ésima coincidente con el lado derecho de la ecuacién (7), o sea:

Sm+1 Sm+4-2 s Smtetl
M= Sm+2  Sm43 -+ Smtet2
Sm+e  Smtetl .- Sm+2e

Algoritmo E. (Decodificacién de cédigos RS) Supongamos que una palabra en un cédigo C'
de tipo RS(2",6) con generador g(z) = (™ +z)--- (Bm+~! + z) es transmitida y que w es
recibida. Sit = | (6 — 1)/2], hallamos la palabra-cédigo méas préxima a w en C' como sigue:

1. Calcular s; = w(B7), param +1 < j < m+ 2t.

2. Colocando e = t, hallar el rango de la matriz extendida M.

3. Si e es el rango de M’, resolver el sistema lineal (7) para oy, ..., 0c_1.
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4. Hallar las raices de o 4(x) = 09+ 012 + - - - + % estas raices son las ubicaciones de error

A1y ooy Qe
5. Resolver el sistema lineal (8) para by ..., b,; estas son las magnitudes correspondientes a
ai, ..., a., de modo que el mas factible patrén de error queda completamente determinado.

Noétese que no se requieren més reducciones de filas de matrices en el {tem (5) del Algoritmo E,
pues la matriz aqui es una submatriz de la que se puso en forma escalonada (o FE) en el {tem
2. El siguiente ejemplo deja esto claro.

Ejemplo. Sea
g(x) = L+ 2)(B+2)(B* +2)(B° + 1) = 8° + ow + 2% + B°2° + 2

el generador de un cédigo de tipo RS(23,5), (de modo que m = —1 y ¢t = 2), donde F(23) es
construido usando 1+ x + 2. Supongamos que se recibe

w = B°BB°B*105%.
Decodificamos w usando el Algoritmo E:

1. Comom = —1y d = 5, computamos los cuatro sindromes s, s1, sa ¥ 3 (en otras palabras,
computamos s; si £ es una raiz de g(z)):

so=w(B) =55 +8 +B8° +B2 +1 +0+p32 =1;
si=w(f') =4 +6° +67 +8° +p8° +0+p38 =p%
sy=w(f?) =B +6° 487 #6545 0+ 5N = B
53:11)(,83)256 +,64 _’_511 +ﬂ11 +ﬂ12 +0+,820 :1.

2. Colocando e =t = 2, la matriz extendida M’ es:

Lop g
)

Reduccidn de filas de M’ produce la matriz

1 g g
0 gt p?
que tiene rango 2.

3. Como M’ tiene rango completo, entonces que e = 2, y asi resolvemos el sistema lineal

ulo]=[2]

Sin embargo, como observamos arriba, ya habiamos reducido M por filas en el item 2, de
modo que debemos resolver

1 p? o | _[ 8

0 p o] | 5]

Entonces, $*0; = 8%, de modo que o7 = 3°. Por ende, oy + 328° = 83, y luego o¢ = 1.
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Concluimos que el polinomio ubicador de errores es o4(x) = o¢+ oz +12% = 1+ %z +22.
Substituyendo los elementos del cuerpo en o 4(z), hallamos que 4(3) = 0y o4(5°%) = 0.
Por lo tanto

oa(x) =1+ +22 = (B+2)(B° + 7).

Asi, los ntimeros de ubicacién de error son a; = 8y ay = 3.

. Hay que resolver el siguiente sistema lineal:

| el a]=15)
HIGEN!

Entonces, 3°by = 1y asf by = 32 y by +by = 1, de modo que b; = 5°. Por lo tanto, el mas

factible patrén de error es
e = 05°000052

y la mas factible palabra-cédigo es

c=w+e=B°356°3100.

Ejemplo. Sea

g(z) =1 +2)(B+2)(B*+2)(B° +2)(B' +2)(8° +2) =
1+B4x+ﬁ2x2+ﬁx3+512x4+69x5+x6

el generador de un cédigo de tipo RS(2%,7), (de modo que m = —1 y t = 3), donde F(2?) es
construido usando 1+ z + x*, (Tabla III de la pagina 113). Supongamos que se recibe

w(z) =1+ o + fa® + p%2° 4 8.

Apliquemos el Algoritmo E a esta situacion:

1.

so=w(B%) =1+ B+ + 5%+ §° = 57
su=w(f) = 14+ 5+ p14 4 59 = 50
sy =w(f?) =1+p°+ 7+ p1 + 12 = 5°
S3 :U)([)’3) — 1+ﬂ7+510+ﬁ24+[318 — [312
84:11}(54):1+58+ﬂ13+ﬂ29+524:ﬁ9
85:w(ﬂ5):1+69+516+BB4+B3O:ﬁ7
57 1 /39 612 67 1 /39 ﬁl?
M/: 1 ﬂg 512 59 o 0 512 57 ,86
BQ 512 59 57 0 57 52 ﬁ
ﬁ? 1 /)79 512
oo pzopm g
0 0 0 O

de modo que M tiene rango 2 y por lo tanto el mas factible patrén de error tiene peso
e=2.
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3. Con e = 2, el sistema lineal (7) toma la forma
AT o1 0o | _ B
1 ﬁg o1 - 512 ’
pero en el item 2 hubo reduccién de filas de la matriz M’, que nos permite poner:
pTo1 oo | _[ 8
0 pBY ol 5|
Entonces, 320, + 37 =0, y asi o1 = 8, y 8709 + 01 + 3° = 0, de modo que oy = 3°.

4. ox(x) = B5 + B2 + 22 = (8% + x)(B* + x). Por lo tanto, a; = 8% y as = .
1 u [ ] [F
eIt
1oL ][] [
0 /310 bg - 67 .

Por lo tanto, by = 3'2 y b; = 2. Asi el més factible patrén de error es e = 00520520...0
v la mas factible palabra-cédigo enviada es

c=w+e=16*326525°100...0.

de modo que

Nétese que este esquema de decodificaciéon es independiente de la naturaleza ciclica del cédigo, y
entonces, funcionard también para cédigos de tipo RS(2", §) recortados de largo n.

Ejercicios.

8. Sea C' un cédigo de tipo RS(2*,7) con generador g(z) = (1 + z)(8 + 2)(8% + z)(B8% +
z)(B* + x)(B° + z), donde F(2*) estd construido usando 1 + x + z*, (Tabla III, pdgina
113). Decodifique las siguientes palabras recibidas, que se codificaron usando C':

a) 08°Bp°B*3%°44000000;
b) 1B*B*B001055°35205'°8;
¢) BOBT0B2333310000000.

9. Sea C un cédigo de tipo RS(24,5) con generador g(x) = (8+ z)(8? + z)(8% + 2)(8* + 2),
donde F(2%) estd construido usando 1 + = + 2, (Tabla III, notando que aqui m = 0).
Decodifique las siguientes palabras recibidas usando C":

a) 001%003%00000000;
b) 051006651358611/33650000&
c¢) 4101008%3°32314000000.
10. Tome el cédigo C de tipo RS(2%,5) del Ejercicio 9 y forme el cédigo C(4) de largo n = 11

(y dimensién k = 7). Decodifique las siguientes palabras recibidas, que fueron codificadas
usando C:
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a) 0015%005°0000;
b) 05100ﬂ6613058ﬂ11635505
c) B*0100325°31231400.

11. Sea C un cédigo de tipo RS(2*,9) con generador g(z) = (1 +2)(B+x)--- (87 +2) y con
F(2*) construido usando 1+z + %, (Tabla III). Halle el mas factible patrén de error para
palabras recibidas que fueron codificadas usando C' y que tienen los siguiente sindromes:

=51 =050 =" 53 =% 50 =% 55 = [, 56:58}’57:59'

= [%,51="33,50 = 7,53 = 3%, 54 = 12,55 = B, 56 = (5 y 57 = (%

]

=)

50=1751:1,52:1,53=1,54:1,55:1,56:1y57=1;

) s

) s

)

) so =" 51 =05y = 0" 53 =54 = "5 = 3 56 =" y 57 = 3%
)

)

(9}

S8

802512,51 =ﬁ8,52:0,53:57754=513,552547562513}’57: 1;
so=/",51=0,5=0,83 =% 51=0,5=0,5 =%y s7 = 0.

(s

—
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CAPITULO 7
Codificando sobre
algebras booleanas

Un 4lgebra booleana es una estructura algebraica (una coleccién de elementos y operaciones
sobre esos elementos obedeciendo axiomas definidos) que captura las propiedades esenciales de
las operaciones de conjuntos (alternativamente, de las operaciones légicas). Especificamente,
brega con las operaciones conjuntistas de intersecciéon N, unién U y complemento de conjuntos
(alternativamente, las operaciones légicas de conjuncién, disjuncién y negacién). Nosotros tra-
bajaremos exclusivamente con el dlgebra booleana sobre el conjunto universal {0, 1,...,m—1},

donde 0 < m € Z. Dados dos subconjuntos del mismo, digamos A y B, las operaciones conjun-
tistas citadas nos dan:

ANB = {zsuchthatz € Ayx € B}
AUB = {xsuchthatz € Aézx e B}
Ae = {x such that z ¢ A}

donde las tablas de valores de verdad de la conjuncién ‘y’, la disjuncién 6 y la negacién ‘¢’
de la relacién de pertenencia ‘€’ lo son (con C por cierto y F por falso):

|lrcA|lzeB|lrcAyseBlzcAbzcBla¢ A
C C C C F
C F F C F
F C F C C
F F F F C

En este capitulo, trataremos otros cédigos correctores de errores de gran importancia, lla-
mados cédigos de Reed-Muller, cuya decodificacién lo es por el método conocido como légica
mayoritaria, (ver Secciones 42-43), en contraste con el método de decodificacén de mdxima
verosimilitud, usado hasta ahora en las presentes notas.

Los cddigos de Reed-Muller son cddigos formados por palabras cuyas posiciones coordenadas
estan indicadas por conjuntos de un algebra booleana, como se explica antes del ejemplo de las
paginas 152 y 153. Primero, presentamos una construccon recursiva de estos codigos.

7.1. Construccion recursiva de cédigos de Reed-Muller
Una clase de cédigos que incluyen los cédigos extendidos de Hamming tratados en la Seccién

26 del Capitulo 2 son los codigos de Reed-Muller, que definiremos inicialmente de la siguiente
forma.
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El c6digo de Reed-Muller de largo 2™ y orden r, denotado RM (r,m) donde 0 < r < m, se
define en forma recursiva asi:

1. RM(0,m) = {00...0,11...1}; RM(m,m) = K"
2. RM(r,m) ={(z,z +y)|lr € RM(r,m—1),y € RM(r—1,m —1)}, para 0 < r < m.

Ejemplo.
RM(0,0) = {0,1};
RM(0,1) = {00, 11}; RM(1,1) = K2 = {00,01, 10, 11};
RM(0,2) = {0000,1111}; RM(2,2) = K*
RM(1,2) = {(z,z+y)| 2 €{00,01,10,11},y € {00,11}}.

Una construccién recursiva de la matriz generadora de RM (r, m), que denotaremos con G(r, m),
se inicializa con G(0,1) = [11] y contintda con

Glmm) =[G gy = [0 )

para0 <r <my=m— 1.
Ejemplo. Las matrices generadoras para RM(0,1) y RM(1,1) son

GO0,1) =[11] y G(1,1) = [é ﬂ

Ejemplo. Para m =2, el largo es n = 22 = 4, y para r = 1,2, tenemos:

=[50 Gab). un-[2]

Usando el penultimo ejemplo, tenemos:

111 b0t
G(1,2)= [01 0L}; G(2.2)= |,
00 11 0001

Ejemplo. Param =3 , tenemos n = 23 = 8, y asi:

G(0,3) = (11111111); G(3,3) = {0(?0(026331} ;

e o) _ 622 ¢@e2)
G(1,3)_{ 0 G(0,2)|’ G(2,3) = 0 G(1,2)| "
Luego, usando el ejemplo anterior:
1111 1111
0101 0101
G3) = o011 0011
0000 1111
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Ejercicios.
1. Halle la matriz generadora G(2, 3).
2. Halle las matrices generadoras G(r,4) de los c6digos RM (r,4), donde r = 0, 1, 2.

Con esta definicién recursiva, se pueden probar facilmente por induccién las propiedades
basicas de los codigos de Reed-Muller.

Teorema 51. El cddigo RM (r,m) tiene las siguientes propiedades:
1. su largo esm = 2™;
su distancia es d = 2™

su dimension es Y., ();

i

contiene los cédigos RM (r — 1,m), para r > 0;
5. su cédigo dual es RM(m — 1 —r,m), donde r < m.

Demostracion. Las pruebas de estas afirmaciones usan todas induccién. Dejamos como ejercicio
probar que este teorema vale para todo c6digo RM (r, m), param = 1,2, 3,4. Ademds, notamos
que estas afirmaciones son obviamente ciertas para r =0y r = m.

En primer lugar, queremos mostrar que RM (r — 1,m) C RM (r, m). Comenzamos con

G(l,m—-1) G(1,m—-1)
G1m) = [ 0 G(0,m — 1)} '

Como 1 es la fila tope de G(1,m — 1), entonces la fila de todos unos (1, 1) estd contenida
en RM(1,m).

En general, como G(r —1,m — 1) es una submatriz de G(r,m —1) y G(r —2,m — 1) es una
submatriz de G(r — 1, m — 1), resulta que

Clr—1.m) = {G(rfl,mfl) G(rfl,mfl)}

0 G(r—2,m—1)

es una submatriz de G(r,m) y luego RM (r — 1,m) es un subcddigo de RM (r,m).

Vamos ahora a establecer la distancia d = 2™~" para RM (r,m) usando induccién en 7.

Como RM (r,m) = {(z,z+y) |z € RM(r,m—1),y € RM(r—1,m—1)}y RM(r—1,m—1) C
RM(r,m—1), entonces x+y € RM(r,m—1),y asi si x # y entonces, por la hipdtesis inductiva,
w(z +y) < 27717 Ademds, w(z) < 2™, Por lo tanto w(z,z +y) = w(z + 1) + w(x) <
2.2m=1=r = 9m=r_Gj g =y, entonces w(z,z +y) = w(y,0), peroy € RM(r —1,m —1) y luego
W(y, 0) — W(y) < melf('rfl) — gm—r

Por la definicién de G(r,m) tenemos:

dim RM(r,m) = dim RM(r,m — 1)+ dim RM(r—1,m —1)

()

=0
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(7)) ()

Como (7) = (") + (") v (") =1= (7)), tenemos

dim RM (r,m) = Z (T)

i=0

Finalmente, sea
RM(r,m) ={(z,x+y) |z € RM((r,m—1),y € RM(r—1,m—1)}

y sea
RM(m—r—1,m)={("2"+¢) 2" € RM(m —r—1,m—1),

y € RM(m—r—2m—1)}.

Por induccién, el dual de RM (r,m —1) es RM(m—r—2,m—1) y el dual de RM(r —1,m—1)
es RM(m —r —1,m —1). Luegox -y =0y 2’ - y = 0. Ademds, como RM(r — 1, m — 1) C
RM (r, m — 1), tenemos que y - y/ = 0. Por lo tanto,

(Zx+y)- (@2 +y) =@+y)- (@' +y)+a-2
2 -2 )Y+ax-y+y-2'+y-y
0.

Vemos que cada vector en RM (r, m) es ortogonal a cada vector en RM(m —r — 1,m). Como

dim RM (r,m) + dim RM(m —r —1,m) = Z (T) + mifl (T)

=0 =0
T m m—r—1 m m m
Y () (5)-2(7)-
entonces el cédigo RM (r,m) es el dual de RM (r,m). O

Ejercicios.

3. Mostrar que el Teorema 51 vale para los cédigos RM (r,m) con 1 < m < 4, construidos
en los ejemplos iniciales del capitulo y los ejercicios 1 y 2.

Consideremos los cédigos the Reed Muller de primer orden, RM (1, m). Notemos que RM (m—
2, m) tiene dimensién 2™ —m—1, distancia 4, largo 2" y que por lo tanto es un cédigo extendido
de Hamming. Por el Teorema 51 sabemos que RM(1,m) es el dual de este c6digo extendido.
Nétese que RM (1, m) es un c6digo pequeno con una distancia minima grande, de modo que un
buen algoritmo de decodificacion es de hecho el més elemental: para cada palabra recibida w,
hallar la palabra-cédigo en RM((1,m) més cercana a w, lo cual puede ser hecho muy eficien-
temente.
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Ejemplo. Sea m = 3 y consideremos el cddigo RM(1,3), que tiene largo 8 = 23 y cuyo
ntimero de palabras es 16 = 23*1. Su distancia minima es 4. Sea

1111 1111
0101 0101
0011 0011
0000 1111

G(1,3) =

Noétese que si w es recibida y d(w, ¢) < 2, entonces decodificamos w como ¢, pero si d(w, ¢) > 6,
entonces d(w,1 + ¢) < 2 y decodificamos w como 1+c. Por ejemplo, si w = 10001111 es re-
cibida, entonces ¢ = 00001111 es la palabra-cédigo mds cercana. Si w = 10101011 es recibida
y hallamos ¢ = 01010101 con d(w, ¢) > 6, entonces 1+c = 10101010 es la palabra-cédigo més
cercana. Luego, debemos examinar a lo sumo la mitad de las palabras-cédigo en RM (1, m).

Ejercicios.

4. Sea G(1,3) la matriz generadora para el cédigo RM(1,3). Decodifique las siguientes
palabras recibidas:

a) 0101 1110
b) 0110 0111
¢) 0001 0100
d) 1100 1110

5. Sea G(1,4) la matriz generadora del cédigo RM (1, 4). Decodifique las siguientes palabras
recibidas:

a) 1011 0110 0110 1001
b) 1111 0000 0101 1111

7.2. Construccion por funciones booleanas

Damos una construccién de los cédigos de Reed-Muller més adecuada con la tarea de deco-
dificacion.

Como hicimos con los cédigos de Reed-Solomon, etiquetaremos las posiciones coordenadas de
las palabras de largo n = 2™ con vectores de K™, o sea, etiquetaremos las posiciones coordenadas
con vectores u; € K™, donde u; es la representacion binaria del entero 4, con digitos en reversa
(digitos de menor orden al inicio, no al final). Llamemos a este el ordenamiento estandar de K™.

Ejemplo. Elordenamiento estandar para K2 es (00, 10,01, 11), y para K3 es (000, 100, 010, 110,
001,101,011,

Cualquier funcién f de K* en {0, 1} tiene una tnica representacién o forma vectorial v =
(f(w), f(ur),..., flugm_1)) € K™, donde u; € K™, n = 2™y ug, uy,...usm_1 es el ordenamiento
estdndar de vectores de K™, como quedé descrito arriba.

Estamos interesados en una clase de funciones bésicas. Dado un subconjunto I C {0,1,...,m—
1}, definimos una funcién

II; x; + 1), sil @,
fl(x07x17---axm—1) :{ 1 EI( ) si Ii(b.
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fr es una aplicacién que asigna a los puntos de K™ valores en {0,1}. Por lo tanto f; es
una funcién booleana, pues asigna un valor 0 6 1 en K a cada vector v € K™, que es el vector
caracteristico del conjunto S(v) C {0, ..., m—1} formado por aquellos valores i € {0,...,m—1}
con coordenada v; = 1. Tales conjuntos S(v) forman lo que se conoce como el dlgebra booleana
de orden m, donde cada S(v) es el soporte del vector v correspondiente.

Definimos v; como la forma vectorial correspondiente a f;.

Ejemplo. Sea m = 3, de modo que n = 23,

1. SiI = {1,2}, entonces f;(xo, 1, x2) = (214+1)(z2+1). La forma vectorial de f{1 23 (w0, 71, Z2)
es formada al tomar cada uno de los elementos g, 1,22 € K3 (usando el ordenamiento
esténdar) y al evaluar fi1 2y(%o, 21, 22). As,

fr1,3(0,0,0) =1, fr12(1,0,0) = 1, fr1,23(0,1,0) = 0,

f{l,Z}(17 17 0) = 07 f{l,?}(0707 1) = 07 f{l,?}(17 07 1) = 07
f{l,?}(o7 ].7 1) =0 y f{1,2}(17 1, 1) =0. Por lo tanto
vy = 11000000.

2. Si I = {0}, entonces f;(zg,x1,z2) = (xg + 1) y v; = 10101010,
3. Si I =0, entonces fy(xg,z1,72) =1y vy = 11111111,

Existen dos hechos respecto de la funcién f; que serdn usados posteriormente. Primero,
f(zoxy, . .., Tmo1) = 18l y solo si z; = 0 para todo i € I. Luego, en el {tem (1) del ejemplo
anterior, I = {1, 2} nos da f; (o, 1, 22) = (x1+ 1)(x2+ 1)y fr(20,0,0) = (04+1)(0+ 1) =1
para xo € {0, 1}. Segundo, para cada u; € K™ vale que fr(u;) fs(w;) = frus(w;) y entonces

gm_1 om_1
vr-vg = Z Jr(uq) f1(wi) Z Jrus(us) = w(vros) (mod 2).
=0 =0
Usaremos Z,, para denotar el conjunto de enteros {0,1,2,...,m — 1}.

Ejercicios.

6. Sea m = 4 de modo que n = 2%. Para una de las siguientes selecciones de subconjuntos I
de Zy, hallar f; y vy:

a) I=10,3}
b) I={0,1,3}
c) I ={1}

d) I=1{1,3}
e) I=10

f) 1 =174

7. Sea m = 5 de modo que n = 2°. Para cada una de las siguientes selecciones de subcon-
juntos I de Zs, hallar f; y vy
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a) I=1{0,2,4}
b) I=1{0,1,3,4}
c) I={1}

d) I={1,2,4}
e) I=0

0 1=1,
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8. Sea I un subconjunto de Z,,. Use el primer hecho citado arriba para mostrar que w(vy) =

om=MI,

9. Si v es una combinacion lineal de vectores de la forma vy, {Cudndo tendra v peso par?

10. Sea m = 4 de modo que n = 2*. Para I = {0,1,3} y J + {2,3}, compute v; - v;.

El cédigo de Reed-Muller RM (r,m) puede ser definido como el cddigo lineal ({v;|I C
L, 1| < 1}). Afirmamos que S = {v; |1 C Z,,, || < r} es un conjunto linealmente indepen-
diente, (ver Ejercicio 12 abajo), y luego es una base para RM (r,m). Contando el nimero de
palabras vy con I C Zy, y |I| < r, tenemos que para RM (r,m) vale que k = (7)+(7)+-- -+ (T),

0

y claramente n = 2™. Por supuesto, las palabras v; pueden ser arregladas en cualquier orden
para formar una matriz generadora para RM (r,m). Definimos la matriz generadora G, ,, de
RM (r,m) como en forma candnica si las filas son ordenadas de modo que v; quede antes que v,
si|l] < |J|,osi|I| =|J|yexiste j € Zy, tal que fr(u;) < fs(u;) pero fr(u;) = fs(u;) parai > j.

Ejemplo. La matriz generadora G4 4 para RM (4, 4) en forma candnica estd dada como sigue,
donde por conveniencia hemos escrito vz, como vs y asi siguiendo:

Gaa

1111111100000000
1111000011110000
1100110011001100
1010101010101010

1111000000000000
1100110000000000
1010101000000000
1100000011000000
1010000010100000
1000100010001000

1100000000000000
1010000000000000
1000100000000000
1000000010000000
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Up

U3
U2
U1
Vo

V2,3
U1,3
Vo,3
V1,2
Vo,2
Vo,1

U1,2,3
V0,2,3
0,1,3
V0,1,2

V0,1,2,3
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Este ordenamiento se sigue de la definicién, como se ejemplifica a continuacién. Si I = {3} y
J = {0,2}, como |I| < |J|, entonces vg = vy precede a voo = vy. Si [ = {2,3} y J = {0,2},
entonces fr(u;) = fy(u;) para i > 10, pero fr(uy) =0 < 1= f;(u1g). (Por supuesto, uyo en el
ordenamiento estdndar de K* es 0101). Por lo tanto vy 3 = vy precede a vg o = vy.

Ahora es facil ver que G4, G1.4, G2.4 ¥ G3.4 son sencillamente las submatrices de G4 4 forma-
das por las primeras (g) =1, (é) + (411) =5, (é) + (411) + (3) =11y (g) = 15 filas, respectivamente.

Ejercicios.
11. Halle (a) Ggyg (b) G214 (C) G3’5 (d) GO,lO-

12. Muestre que para todo r > m vale que vy | |I| < r, I C Z,,} es un conjunto linealmente
independiente. (Pista: Arreglar las palabras en este conjunto de modo que vy venga antes

que v;si, para algin j vale que fr(w;) = fy(u;) paraj+1<i<my fr(u;) > f;(u;). O més
formalmente, usar induccién en my ).

La codificacién se realiza, como para cualquier cédigo lineal, al multiplicar un mensaje por
G, . Entonces, cualquier palabra-cédigo ¢ puede ser escrita como

Cc= E mivur,

ICZim, | I|<7

donde los digitos del mensaje son etiquetados m; para corresponder a las filas v; de G, .

Ejemplo. Codificar cada mensaje m como sigue, usando G 4, resulta en una palabra cédigo
¢ correspondiente:

1. Sim = 10000 001000 (de modo que my =1y mgs = 1) entonces

¢=vp+ vz = 0101010111111111.

2. Si m = 0 0101 001001 (de modo que me = mo = mo3 = Mmp; = 1) entonces ¢ =
vy + Vo + o3 + Vo1 = 0111100011010010.

Ejercicios. [13.] Codifique los siguientes mensajes usando G 4:
1. 0 0101 000000
2. 0 0000 000001
3. 0 0100 001000

7.3. Decodificaciéon de cédigos de Reed-Muller

Decodificamos los cédigos de Reed-Muller decodificacion por [dgica mayoritaria. Precisamos
algunos resultados preliminares. Para cualquier I C Z,,, definimos I¢ = Z,, \ I, el complemento
de I en Z,,.

Sea Hy = {u € K™| fr(u) = 1}, el soporte de I. Recordemos que

Ji(xzo, 1, .-, wpmo1) = Wigg(zi +1) =1

130



TOPICOS EN
ALGEBRA APLICADA

si y sélo si x; = 0 para todo ¢ € I. Claramente, si x,y € Hj, entonces z; = y; =0 = x; + y;
para todo ¢ € I; luego x +y € Hj.

Para cualquier u = (zg,21,...,Zn_1) € K™ y para cualquier ¢ = (to,t1,...,tm—1) € K™
definimos otra funcién fr(zo, z1,. .., Tm_1) = fr(zo +to,x1 +t1, ..., Tme1 +tm1) = fr(z + 1)
y definimos vy, como la forma vectorial de fr .

Nos va a interesar el cdlculo de vy s-v e ;. Y asi precisaremos contar el nimero de palabras u €
K™ paralas cuales frs(u) fre;(u) = 1. Por la definicién de Hy tenemos que fr,(u) = fr(utt) =1
siy sblosiu+t=u € Hj, oequivalentemente v = v’ +t € Hy +t, donde H; + t es la clase
médulo H determinada por ¢. Y el valor de frs(w) fret(w) = ier(z; + 8 + 1)jege(z; + 1, + 1)
permanece igual para todas las selecciones de z, € {0,1}, k € Z,, \ (I U J¢). Como existen
2m=HUTl tales selecciones para u € K™, entonces el niimero de veces que f; o(u) fre.(u) vale 1 es
un multiplo de 2197l aun cuando |TUJ¢| = m; esto es, aun cuando JU.J® = Z,,. Sin embargo,
si suponemos que |I| < |J|, entonces |J¢| < |I¢], y ast [TUJ¢| = |I|+]J¢| —|INJ°] < m, a menos
que I = J. Si I = J, entonces existe solo una palabra u € K™ para la cual frs(u)fre (u) =1,
que es la palabra u para la cual x; = s; para todo i € I y z; = t; para todo i € I°.

Por supuesto que hallar el niimero de posiciones en las cuales vale

ffys(u)fJ“,t(U) =1

nos provee inmediatamente vy s - ve;, de modo que obtenemos el siguiente resultado.

Lema 52. Sean I y J subconjuntos de Z,, con |I| < |J|. Luego para cada s € Hre y cada
t € Hy vale que vy s -vjey =1 siy solo st I =J.

Ahora podemos fécilmente obtener el siguiente resultado, que es la base del esquema de
decodificacién a usar.

Corolario 53. Sic es una palabra en RM (r,m) y si |J| = r, entonces my = c¢-v ey, para cada
te Hy.

Demostracidn. Si |J| = r, entonces para cada t € H; vale que

C-Vjer = E mpvy - Vjegr = Mygvj - Ve = My,
IC L, | 1| <r

pues por el Lema 52 el tnico producto interno que no se anula en la sumatoria es aquel que
tiene I = J. 0o

Lema 54. Sea J C Z,,. Para cada palabra e (de largo 2™), e - vjey = 1 a lo sumo para w(e)
valores de t € Hj.

Demostracion. Recordemos que para cada subespacio S de K™, dos palabras estan en la misma
clase médulo S precisamente cuando su suma es una palabra en S. Ademas, Hy es un subespacio
de K™ y la unica palabra en ambos H; y Hjc es la palabra nula. Se sigue de estas observaciones
que no existen dos palabras de H; que ocurren juntas en una clase médulo H j.. Por lo tanto,
cuando t recorre los elementos de H; tenemos que Hjc + t forma la descomposicion en clases
modulo H je.

El resultado se sigue ahora pues si t; # ty en H, justo habiamos probado que (Hjc +t1) N
(Hje 4+ t2) = 0, de modo que vjey, ¥y ey, 1O tienen posiciones en comtn donde ambos digitos
valgan 1. Por lo tanto cada uno de los w(e) digitos no nulos en e afecta a lo sumo uno de los
valores de e - vyc cuando ¢ recorre todos los elementos de H . O
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Podemos ahora obtener un algoritmo de decodificaciéon como sigue. Sea w = c+e una palabra
recibida, donde ¢ es palabra de RM (r,m), de modo que ¢ = 3,-, myvy, donde |I| < r. Sea
J C Z,, un conjunto de tamaiio r. Luego por el Lema 53 tenemos que e-v ser = 0 para al menos
|H;| — w(e) valores de t en H,. Para tales valores de ¢ tenemos:

w - UJ“,t =C- UJ“,t +e- Ucht
=C Ujey
= my por el Corolario 53.

De modo que si 2w(e) < |H;|, cuando ¢ recorre los elementos de Hjy, mds de la mitad de los
W - vgey valdran m .

Una vez que m haya sido calculado de esta manera para todos los J C Z,, con |J| = r, sea
w(r—1) =w+3,;_, myvs. Ahora w((r — 1) puede ser decodificada al tratarla como palabra
recibida que fuera codificada usando RM (r — 1,m). Este proceso puede ser continuado hasta
que my haya sido hallada para todos los J C Z,, con [J| < 7.

Antes de recopilar el algoritmo notemos que el mismo corrige todos los patrones de error
de peso menor que |H;|/2 cuando |J| < r. Sin embargo, por el Ejercicio 8 tenemos que |H ;| =
w(vy) = 2"l De modo que todos los patrones de error de peso menor que 2™~ "~! son
corregidos y por lo tanto RM (r,m) tiene distancia minima al menos 2™ ". No obstante, si
I CZ, y |I| =r entonces vy es una palabra de RM (r,m) de peso 2™~ ", de modo que tenemos
otra prueba del siguiente resultado.

Lema 55. La distancia minima de RM (r,m) es 2™".

Algoritmo de Légica Mayoritaria para RM (r,m): Para decodificar una palabra recibida,
procedemos como sigue:

1. Seai =1y sea w(r) = w.

2. Para cada J C Z,, con |J| = i, calcular w(i) - vje; para cada t € H; hasta que 0 6 1
acontece mas de 2™ "1 veces, y sea m igual a 0 6 1 respectivamente. Si ambos 0 y 1
acontecen més de e = 2™~ ""1— veces entonces pedir retransimision.

3. Sii> 0 entonces sea w(i —1) = w(i) + 3 5, =i My donde [J| = i. Siw(i—1) tiene
peso a lo sumo e = 2™ "1 — 1 entonces colocar m; = 0 para todo J C Z,, con ]| <r
y parar. Caso contrario, sustituir ¢ con ¢ — 1 y volver al paso 2. (Si ¢ = 0 entonces m; ha
sido calculado para todo J C Z,, con |J| < 3, de modo que el més factible mensaje ha
sido hallado).

Ejemplo. Usemos el Algoritmo de Légica Mayoritaria para decodificar la palabra recibida
w = 0101011110100000 que fué originalmente codificada usando Gy 4.

Comenzamos con i = r = 2 y w(2) = w. Consideremos las siguientes computaciones:

132



Ujet

W - Vjey

my

[0,1]

0000
0010
0001
0011

1111 0000 0000 0000
0000 1111 0000 0000
0000 0000 1111 0000
0000 0000 0000 1111

o

[0,2]

0000
0100
0001
0101

1100 1100 0000 0000
0011 0011 0000 0000
0000 0000 1100 1100
0000 0000 0011 0011

(1,2]

0000
1000
0001
1001

1010 1010 0000 0000
0101 0101 0000 0000
0000 0000 1010 1010
0000 0000 0101 0101

[0, 3]

0000
0100
0010
0110

1100 0000 1100 0000
0011 0000 0011 0000
0000 1100 0000 1100
0000 0011 0000 0011

(1,3]

0000
1000
0010
1010

1010 0000 1010 0000
0101 0000 0101 0000
0000 1010 0000 1010
0000 0101 0000 0101

2,3]

0000
1000
0100
1100

1000 1000 1000 1000
0100 0100 0100 0100
0010 0010 0010 0010
0001 0001 0001 0001

SO O HROHH OO, OO RRFHRFERFROOO -
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J t

/UJL‘_’t

w(l) cUjget

my

[0] | 0000
0100
0010
0110
0001
0101
0011
0111

1100 0000 0000 0000
0011 0000 0000 0000
0000 1100 0000 0000
0000 0011 0000 0000
0000 0000 1100 0000
0000 0000 0011 0000
0000 0000 0000 1100
0000 0000 0000 0011

OO o= OO

[1] [ 0000
1000
0010
1010
0001
1001
0011
1011

1010 0000 0000 0000
0101 0000 0000 0000
0000 1010 0000 0000
0000 0101 0000 0000
0000 0000 1010 0000
0000 0000 0101 0000
0000 0000 0000 1010
0000 0000 0000 0101

O oo = OO

2] [ 0000
1000
0100
1100
0001
1001
0101
1101

1000 1000 0000 0000
0100 0100 0000 0000
0010 0010 0000 0000
0001 0001 0000 0000
0000 0000 1000 1000
0000 0000 0100 0100
0000 0000 0010 0010
0000 0000 0001 0001

OO OO O -

[3] | 0000
1000
0100
1100
0010
1010
0100
1110

1000 0000 1000 0000
0100 0000 0100 0000
0010 0000 0010 0000
0001 0000 0001 0000
0000 1000 1000 1000
0000 0100 0000 0100
0000 0010 0000 0010
0000 0001 0000 0001

— O =

De aqui, vemos que mg3 =mi3=mg3 = mi2 =mg1 =0y mo2 = 1. Luego,

w(1) = w(2) + vg2 = 1111 0111 0000 0000

v i = 1. De las computaciones hechas, de nuevo concluimos que mz= 1y my=m; = my= 0. Sea
w(0) = w(1) — v3 = 0000 1000 0000 0000 y sea i = 1. Como w(0) tiene peso a lo sumo e = 1,

colocamos mg= 0 y nos paramos.

De modo que el més factible mensaje transmitido es 0 1000 000010 (pues los mensajes fue-

ron codificados usando G 4).

Ejercicios.

14. Aqui los mensajes son codificados usando la matriz generadora Ga 4. Si fuese posible,
decodificar los siguientes mensajes recibidos:
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|
|
|
|
|
a) w= 0111 0101 1000 1000
b) w = 0110 0110 0001 0000
¢) w= 0101 1010 0100 0101
d) w = 1110 1000 1001 0001
e) w = 0011 0000 0011 0100
f) w=1001 0110 0101 1010
g) w = 1010 1000 1010 0000
) w = 0011 1100 0001 1100
i = 1001 1101 0001 1101

=
g

g

15. Aqui los mensajes son codificados usando la matriz generadora Gys. Si fuese posible,
decodificar los siguientes mensajes recibidos:

a) w = 1100 1000 1110 0000 1100 0000 1100 0100

b) w = 0101 0111 0101 1000 1000 1000 0111 1010
¢) w = 0011 0011 1111 0011 0011 0011 1111 1111

e) w = 1001 0101 0110 1001 1001 0111 0110 1010

f) w=0011 1111 0011 0011 1100 1100 1100 0100

g

)
)
)
d) w = 0100 0000 1111 1111 0000 1100 0000 1111
)
)
) w = 0100 0100 1111 1111 0000 1100 0000 1111

7.4. Decision en logica mayoritaria

En otras palabras, el cédigo RM (2, 4) es un c6digo [16,11,4] de segundo orden. Su matriz
generadora G 4, formada por las once primeras filas de la matriz G4 4 dada en la pagina 155, nos
dice que los simbolos de un mensaje

a = apaza2a1aoa23a13a12003A02001
son codificados en la palabra

c=aG = apl + azvs + -+ + agvy + - - - + ap1v01

ToTy - T15, digamos
Este es un cédigo 1-corrector, y veremos como corregir un error por légica mayoritaria. La

primera etapa es recuperar los seis simbolos agq, . . . , a23. Si no hay errores, G4 nos dice que
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o1 = To+ T+ Ty + T3
= X4+ Ts + Te + T7
=28 + Tg + X109 + T11
= T12 + T13 + T14 + T15,
(o2 = To+ T+ Ty + Ts
= X9 + T3+ Tg + T7
=28 + Tg + X12 + T13
= T1p + T11 + T1a + T1s,
a3 = o+ Xy + Tg + T12
=21+ Ts5 + Tg + X13
= Tg + X6 + T10 T T14
= T3+ o7+ 211 + T35
Las primeras cuatro ecuaciones aqui nos proveen 4 votos para el valor de ag;. Las siguientes
cuatro ecuaciones nos proveen 4 votos para el valor de agy, y asi siguiendo. De modo que si un
error acontece, la mayorfa de votos es aun correcta, y asi cada a;; es obtenido correctamente.
Para hallar los simbolos ayg, . . ., az, restamos

A23V3V4 + - -+ + Qp2UoV2

de z, obteniéndose digamos ' = xya] - - - ;. Nuevamente de la matriz G4 observamos que

ay =)+
= x5 + o
o /
=T+ 15,

a; = xH+ h

Ahora estda mas facil: hay 8 votos para cada a;, y asi si hay un error, el voto mayoritario da
cada a; correctamente. Queda por determinar ag. Tenemos,

" =2 —azvy— - —agv

= apl + error,

y ap = 0 6 1 de acuerdo con el nimero de unos en z”.

Este esquema es llamado algoritmo de decodificacion de Reed.

,Coémo se hallan las componentes de las palabras-cédigo que son usadas en los controles
de paridad expresados en los grupos de ecuaciones arriba que producen los votos para agy, ags,
etc.?” Daremos para ver esto una descripcién gedmetrica del algoritmo de decodificacién de
RM(r, m). Primero, hallamos a,, donde 0 = oy - - - 0,, digamos. La fila correspondiente de la
matriz generadora vy, .., = Uy, * -+ Uy, (cada coordenada de la cual es obtenida multiplicando
maédulo 2 las coordenadas correspondientes de los v,,) es el vector de incidencia de un subes-
pacio S de dimensién (m —r) en el espacio euclideano F(2™). Por ejemplo, la linea doblemente
trazada en la Figure 3 indica el plano S correspondiente a ag;. Sea T el subespacio “comple-

mentario” correspondiente a S con vector de incidencia vy, -+ , v, ., donde {71,...,Tym_r} €8
el complemento de {0y, . . ., 0.} en Z,,. Claramente, T'interseca a S en un solo punto.
Sean Uy, . . ., Uym-r todas las traslaciones de T en F(2™), incluyendo T mismo. (Estas tras-

laciones estan sombreadas en la Figura 3). Cada U; interseca a S en exactamente un punto.
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Figura 7.1: Espacio euclideano F(2*)

Teorema 56. Si no hay errores, entonces a, esta dado por

o = E Tp, 7;=1,...,2m_T.

PeU;

Estas ecuaciones son una generalizacion de las ecuaciones ejemplificadas arriba y producen
2M7" wotos para a,.

Demostracion. Por la forma que tiene la matriz generadora, la palabra-cdigo ¢ es

c= E pUpy =+ Vpys

p=p1-+ps

donde la suma acontece sobre todos los subconjuntos {pi,. .., ps} de Z,,. Por lo tanto

ZPEU,» Ip = Zp Qp ZPEUi(Upl te UPS)P
= ZP aPN(Ui7 P):

donde N (U, p) es el ntimero de puntos en la interseccién de U; con el subespacio W con vector
de incidencia v,, - - - v,,.

Usamos el hecho de que la interseccion de dos subespacios es un subespacio, y todos los
subespacios (excepto los puntos) contienen un nimero par de puntos. Ahora bien, T'y W se
intersecan el el subespacio

Uy * Uy Upy =+ Upy-

s

Si s < r, este subespacio tiene dimensién al menos 1, y N(Uj, p) es par. Por otra parte, si s = r
pero W # S, entonces uno de los p; debe ser igual a uno de los 7;, digamos p; = 7. Entonces
T y W se intersecan en

Ury =" Uy Upy * 7 Upys

que de nuevo tiene dimensién al menos 1, y N(U;, p) es par. Finalmente, si W = S, entonces
,Z\[(l-]l7 p) =1. O
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El Teorema 56 implica que, si no ocurren més de | (2™™" —1)/2] errores, entonces la decodi-
ficacién por légica mayoritaria recuperara cada uno de los simbolos a, correctamente, donde o
es cualquier cadena de r simbolos. El resto de los aes puede ser recuperado en la misma forma,
como se mostré en el ejemplo anterior. Luego, el algoritmo de decodificacién de Reed puede
corregir |(d — 1)/2] = [(2™"— 1)/2] errores.
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APENDICE A
Soluciones sobre
ejercicios seleccionados

I. Introduccién a la Teoria de Cédigos

1. (a) 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111 (b) 0001, 0010, 0011, 0100, 0101, 0110, 0111,
1000, 1001, 1010, 1011, 1100, 1101, 1110, 1111.

2,27,

4. Tal canal puede ser convertido en un canal perfecto reemplazando cada 1 por un 0 y cada
0 por un 1.

5. Reemplazar cada 0 por un 1 y cada uno por un 0.
6. 001.

7. C' = {0000, 0011,0101,0110,1001, 1100, 1111}; (a) Si; (b) 0101, 1001, 1100, 1111; (¢) No;
cada palabra de largo 4 que no esta en C tiene 4 palabras-cddigo diferentes mas cercanas.

9. 8.
10. 16, 32, 271,
11.1,3/4,1/3.

12. (a) p*(1 — p)5 = 2,2 x 10°%; (b)
p'(1—p)* =24 x107% (f) (1 —p)° =2,

13. 0001110.

14. 101101101.

15. 00011.

16. 100110.

17. 110101 6 101000.

18. (a) ¢p(v1,w) < @p(v2,w) siy sélo si di < da; (b) @p(v,w) = (1/2)", para algin w y
cualquier v.

26. Si 000, 001,010 6 011 es recibida, entonces la DMVI decide que 001 fue enviada. En
todos los otros casos, la DMVI decide incorrectamente que 101 fue enviada.

27. 000 es decodificada como 000; 001, 011 y 101 son decodificadas como 110; 010 y 100
requieren retransmision.

28. * en las tablas siguientes indica que se requiere retransmision.
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Palabra | Decodifica Palabra | Decodifica
recibida a recibida a
001 * 001 000
001 * 001 *
010 011 010 010
@ o1 011 ) o1 011
100 101 100 000
101 101 101 001
110 111 110 010
111 111 111 011

29. (a) L(001) = {000,001,010,011}; por lo tanto, 6,(C,001) = p* +2p*(1 —p) +p((1 — p)?;
(b) L(101) = {100,101, 110, 111}; por lo tanto, 8,(C, 101) = p* + 2p*(1 — p) + p(1 — p)?.

30. (a) 6,(C,110) = p® + p*(1 — p); (b) Para decodificar 000, s6lo 000 puede ser recibida,
de modo que 0,(110,000) = p(1 — p)2.

31. (a) 6,(C,101) = p* + p*(1 — p), para todo v € C; (b) 6,(C,v) = p* + p*(1 — p), para
todo v € C; (c) 6,(C,0000) = p* + 3p*(1 — p),8,(C,0001) = p* + 3p3(1 — p) v 6,(C,1110) =
p' +4p*(1 — p); () 6,(C,00000) = 6,(C,11111) = p° + 5p*(1 — p) + 10p* + (1 — p)*; (g)
0,(C,v) = p® 4+ 3p*(1 — p), para todo v € C; (h) 6,(C,v) = p® + 6p°(1 — p) + 9p*(1 — p)?, para
todo v € C.

32. (a) No; (b) Si; (¢) No.

33. (a)(i) No; (ii) Sf; (iii) No; (b)(i) Si; (ii) Si; (iii) No.

34. Ninguno;

36. (a) 001, 011, 101, 111; (c) K*\ {0000,0001,1110,1111}; (e) K\ {00000, 11111}; (b)
K9\ {000000, 101010, 010101, 111111}

38. (a) 1; (b) L; (¢) 1; (d) 2; (e) 5; () 3; (g) 2; (h) 3.

39. 2.

41. K3\ {000,011, 101, 110}

42. (a) Ninguno; (d) 1000, 0100,0010 y 0001; (e) todos los patrones de error de pesos 1,2,3
6 4; (h) todos los patrones de error de pesos 1 6 2.

48. (a)(i) 000,001; (ii) 000; (c)(i) 0000, 0010,0100, 1000; (ii) 0000,; (£)(i) 00000, 10000, 01000,
00100, 00010, 00001; (ii) 00000, 10000, 01000, 00100, 00010, 00001; (g)(i) 00000, 01000, 00100,
00010; (ii) 00000.

II. Cédigos Lineales

1. (a) y (c) no son cddigos lineales; los restantes son cédigos lineales.

5. (a) (S) = {000,010,011, 111,001, 101, 100, 110};
(b) (S) = {0000, 1010,0101, 1111}; (d) (S) = K*.

8. (a) Ct = {000}; (b) C+ = {0000, 1010, 0101, 1111}; (c) C*+ = {0000, 1111}.

12. (a) linealmente independiente; (b) {101,011,010}; (e) linealmente independiente; (f)
{1100, 1010, 1001}; (i) {10101010,01010101}.

13. (a) B = {100, 010, 001}, B = 0; (b) B = {1010, 0101}, B-= B; (¢) B = {0101, 1010,

1100}, B+ = {1111};
(e) B = {11000,01111, 1111001010}, B+ = {11111},

14. (a) dimC = 3, dimC* = 0; (b) dimC = 2, dimC* = 2; (¢) dimC = 3, dimC*+ = 1;
(e) dimC = 4, dim C* = 1; (f) dim C = 3, dim C*+ = 2.

18. (a) dim C' = 4; (b) |C] = 16.
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110000 1000 123855
21. BC = |011101|, BD = |0010|, DC =
101101 1010 011011
000110
T N Y B
25. A« |00101|, B+ |0101|, C« , D= )
00000 0000 000110 0010
000000 0000

26. (a) {100,010,001}; (c) {1001,0101,0011};

(e) {10111,01111,00101,00011} es bueno, pero ya que estamos, confesemos nos gusta més
{10001, 01001,00100, 00011}, pues estd en FRF.

27. (a) {010,011, 111}; (c) {0101, 1010, 1100};
(e) {11000,01111,11110,01010}; (g) {0110, 1010,0011}.
28. (a) 0; (b) {1010,0101}; (¢){11111}; (h) {101000, 110110, 000101}.

30. (a) B = {111000,000111};
(b) B = {1000110,0100011, 0010111, 0001101}

(¢) B = {1000001,010001,0010001, 0001001, 0000101,
0000011};

31. (i) Si; (ii) No.

(010 1001 11011
32 (a) _001]’(b) [0110}’(0) {00111]'
100110
33. (a) [010101| ,dimC = 3.
1001011
1010110 100100100
34. (a) ,(8,4,4); (¢) 010010010/ ,(9,3,3).
00110011 001001001
00001111
oo
(f) (0110101 ,(6,3,2); (g) ,(7,4,3)
000111 0011001
0000111

35. (a) (i) 10011; (i) 01010; (iii) 11100

38.33.(a) |C| = 8, R = 1/2; (b) |C| = 8, R = 1/3; (c) |C| = 4, R = 1/5; 34.(a) |C| = 16, R =
1/2; (b) R =16, R1/2; (c) [C| = 8,R = 1/3; (d) |C| =8, R = 3/5 (f) [C] =8 R = 1/3; (g)
C| =16, R = 4/7.

001
1 ?(1) 111
39. (a) |0f; (b) Nk (e) |100].
0 01 010
001
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(10010 [1000] LT
110 01010 1000 I o
ont| {10000 o| |02 o
40.33.2) | 10015 ® {51000 |5 34®) |g100] (@ é?  (2) égg .
010 00100 0100 o1 010
001 00010 0001 001
00001 | 0001 L]
110000
41. (a) G(CY) = G(C) = |001010] .
000101

42. C* consiste de las 16 palabras de peso par en K°.

43. (a) dimC = t,dimC* = 28 —t — 1,|C| = 24, |CF = 2“1 R = t/(2' — 1); (b)
dimC = 11,dimC*+ = 12,|C| = 2" = 2048,|C*+ = 22 = 4096, R = 11/23; (c) dimC =
8,dimCt = 7,|C| = 28 = 256, |C*| =27 = 128, R = 8/15.

45. (a) 1111100; (b) 1011000.

48. (a) C" = 00000,11100,10101,01001}.

100011
010010
001001 | "
000100

10110]

49. (a) G' =

01011

52. (a) Si; (b) Si; (c) No.

54. (a) 4; (b) 4; (c) 4.

57. C,C + 1000, C + 0010, C' 4 0011; (b0 C, C + 1000, C' + 0100, C' + 0001.

58. (a) C, C+100000, C+010000, C+001000, C+000100, C+000010, C+000001, C+001001;
(d) €, C+100000; (f) C,C 41000, C + 0100, C + 0010, C 4 0001, C' + 1100, C + 1010, C + 1001.

59. (a) C,C + 1000, C0100, C 4 0001; (b) C,C + 1000000, C' + 0100000, C' 4 001000, C' +
0001000, C'4+-0000100, C'+0000010, C'+0000001; (c) C, C'+000100, C'+010000, C'+001100, C'+
100000, C' 4 100100, C' 4 110000, C' + 110100.

61 (a) 010011; (b) 101001; (c) 001111; (d) 010011; (e) 110101; (f) 001111.
62. (a)

mwwgz{

Patrén de error ‘ Sindrome

* 11 8}
0000 00 H= 10
* 01 01
0010 10
63. (a) 64. (a)



Patrén
de error

000000

000001
000010
100000
000100
010000
001000

*

Sin-
drome
000
001
010
011
100
101
110
111

011
101
110
100
010
001

TOPICOS EN

ALGEBRA APLICADA
Patréon Sin-

de error | drome

0000000 | 000
0000001 | 001
0000010 | 010
0001000 | 011
0000100 | 100
0010000 | 101
0100000 | 110
1000000 | 111

71. (a)(i) 1100; (i) 1001; (iii) 0101; (c)(i) 001110; (ii) 001110; (iii) 011011.

73. (a)

Patrén de error | Sindrome
0000000 000
0000001 001
0000010 010
0001000 011
0000100 100
0010000 101
0100000 110
1000000 111

74.57.(a) 0,(C) = p*+p*(1-p); (c) O(c) = p°+3p*(1—p); 57.(a) 0,(C) = p°+6p°(1—p); (b)
0,(C) = p®+6p°(1—p)+9p*(1—p)?; 59.(a) 0,(C) = p*+2p*(1—p); (b) 6,(C) = p" +7p*(1—p).
IT1I. Cédigos Perfectos

001

| < 256; (b) 2048 < |C] < 2048; (c) 128 < |C] < 128; (d) 256 < |C| < 256;

1117
110
101
011
100
010

2. (a) 2% (b) 2% (c) 28; (e) 28; (f) 2'2 = 4096.
6. (a) (8,6,3), no, 16 < |C] < 16; (d) (15,6,3), si, , 2048 < |C| < 2048.
7. (a) 64 < |
(e) 32 < |C] < 256; (f) 16 < |C] < 32.
8. No;
14.
Patréon de error | Sindrome
0000000 000
1000000 111
0100000 110
0010000 101 ;. H=
0001000 011
0000100 100
0000010 010
0000001 001

(a) 0101011; (c) 0011110.

25. Los tres numeros solicitados son 17, 17 y 696, respectivamente.

(a) q(z) = 23, r(z) = 2.

IV. Cédigos Ciclicos

q
{0,2%, 2,2 + 2?}; () {0,2°, 1 + & +2?}.
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19 (a) g(z) = 1; (¢) g(z) = 1 + .
1011000
0101100
0010110
0001011

21. (a)

101010
— 2 | 4
22. (b) g(z) =1 + 2 + 2%, [010101

V. Cédigos de Bose-Chaudhuri-Hocquenghem

000 < 0
100 <+ 3°
00«0 010 < 6
10+ 8% 001 « 32
7@ 510 0P qo1 088
11 « 32 111 < g4
110 & f3°
011 + 3¢
9. B7ﬁ2,647ﬁ7,587ﬁn7513,ﬁl4-
12.
Elemento ‘ Polinomio minimal
0 T
1 T
B, 3%, B a+z+?
53,567ﬁ5 1+ x2 + x4
13.
Elemento Polinomio minimal
0 T
1 1+
3%, 1o 142+ 22
ﬁ7751476137611 1 +x+ .T4
67ﬁ27547ﬁ8 1+ z3 + z4
63756759”612 1+I+I2+I3+I4

32. Pedir retransmision; (b) 10; (¢) 5y 8; (d) 6 y 11; (e) y (f) pedir retransmision; (g) 0 y
13; (h) es palabra-cédigo.

VI. Cédigos de Reed-Solomon
1. (a) 2'% (b) g(x) = f+BPx+2?; (c)(i) BBA°A000; (d) g (2) = (1+a)(B+a) (B +z) (B +x).
2. (a) 2% (b) g(x) = B0 + B3x + BS2% + B33 + 2%
(c)(i) B8 B°5121000005%510 3135 57;
(d) g (@) = (8% + 2)(8° + 2)(B* + 2) (87 + z)g(2).
3. (a) 8% (b) 8% () B".
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4. ()n=3k=1,d=3y |C]| =4; (b) G = [B51]; (c):

Mensaje | Palabra | f(c)
cédigo
0 000 | 000000
1 8421 | 011110
3 8215 | 111001
32 1882 | 100111

5. () m=T7k=3,d=5y |C] =8 =512; (b) g(z) = B + beta®x + B°x? + B%z% + 2*.
6. (a) B+ F2 + 22 — (B + 2)(8' + o) = (1+ ) (8 + 2);

(b) 14 8%+ 2% = (B° + 2)(B" + x);

(¢) B° + o +a® + 3% + 2t = (B + 2)(B° + 2)(8° + 2)(B* + 2);

(d) B0+ B3z + B%2% + B2 + 2t = (B + 2)(B* + 2)(B8° + 2)(B* + 2);

( )521+6241‘+ﬂ16l‘2+ﬂ24333+ﬂ91‘4+5101’5+1’ —<ﬂ+1’)(ﬁ2 ) -(56+I).

(

(

a o

@

8. (a) 00533° 3353233510 3000000;
b) 15452 5125910ﬁﬁ55352513510ﬂ
¢) BB B7052433310000000;
9. (a) 001384 33500000000;
(b) 0,310/3356,313058/511535500000
( ) ﬂ4ﬂ12670/82ﬁ5512/814000000
11. (a) 0520000000000000;

(b) 0030052000000000;

(c) 100000000000000;

(d) £511100000000000;

(e) £°430001000010000;

(£) 420000,5200003%0000.
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APENDICE B
El algoritmo de Euclides
para polinomios

Suponemos al lector conocedor de la nocién de maximo comun divisor de dos enteros, no
ambos nulos, asi como del algoritmo de Euclides asociado. Veremos en este apéndice como estos
conceptos se generalizan a polinomios.

El méximo comun divisor (med) de dos polinomios f(z), g(z) € K[z], no ambos nulos, es
el polinomio d(z) € K[z] de mayor grado tal que f(x) = q1(x)d(z) y g(x) = g2(x)d(z).

Denotaremos d(z) = med(f(z), g(z)).

Ejemplo. Hallamos el mdximo comin divisor de f(z) y g(z) suponiendo que conocemos las
factorizaciones de f(z) y de g(z) en factores irreducibles, donde

f@)=1+22+a% 4+ a8 +2"+285 =1+ )1 + 2 +2°)(1 +2")

g@) =142 +2° +2° =1+ 2)(1+2°) + (1 +z+2°).
El polinomio de mayor grado que es factor comin de ambos, f(z)y g(x), es (1+z)(1+x+2%) =
1+ 2% + 2% + 2. Por lo tanto,
med(f(x), g(x) = 14+ 22 + 2* + 2.

Este no es el mejor método para hallar el maximo comun divisor de dos polinomios. Presentamos
a continuacién un método mas eficiente de llevar a cabo tal tarea cuando ambos polinomios son
no nulos.

Algoritmo de Euclides. Dados f(z), g(x) € K[z] no nulos y con gr(f(z)) > gr(g(x)):

1. Inicializar colocando ro(z) = f(x), ri(z) = g(z) y i = 1.

2. Mientras r;(x) > 0, dividir r;(z) por 7;,_1(z) y denotar el resto de esta divisién con 741 (z),
o sea que 141(x) = ri_q1(z) méd ry(z).

3. Sir;(x) = 0, entonces colocar med(f(x), g(z)) = r;_1(x); caso contrario, incrementar ¢ en
una unidad y repetir el item 2.

Notar que este algoritmo debe parar luego de un ntmero finito de pasos, pues para cada i > 1,
el grado del resto 741 (z) es menor que el grado de r;(z).
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Podemos modificar este algoritmo para producir polinomios ¢;(x) y s;(x) en K[z] tales que

ti(x) f(z) + si(z)g(x) = ri(z), parai=0,1,...

Definimos
to(x) = ]-7 tl(gj) = 07
so(x) =0, si1(z)=1.

Suponiendo que r;_1(x) = g(x)r;i(x) + 41 () (usando el Algoritmo de Divisién), definimos
ti(x) = g1 (2)tioa(x) + 7ia(2)
si(x) = qi-1(2)si-1(x) + si—2(x), parai=2,...

Entonces,
ri(@) = (=17 [=t;(@)ro() + s;(x)r;(2)]

=t;(x)ro(x) + sj(x)r(z).
Como estamos trabajando sobre el cuerpo binario, podemos ignorar el signo negativo.
Ejemplo. Usamos el Algoritmo de Euclides para hallar el maximo comun divisor de los
polinomios

flz) =2+ 23 + 2%+ 27,

g(x) =14 2% + 2t + 5.

Las computaciones son como sigue. Colocar ¢ = 0, ro(xz) = f(x) y r1(z) = g(z). Dividiendo
r1(x) por ro(z) nos da

4t a2 = (142 2 D)1+ 2?) + (1 + 2.
Luego, ro(x) = 1+ 2 y go(x) = 1 + 22. Dividiendo ry(z) por r1(z) nos da
T+2° + 2t +2° =1+ 2" (1 +2) + (v +2°).
Luego 73(z) = x + 2% y ¢3(z) = 1 + z. Siguiendo asf:
14+a" = (x4 2%)(x) + (1 +2%).

Continuando:
r+ 2% =(1+2%)(z) +0,

de modo que 75(x) = 0. Como el dltimo resto no nulo es r4(z) = 1 + 2%, tenemos que r4(x) es
el comun divisor requerido de f(z) y g(z):

1+ 2% =med(1 + 2® + 2* + 2%, 2% 4+ 2% + 27).

En este ejemplo, pudimos computar también ¢;(z) y s;(x) usando los cocientes ¢;(z) producidos
en cada iteracién, (ver tabla abajo). Afirmamos que para cada ¢ = 0,1,2,3,4:

ri(z) = ti(z) f(x) + si(z)g(x).
Esto es claramente cierto para ¢ =0,1y 2. Parai =3
rs(z) =z +2% = (1+2)f(x)+ (z+22+2°)g(x)
(14 2)((2? + 23 + 25 +27)
+(r+ 22+ 2%) (1 + 23 + 2t + 25),
(1 +z+2?)f(z) + (1 +2° +at)g(z).

yra(z) =1+ 22
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Resumiendo:
i ti(x) si(x) ri(x)
0 1 0 f(x)
1 0 1 g(x)
2 1 1+ 22 1+t
3| 142 |o+22+2° | z+28
4 14+z+22 | 1+284+2* | 1422
— - 0

Usando induccién, se puede probar lo siguiente:

Teorema 57. Sid(x) = med(f(z), g(x)), entonces existen polinomios t(x) y s(x) en K[z] tales

que
) f(x) + s(x)g(x) = d(z).
Ejercicios.

B.1. Halle el maximo comun divisor de cada uno de los siguientes pares de polinomios:

1 fle)=14+a+2°+25+27, g(x) =1+ 2+ 23 + 2%

2. flr)y=1+2+2>+27,g(x) =1+ z+a%

3. f(@)=1+a+a'+2°+a%+2° g(x) =1+ 2° +2° +27;
)

4 f(z)=1+z+2*+ 2%+ 24 g(z) =z + 2% + z*.

B.2. Halle med(f(z)), g(z)), para f(x) =1+ 2° y g(z) asi dado:

L og(z) =z +2° +2' + 2° + 2%

2. g(x) = 2 + 2
3.g9(@)=1+z+a?+a"+2° + 27 + 25

4. g(x) =1+ 2% + 25

5. gla) =z + 2?2+ 2+ ot + 2%+ 25 + 27 + 28,

B.3. Halle med(f(z),
B.4. Halle med(f(z),

g(x)), para f(z) =1+ 2%y g(z) = x4 2* + 2* + 5.
g(x)), para f(z) =1+ 2%y

g(I):$+I2+I3+I4+l’6+$8+I9+I12+I13+I16+x18
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