NOTAS
DE CLASE

DE PRE-CALCULO

NOTAS
DE CLASE

DE PRE-CALCULO

De la coleccion: La desercion, un tigre de papel.

NOTAS DE CLASE DE PRE-CALCULO

JOSE MENCO
RAFAEL AHUMADA
JOAQUIN CHOIS

JOSE MENCO - RAFAE



NOTAS
DE CLASE

DE PRE-CALCULO




NOTAS
DE CLASE

DE PRE-CALCULO

José Menco
Universidad del Atldntico

Rafael ahumada
Universidad del Atldntico

Joaquin Chois
Universidad del Atldntico

EDITOR
Fernando Cabarcas Charris
Universidad del Atldntico

/‘ [({Illxermdad
el Atlantico
L ¢

2021

De la coleccion: La desercion, un tigre de papel


UNIATLANTICO
Texto tecleado
2021

UNIATLANTICO
Texto tecleado
   


De la coleccién: La desercién, un tigre de papel
Revision Técnica
Jairo Hernandez Monzon

Corrector de estilo:
Luz Marina Torres

Disefio de portada:
Gilberto Marenco Better

Diagramacion:
Jorge E. Hurtado F.

NOTAS DE CLASE DE PRECALCULO
Primera Edicion
© José Menco, Rafael Ahumada y Joaquin Chois

© Universidad del Atlantico
Vicerrectoria de Docencia

Prohibida la reproduccion total o parcial de esta obra,
por cualquier medio, sin la autorizacién escrita del editor.

UNIVERSIDAD DEL ATLANTICO
DERECHOS RESERVADOS © 2015

Por la Universidad del Atlantico

Kildmetro 7 Antigua Via a Puerto Colombia
Barranquilla - Colombia.

ISBN: 978-958-8123-91-2
Impreso en:

Tiraje:

PRESENTACION

La Universidad del Atlantico cred, en 2008, los cursos nivelatorios para que los estudiantes admitidos que
evidenciaran dificultades en su formacion de lecto escritura y de pensamiento matematico, con el propdsito
de contrarrestar la alarmante desercion temprana en las carreras en la institucion. Asimismo, y de acurdo
con estudios realizados desde la vicerrectoria de docencia con datos de los examenes de admision que
en ese entonces se practicaban, se detectaron, entre otras causas, que la baja capacidad de comprension
lectora y el bajo dominio del pensamiento l6gico matematico, nuevamente, aparecian como elementos que
incidian en los malos desempefios de las estudiantes que abandonan el ciclo universitario.

Con estos elementos en mente, presentamos una propuesta a una convocatoria de un proyecto
consistente en la creacion de ayudas educativas para evitar la desercién relacionada con estas causas,
de esa forma surge la idea de que con el apoyo del recurso humano docente de la institucion se crearon
dos libros de texto que sirvieran de herramienta gratuita para que los estudiantes ubicados en esta
condicion tuvieran acceso a esta material, cuyo contenido esté orientado a estrategias pedagodgicas
capaces de suplir las falencias que en tales areas del conocimiento llegan los estudiantes a la universidad.

Aunque conscientes de que la falta de competencias lectoras y matematicas y su resultado la desercién
tiene su origen en muchas razones, existe un hilo conductor se repite de forma sistematica. Esto es, en el
afan de disminuir el fracaso escolar en la educacién media, se ha definido, este como el porcentaje de
estudiantes que no termina el bachillerato, lo que lleva al sistema a que se promueven estudiantes de un
grado a otro sin la madurez académica necesaria requerida para una excelente formacion. De ahi que
una buena parte de la poblacidon egresada del bachillerato arribe al nivel universitario con la manifiesta
incapacidad para escribir, comprender, operar y razonar. De esto dan fe no sélo los magros resultados
obtenidos en las pruebas masivas estandarizadas que el sistema de evaluacion colombiano practica a los
estudiantes en distintos grados de escolaridad, sino también en los examenes de admisién y en el
desempefio académico en la universidad.

De cara al compromiso social de formar buenos profesionales, la Universidad ha procurado disminuir la
brecha tendiéndoles puentes de tal forma que estos superen los umbrales de sus propias dificultades
académicas y puedan interactuar adecuadamente con la comunidad del conocimiento. En esa continua
busqueda de opciones para disminuir la desercion, nuestra Universidad también participd en la
convocatoria que para tal fin dispuso el Ministerio de Educacion Nacional, del cual resulté ganadora. De
ese proyecto se deriva el libro de texto Notas de Clase de Pre-Calculo, cuya elaboracién estuvo a cargo
de los docentes Mg. José Menco, PhD. Rafael Ahumada y Mg. Joaquin Chois.

Notas de Clase de Pre-célculo es un texto de ayuda, basicamente intuitivo que esta escrito en lenguaje
sencillo y ameno. Paso a paso y con estilo directo le brinda al estudiante la posibilidad de crecer en
habilidades matematicas y algebraicas, potenciando competencias cognitivas asociadas al dominio de
operaciones como la factorizacion, los sistemas algebraicos, la solucién de desigualdades y ecuaciones,
leyes de exponentes y logaritmos, entre otros temas. Los autores se han empefado en presentar la teoria
de forma inteligible y agil sin perder rigor alguno. En concreto, se trata de un texto guia del estudiante para
el abordaje de manera segura y confiada a los cursos de calculo en la vida universitaria. De cara a mejorar
los resultados de nuestros estudiantes, con herramientas de apoyo en los procesos de formacion y de
apuntarle a la acreditacion de calidad de programas e institucional, ponemos a disposicién de estudiantes
y profesores estas notas de clase. A nombre de nuestra Institucion agradezco a todos los que de alguna
forma contribuyeron para que este proyecto se concretara, al PhD en Matematicas, Jairo Hernandez
Munzén, por la revision de la version preliminar y a la Magister Luz Marina Torres Roncallo por los ajustes
de estilo que a bien realizé al escrito inicial. Para terminar, espero que este material didactico,
especialmente concebido para los estudiantes de Pre - calculo sea de gran ayuda.

FERNANDO CABARCAS CHARRIS
Editor
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CAPITULO 1: CONJUNTOS

1.1 La nocién de conjunto
La actual matematica esta formulada en el lenguaje de los conjuntos. A partir
del concepto de conjunto, considerado como una de las nociones mas simples
de las ideas matematicas, todos los conceptos matematicos pueden ser

expresados.

Un conjunto esta formado por sus elementos

Dado un conjunto 4 y un objeto cualesquiera a, la Unica pregunta posible con
relacion a ellos es: ¢a es 0 no es elemento del conjunto A?

En caso afirmativo, se dice que a es un elemento de 4 y se observa que
a €4, en caso contrario, se aprecia a £4 y se lee: a no es elemento del

conjunto A.

La matematica se ocupa fundamentalmente de los numeros y del espacio. Por
lo tanto, los conjuntos mas frecuentes son los numéricos, las figuras
geométricas -que son conjuntos de puntos- y los conjuntos que se deriven de
éstos, como los de funciones, de matrices, etc. El lenguaje de los conjuntos,
universalmente adoptado en la presentacion de la matematica, ha ganado el
privilegio de dar a los conceptos y a las proposiciones de ésta ciencia, la

precision y la generalidad que constituyen su caracteristica basica.

Los conjuntos sustituyen a las propiedades y a las condiciones. Por ejemplo;

sea F la propiedad de un numero natural x de ser par, o sea divisible por 2 y C
la condicion que cumple el numero real v, expresado por v* —5y + 6 = 0; por

otro lado, sean:

A={246810,..}

B ={23)
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Entonces se dice que x cumple la propiedad P 6 que ¥ cumple la condicion C,

es lo mismo que afirmar que x € P,y € C.

La ventaja de utilizar el lenguaje y la notacidén de los conjuntos radica en que

entre estos existe un algebra, basada en las operaciones de unién: AU E,
interseccion: A n B, ademas de la relacion de inclusion: 4 € B, Las propiedades

y reglas operatorias de esa algebra, por ejemplo:
An(BuC)=(AnB)U(AnC)yAnB <A son muy faciles de manejar y

representan una enorme ganancia en la simplicidad y exactitud, en

comparacion con la utilizacion de propiedades y condiciones.

Existe un conjunto excepcionalmente importante: el conjunto vacio,

expresado por medio del simbolo @.

El conjunto vacio es aceptado como conjunto porque cumple la util funcion de
simplificar las proposiciones, evitando una larga y tediosa mencion de
excepciones. Asi, cualquier propiedad contradictoria sirve para definir el

conjunto vacio, por ejemplo @ = {x|x # x} 0 sea @ es el conjunto de los objetos
x que son diferentes asi mismo; sea cual fuese el objeto x, siempre se tiene

que x € @.

En muchas preguntas matematicas es importante saber que un determinado

conjunto X no es vacio, para mostrar que X no es vacio se debe encontrar un

objeto x, tal que x € X,

1.2 La relacion de inclusion

Sean A4 y B conjuntos, si todo elemento de 4, también es elemento de B, se
dice que A4 es un subconjunto de B, para indicar lo anterior se procede asi:
AnB. Por ejemplo, como todo triangulo es un poligono, entonces, si T es el

conjunto de los triangulos y P el conjunto de los poligonos, tenemos que T < P.

Si P es el conjunto de los numeros pares y T es el conjunto de los multiplos
de3,entonces PLT porque 2EPy 2T tambiénTZ Pporque 3T y

3EP.
La relacion A = B se denomina relacion de inclusion
Para demostrar que 4 no es subconjunto de B como se nota en 4 £ B se debe
mostrar un elemento de 4 que noes de B
Ejemplo:
i) Sea U=R, sean A= {1,3},%,3}} y
B={xeRl0<x <1} =[01]
Se tiene que U = R como el conjunto universal, lo que se precisa mas adelante.

Observando los elementos de A, vemos que cada uno de ellos no es mayor

que 1 ni menor que cero; luego cada elemento de 4 estd comprendido entre

cero y uno, o sea que A4 < B; veamoslo graficamente:

&

LA =
|
Wl =
ba | =
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ii) Sea U=R, sean A={x[1=x<3}, B={x[1<x<3}y un elemento de 4 que es elemento de B, o bien si existe un elemento de B que
C={x|1<x<3} no es elemento de A.
Analicemos estos tres conjuntos: Ejemplo

i) N=+Z porque —1€Z y —1&N

0
i) Z+@ porque %EQ y %EZ
| — —
0 i) Q=R por que V2ER y V2EQ nétese que
NEZ ZEQ y QER
C
| >
0 1 2 3

Definicion

) B Sean 4 y E conjuntos, 4 se dice subconjunto propio de E si 4 es subconjunto

De lo anterior se deduce que todo elemento de 4, lo es también de C, luego
_ B . de B y ademas A es diferente de B, lo anterior se expresa A & B o también A

A = C; de igual forma, todo elemento de 5 es también elemento de C, es decir
_ . es subconjunto propio de B, si A es subconjunto de B y ademas existe un

BS (C,ahorale 4, perol1&E,luego A £B; 3 € C pero 3 & A lo que nos dice

_ _ elemento de B que no pertenece a A.
que C £ 4;3eCpero3 € B, luego C € 5.

Enresumentenemos: 5S4, A5C y BESC. En los ejemplos anteriores tenemos que
) NEZ
Pregunta: sse cumplirda que B S A y 4 = C implique que B £ C, para A4,B,C iy zco
i c
subconjuntos de un universo E?
i) Q<SR
Definicién Representacion de conjuntos por diagrama de Venn.
Sean A,B conjuntos, se afiima que 4 y B son iguales cuando i)

simultaneamente 4 es subconjunto de B y B es subconjunto de 4 de lo

contrario, se deduce que los conjuntos 4, B son desiguales o diferentes si existe
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Propiedades de los subconjuntos.

i) 0cA

i) A < A para todo conjunto 4
i) (ASBABCSC)= (ASC)
iv) ~(4 S 4) ~:esfalsoque

V) (ASBABSC)=AGC

Vi ASB=ACE

Vi) AS B = ~(B S 4)

1.3Unidn e interseccion de conjuntos

Definiciéon
Sean A y B subconjuntos cualesquiera de un universo U, llamese reunién o
unién de Ay E al conjunto formado por aquellos elementos que estan en 4,

estan en B 6 en A y B simultdneamente; este nuevo conjunto se designa asi:

AUBE

AUB ={x ER|x€ AV xE€ B}

Ejemplo
Sea U=R, A={x€R|0<x =<3} B=1{0,1,45]. Es obvio que
ASR, BCR

AUB={0,145} U (0,3]

v

Luego: AUB=[03] U {45}

Representacion de la unién por medio de los diagramas de Venn y lineal.

AUB

Iy

Ejemplo

Sea U=R, A={x€R|x=-7} B={x€R|-2< x < 11} es decir

A=[-7,0) B=[-2111]

LA LSS S LSS AL S S A

-7 -2 0 7 11
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Obsérveseque B A y AUB =A4. ;Se cumplira en general? Ejemplo:

Definicién Sea U=R, A={xeR|-1=x=1} B={xER[2=x=5} 0 sea

A=[-11] B=[25]
Sean 4 y B subconjuntos cualesquiera de un universo U, el conjunto formado

por los elementos que estan simultaneamente en 4 y B, se conoce como la

interseccionde Ay B yse nota ANB

ANB={x€E|xeEA N x€ B}

Ejemplo:

AnNB =0, luego Ay B son disyuntos.

Sea U=R A={x€ER|lx=10} B={x€R[12<x = 15} 0 sea
Propiedades de la unién y la interseccion.

A =[10,4+) B =[12,15]

i) AUuA=4 paratodo 4 conjunto

i) AnA=4 paratodo 4 conjunto

AL LSS S S A

i) (AvAdA)ucCc=4uU(BuUC) paratodo conjunto 4,B,C

iv) (AnAdA)nC=4n(BncC) paratodo conjunto 4,B,C

AnB=[12151=8B

v) AUB=EUA paratodo 4y E conjunto

vi) AnNBE=EnA4 paratodo conjunto 4, B

Obsérveseque B A y AnB =EB. ;Secumplira en general? vii) AU® = A4 para todo conjunto 4

vii)ANE =4 paratodo conjunto 4
ix) AUE =E paratodo conjunto 4

Diagramas de Venn y lineal de la interseccion. _
X) An@=@ paratodo conjunto 4

E xi) AN(BUC)=(ANnB)uU(4ANnC) paratodo conjunto 4,B,C
= & = 2 xii) AU(BnC)=(AUEB)Nn(AuUC) paratodo conjunto 4,B,C
An Bj
/ AnB
1.4Diferencia y complemento de conjuntos.

Definicion B . . . .
La nocién de complemento de un conjunto solo tiene sentido cuando se fija un

Sean 4 y B subconjuntos cualesquiera de un universo U, si AnE = @, se dice conjunto U, llamado el conjunto universo del discurso o conjunto universal, U

que Ay E son disyuntos, esto es 4 y B no poseen elementos comunes. podria ser llamado el asunto de discusion o el tema en estudio:

13
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Solamente se habla de los elementos de U una vez fijado en U, todos los
elementos a ser considerados que pertenecen a U y todos los conjuntos seran
subconjuntos de U, por ejemplo en la geometria plana, U es el plano, en la

teoria aritmética de la divisibilidad UV es el conjunto de los niumeros enteros Z.

Definiciéon
Dado un conjunto 4, el cual es subconjunto de U, llamase el complemento de

4, al conjunto A° 6 A' formado por los objetos de U que no pertenecen a A.

Recordemos que fijado un conjunto A, para cada elemento x en U, vale una 'y

solo una de las afirmaciones x € A 6 x € A.

El hecho, de que para todo x € U, no existe una alternativa diferente de x € 4 6
x € 4, en logica es conocido como el Principio del tercio excluido y el hecho
de que las alternativas x € 4,x € A no pueden ser verdaderas al mismo tiempo,

se llama el principio de no-contradiccién. Aplicando los principios anteriores

se obtienen las siguientes propiedades

1) Para todo 4 = U, se tiene que (4°)° = 4 o sea todo conjunto es el

complemento de su complemento.

2) Si A = E entonces B = A°. Si un conjunto esta contenido en otro,

su complemento contiene el complemento del otro.

3) A S B equivale a B € A,

Obsérvese que si U es el universo entonces U =0 y @0°=U

Diagramas de Venn y lineal del complemento.

7y,

W '
’ A

7

ry

Definicién
Sean 4 y B subconjuntos de un universo U; se denomina diferencia entre 4 y B

al conjunto formado por aquellos elementos que estan en 4 y no estan en B,

este nuevo conjunto se designa: A — B

Ejemplo:

Sea U=R, A={x€R|x >0} y

B={xe€R|lx<—-10 V —3<x<10]

A = (0,+) B = (—,—10) U (—3,10)

A— B =[10,+x)

15
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Diagramas de Venn y lineal de la diferencia simétrica

Propiedades de la diferencia entre dos conjuntos

) A—A=0
i)y 0—A=0
iy A—0=4
iv) A—BES A

V) (4-B)-c)S(a-(BUO)
vi) SiA S B entoncesA—5 =0
vii) A—B = AnNE°

Vi) (A—B)n (B—4) =0

iX) (A—BJU(B—A4A)U(ANB)=AUB

X) A—(ANB)=A—-B

1.5 Conjunto de partes de un conjunto

Sea A un subconjunto de universo U, existe un conjunto cuyos elementos son
exactamente los subconjuntos de A4, a dicho conjunto lo llamamos partes de Ay

se nota P(A4).

Ejemplo 1

Sea

U=R, A=1{1,273} entonces

P(4) = {0,{1,2,3}, {1}, {2}, {1,2}, {1,3}.{2,3}}

Obsérvese que #(P(A))=8=12% y #4 =3

Ejemplo.

Sea

B =

E = alfabeto castellano

fa,x} #B=12 #(P(B))=2=4

P(B) ={0,{a,x},{a}, {x}]

Propiedades del conjunto de partes.

i)

ii)

P(A)+ @,  por que @& P(4) para todo conjunto 4, también

A € P(A), para todo conjunto 4

Sia € A entonces {a} € 4 luego {a} € P(4)

Sea 4 un conjunto contenido en un universo U, si el numero de
elementos de A es 1 entonces el numero de elementos de P(4)

es 2"

Sean A y B conjuntos contenidos en un universo U y A< B
entonces P(A) S P(B) y viceversa si P(A4) < P(B) entonces

ACEE

Sean A y B conjuntos contenidos en un universo U, el conjunto

de partes de A4, unido con el conjunto de partes de B, es un

17
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subconjunto del conjunto de partes de A unido con E, o sea

fy Xes

(P(4)UP(B))E P(AUB) q) wes

hy wecC

vi) Sean 4, B conjuntos contenidos en un universo U, el conjunto de ) xec

partes de A interceptado con el conjunto de partes de B, es

igual, al conjunto de partes de A interceptado con B o sea

Escribir los siguientes conjuntos dados por comprension:
P(AnB) = P(4)n P(B) 1oIrios sigul Iu P prenst

vii) Sean A4, E conjunto contenidos en un universo U, el conjunto de 5, A={xeN[x=5 06 x=3 6 x=0}
partes de (4— E) es un subconjunto de la diferencia entre
P(A)y P(B), unido al conjunto de partes del conjunto vacio, o 6. B={x€Z|x=5y x=+/25)
sea P(A —B) € {(P(A)— P(B)) U P(0)] 7. C={x€Zlx=8y x=3}

1.6 Ejercicios

8. D={xe{1268}x=2 6 x—1=1}
Identifique, segun sea el caso, como ciertos o falsos los planteamientos

propuestos en los siguientes ejercicios. Justifique su respuesta: o
9. E={x€R|(x=5y x*=25) 6 —=5}
1. A€{A} con A =@, Aconjunto

10. A={x EN|[(x +3)(x+8) =0}
2. {0} {15,086}

11. Probar que: si B es tal que para todo conjunto 4, AUE =4

3. (13 e {113,013} (1) 3))

entonces E = @.

4. B€ {{@}’@} 12. Decir si son ciertos o falsos los siguientes planteamientos:
S
X a) ZES a) Ae{A} con A=0 y Aconjunto
W b) ZgcC
A’\ c) ZET by AZS{A} con A#@ y Aconjunto
C d WerT
e) XeT c) {0} € {1,5,0,6}
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d) 0e {{0}.0]

e) {0}cS{1,03.2)

H {03} c(1308)

CAPITULO IIl: NUMEROS REALES
Introduccion.

Los numeros naturales N corresponden al modelo para contar que se ensena

desde la educacion primaria. De este modo, se aprende que el proceso de
medir las cantidades continuas conduce a la nocién de numero real. En este
sentido, se usara como prototipo la determinacion de la longitud de un
segmento. Este ejemplo de medicion es muy significativo ya que el conjunto de
los numeros reales es conocido también como la recta real o simplemente la

recta.

A continuacion, se recordara la notacion usual de los numeros naturales N,

numero enteros £ y numeros racionales Q.
N =1{1,23,45,..}
z={..,-5-4,-3,-2,-1,01.23,..]

Z=NU{0}U{-N}
Q=E‘p EZ,qEN}

Ademas de los numeros racionales, existen otros nimeros como V2 que

reciben la denominacion de irracionales y se identificaran con I, por tanto

1= {x|x # E,p EZ, g€ N}. También existen otros numeros, los llamados reales

que contienen a @ y a I o sea R = @ U I, éste conjunto tiene dos operaciones

suma (+) y multiplicacion (*) que a su vez tienen las siguientes propiedades:

En el caso de la suma se representa como a + b y existe cualesquiera

sean a y b, los cuales, por supuesto, pueden coincidir.

1. Propiedad asociativa de la suma.

Si a, b, c son numeros reales, entonces:

a+(b+c)=(at+b)+c

El numero 0 (cero) tiene la siguiente propiedad muy importante:

La existencia de una identidad para la suma.

Si a es un numero real cualquiera, entonces:
a+0=0+a=a
El numero 0 (cero), también desempena un importante papel en la tercera

propiedad.

2. Existencia de inverso para la suma.
Para todo numero a, existe un numero - a tal que:

at+(—a)=(—a)+a=0

3. Propiedad conmutativa para la suma.
at+b=>b+a

Definicion

Se define la resta de dos numeros a y b, la cual se nota a—b5b, como
a—b =a+ (—b). Segun la definicion anterior y la propiedad3, podemos decir

que la resta es una operacion de la suma.

Es posible encontrar la solucion de ciertas ecuaciones sencillas mediante una

serie de pasos, cada uno justificado por las propiedades 1, 2, 3.
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Ejemplo
x+5=9
(x+5)+(-5)=9+(-5)
x+(5+(=5))=9-5
x+0=4
x=4
En la practica no es necesario resolver la ecuacion indicando de manera tan

explicita la aplicacion de las propiedades 1, 2, 3,4.

4. Propiedad asociativa de la multiplicacion.

Si a, b y ¢ son nUmeros reales cualesquiera, entonces:

a(bc) = (ab)c

5. Existencia de una identidad para la multiplicacion

Existe 1 (uno), diferente de cero (0), tal que para todo numero real a se tiene

quearl=1a=a

6. Existencia de inverso para la multiplicacion

Para todo numero real a # 0, existe un nimero a™*, tal que:

l.a=1

a-al=a"
7. Propiedad conmutativa para la multiplicacién.

Dados a y b nimeros reales cualesquiera, entonces: ab = ba.

Es importante destacar el hecho de que en la propiedad 7 existe la condicion

a = 0, la cual es absolutamente necesaria por que: 0-b& = 0 para todo niumero

real b y por lo tanto no existe ningun nimero 0~ que satisfaga 0-07* =1, la

anterior restriccion tiene una notoria consecuencia para la division.

Definicion
La division de dos nimeros a, b, b = 0, notada E se define como:

a
—=a-b7?

b

Puesto que 07* carece de sentido, también ocurre lo mismo con E; la division

por cero (0) es siempre indefinida, lo cual indica que no se puede dividir por

cero (0).

De la propiedad 7 se desprenden dos consecuencias importantes. Si ab = ac
no se sigue necesariamente que b = ¢, pues si a =0, tanto ab como ac son
cero (0), cualesquiera que sean by c. Pero si a # 0, entonces b = ¢, resultado

que se deduce de la propiedad 7. Asi:
Siab=ac, a=0
Entonces a™*(ab) = a™*(ac)

De done (a™a)b = (a™ta)c

Se concluye también de la propiedad 7 que si ab=0 y a # 0, entonces

a”*(ab) = 0 de donde (a™*a)b =0,luego1-b =0,0sea b = 0.

23
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Ejemplo

Si un namero real x satisface (x — 3)(x— 4) = 0 se sigue entonces que, o bien

x—4=0 6 x—3=0dedonde:x=3 06 x=4.

8. Propiedad distributiva de la suma con respecto al producto

Dados a, b y ¢ nUmeros reales cualesquiera, entonces:

a(b+ c)=ab +ac

Ejemplo

Para mostrar la utilidad de la propiedad 9, determinaremos exactamente

cuando secumplea —b =b —a.

Sia—b=b—a,entonces (a—b)+b=(b—a)+b

Luegoa=b+(b—a)=(b+b)—a

ata=(b+b)—ata

a—a=b—b—[[—a}—a}

a+a=b+b Luego

a(l1+1)=5b(1+1), Como1l+1=0 entonces

Ejemplo

Una segunda aplicacién de 9 es la justificacion de a -0 = 0
Sia-0=a-(0+4+0)
a-0=a-0+a-0
a-0+(—a-0)=(a-0+a-0)+(—a-0)
0=a-0+(a-0+(—a-0))
0=0-a+0
O0=a-0

Otras consecuencias de la propiedad 9, propuestas a manera de ejercicio son:

(—a)b = —(ab)

(—a)(—b) = ab

Para enunciar las tres propiedades restantes, debemos considerar la existencia

de los numeros positivos.

9. Propiedad de tricotomia.

Para un numero real a se cumple una y solo una de las siguientes igualdades:
i) a=20
i) aes positivo
i) -aespositivo
10. Propiedad de la cerradura de la suma

Si a y b son positivos, entonces a + b es positivo.

11. Propiedad de la cerradura de la multiplicacion

Si a y b son positivos, entonces ab es positivo.

Definicion

25
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Sean a, b niUmeros reales cualesquiera.

a=b Si a—bespositivo; lo cual se lee “a es mayor que b”

a < b Si a—besnegativo; lo cual se lee “a es menor que b”

a=<h Si a<hb 6 a=25b

azxb Si a=b 6 a=25

Noétese que en particular a = 0 es lo mismo que decir que a es positivo.
Ejemplo.

Se muestra una aplicacion de las propiedades 10,11y 12,
Sia < b entonces a +c < b +c, en efecto como a < b se tiene que
b —a es positivo, 0 sea b—a =0, luego (b—a)+0=0 luego

(b+c)—(a+c)=0 luegob+c=a+c Oseaa+c<b+c.

Derive de las propiedades 1 a 12 de los numeros reales, las siguientes

afirmaciones:

12. Sia<b y b<c entonces a<c
(Generalmente las dos desigualdades a < b y b < ¢ se escriben en la forma

abreviada a < b <¢).

13. Sia<0 y b<0 entonces ab =0

(El simbolo @ < 0 significa que 0 = a, o0 sea que 0 — a es positivo).

Segun lo anterior, se tiene que ab = 0 cuando se cumple uno de los casos

siguientes,a =0 y b=0 6 a=<0 y b=0 loquedicequesia=5b vy

diferente de cero, se tiene que a® = 0 si a # 0, asi los cuadrados de nimeros

reales distintos de cero son siempre positivos y en particular se tiene que

1= 0.

14. Siax =a paraa=0 entoncesx =1

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.

27.

(** —y?)=(x—y)(x+y)
Six>=y? entonces x=y 6 x=—y
= si b y ¢ son diferentes de cero

ad+be

‘i: ..~ Si b y d son diferentes de cero

(ab)™*=a"'b! si a b son diferentes de cero.

E : i = ﬁ si b y d son diferentes de cero.
d . .
EK’& = :—E si b,c y d son diferente de cero.
Si b,d son diferentes de cero, entonces §=

ad = bc

Si a<b y c<d entonces a+c<b+d

Si a=<b entonces —b =< —a

Si a<b y c>=0 entonces ac<cb

Si a<b y c<0 entonces ac>=cbh

Si a>=1 entonces a’=a

i cuando

27
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28.Si 0<a <1 entonces a’<a

29.Si 0=a<b y 0=<c<d entonces ac < bd

30.Si a=z0 y b=0 y a®><hb® entonces a<b

Nota
El axioma de completes es otra propiedad de los numeros reales (Tom M.

Apéstol, Tomo |) cuyo estudio no esta previsto en los objetivos de este curso.

2.1EIl eje numérico

Para determinar la posicion de un punto en una recta se procede de la

siguiente forrma: se elige en la recta un punto 0, como origen de referencia, un
punto cualquiera € y como unidad de medida se toma el segmento ce y

tomamos ademas una direccion la cual se considera positiva. En la figura a

continuacion esta indicada por una flecha.

1
M(2—-
25)

El eje numérico es la recta en la cual estan indicados el origen de referencia, la
unidad de medida y la direccién positiva. Para determinar la posicién de un

punto en el eje numérico, es suficiente designar un numero, por ejemplo +5.
Esto significa que el punto se encuentra a una distancia de 5 unidades de

medida del origen de referencia en la direccidn positiva.

La coordenada de un punto en el eje numérico, es el numero que determina la
posicion del punto en este eje. La coordenada del punto en el eje numérico es
igual a la distancia entre el punto de referencia y el punto, la cual se expresa en

la unidad de medida elegida y se considera con signo mas si el punto se

encuentra en la direccion positiva del origen y con signo menos en caso
contrario. Frecuentemente el origen de referencia se llama origen de

coordenadas, la coordenada del punto 0 es igual a cero (0).

Notemos M(a) para designar el punto M con coordenada a, en forma

abreviada se dice punto a.

De esta forma se ha establecido una correspondencia entre niumeros reales y
los puntos de la recta, concluyendo que a cada punto de la recta corresponde
un numero determinado: su coordenada y a cada numero real en esta misma

correspondencia de un punto determinado de la recta.

En la misma forma como se ha establecido la correspondencia anterior, los

numeros reales positivos, cuyo conjunto se nota R™ quedan sobre la semi-
recta oe y los negativos sobre la semi-recta opuesta. El punto 0 no pertenece a
ninguna de las dos semi-rectas que determina, ya que el numero real cero (0)

no ni negativo ni positivo.

Asi los reales han quedado divididos en tres conjuntos a saber: R7,{0} y el

conjunto de los reales negativos R™.

El orden que le dimos a los numeros reales lo podemos interpretar asi:

Si a.b son dos numeros reales cualesquiera y A,B son sus puntos
correspondientes en el eje numérico, a < b significa que A esta a la izquierda

de E.

|
Ala) 0 B(b)

v

m

a<hb

29
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2.2 Intervalos

Definicion

Un conjunto formado por los numeros reales comprendidos entre dos numero a

y b dados, a < b, recibe el nombre de intervalo de extremos a y b.

Los intervalos puede ser de varios tipos, segun contengan o no sus extremos.

Se distinguen los siguientes:
Intervalo abierto.

El conjunto de reales comprendidos entre a y b, sin incluir ni @ ni b, se

denomina intervalo abierto y se nota (a. &}, como se ve en la figura.

(a,b) = {x € Rla < x < b}

v

Ala)

Intervalo semi-abierto.

El conjunto de los reales comprendidos entre a y b, a < b, sin incluir a e
incluyendo b, se llama intervalo semi-abierto a la izquierda y se nota (a, b].

(a,b] ={x ERla<x=b}

0 Ala) E(b)

El conjunto de niumeros reales, comprendidos entre a y b, a < b, incluyendo a,

sin incluir b se denomina intervalo semi-abierto a la derecha y se nota [a, b).

[a,b) ={x ERla =x < b}

Ala) 0 E(b)

Intervalo cerrado.

El conjunto de los numeros reales, comprendidos entre a y b,a < b, incluyendo

tanto @ como b, se llama intervalo cerrado y se nota [a, b].

[a,b] ={x ER|la = x = b}

v

Ala)

También se consideran intervalos las semi-rectas de la forma:
(a,+0) ={x ER|x = a}
Definicion

El intervalo (a, +2) es el conjunto de nUmeros reales mayores que a; ver

figura.

(a,+x) ={x ER|x = a}

Ala)

Definicion
El intervalo [a, +) es el conjunto de numeros reales mayores o iguales a; ver

figura.

[a,+wx) ={x ER|x = a}
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Definicion
El intervalo (—co,b) es el conjunto de nuimeros reales menores que b; ver

figura.

(—oo,b) ={x € R|x < b}

v

0 B(b)
{_DOJ b}
Definicién
El intervalo (—,b] es el conjunto de nimeros reales menores o iguales que b;

ver figura.

(—co,b] ={x € R|x = b}

{.._ co, b]

Nota

+o0, —00, NO representan numeros, se debe considerar tan solo como simbolos.

2.3 Valor absoluto y distancia entre puntos en la recta

Definiciéon

El valor absoluto de un numero a o médulo del numero a, es la distancia desde
el punto A(a) hasta el origen de coordenadas. EI modulo del numero a, se
designa colocando el numero a, entre un par de lineas verticales |a|. Entonces,
|a], no es mas que el modulo de a, de los que lo se puede concluir:

lal=a Si a es positivo

la| =—a Si a esnegativo

lal =0 Si a=0

Ejemplo
I3 =3
|8| = —(—8)
lx—3|=x—3 Si x—3=0 [x—3[=—(x—3) si x—3<0

Propiedades del valor absoluto

Dados a y b numeros reales, se tiene:

1. |ab| = |al|b]
g| _ lal
2. 3| = T con b=#10
3. lal =|—al
4. lal =a

5. Si lal<r entonces —-r<a<r, para r,real mayor que

cero.

6. Si —r<a=<r para r=0,entonces lal <r.
7. la+bl <lal + |bl
8. [lal —Ibl| < la — bl
Definicion
Dados dos puntos A(x,),B(x,), la distancia entre los puntos  A(x,),B(x,) se

observa P(4,E), que se lee “ro AB” yesiguala |x,—x,;] O |x;—x,], en

resumen:

P(A,B) = |x; — x4 = |xy — x,

Ejemplo

33
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Hallar la distancia entre dos puntos —3 y —8.

P(-38)=I(—-3)—-8l=18—-(-3)| =|-11] = 11| = 11

Ejemplo

A continuacion se prueba algunas propiedades del valor absoluto.

1. labl = |al|b|

Se consideran los siguientes casos:

) a=0 y b=0

Luego, ab = 0, luego |lab| = ab, también lal =a y |bl =b luego ab = |a||b]

luego |lab| = |al|b|

i)a<<0 y b=0

Luego ab =0 luego |ab|l= —ab=(—a)-b, también la|=—a y |bl =5,

luego lab| = |a||b|

ija=0y b=<0

Luego ab =0 luego labl= —ab= a-(—b), también |al=a y [b] =—b,

luego lab| = |al|b|

ivija==0y b=0
Luego ab =0 de donde |ab| = ab, también |a| = —a y |b] =—b, luego

lallb| = (—a)(—b) = ab, luego  |ab| = |al|b|

En resumen, se tiene que |ab| = |al|b].

2. Si |al=w,con r=0 entonces —r<a<r

A continuacion, dos casos:

i) a=0

Luego lal =a, luego lal <+ se transforma en a <r,
como # =0 entonces —r=<0; como a =0 entonces

—r < a, luego tenemos —r <aya <rluego —r < a <r.

Luego l|al = —a, luego |lal <r se transforma en —a <r,
luego a = —r o sea —r < a, como r = 0 y a < 0 entonces

a <r,luegotenemos —r<ay a<r luego —r<a=<r.

En general tenemos que si |al < conr = 0 se tiene que

i v A

2.4 Ejercicios

Marque en el eje numérico los puntos A(—2),B(13/3),K(0).

1. Marque en el eje nimero el punto M(2). Encuentre el eje numérico dos
puntos 4 y B que estén a la distancia de tres unidades del punto M. Cuales son

las coordenadas de los puntos Ay E.

2. ¢Si el punto A(a) esta a la derecha del punto E(b), cual numero es

mayor,a 0 b?

35
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i) Sin dibujar los puntos en el eje numérico, diga cual de los puntos esta
mas a la derecha: A(—=3) & B(—4); A(3) o6 B(4); A(—-3) o6 B(4)

A(3) 6 B(—4).

3. ¢Cual de los dos numeros esta mas a la derecha 4A(a) 6 B(b)?
4. Cual de los dos numeros esta mas a la derecha:

i) M(x) 6 N(2x)

i) A(c) 6 B(c+2)

i)y A(x) 6 B(x?)

iv) A(x) 6 EB(x—a)

5. Marque en el eje numérico los puntos A(—5) y E(7). Encuentra

la coordenada del punto medio de AE.

6. Senale en el eje numérico, los puntos cuyas coordenadas son:

i)  Numeros enteros
i) Numeros positivos
2.5 Inecuaciones
Definicion

Aquellas proposiciones condicionales en las cuales aparecen los simbolos

<, =, =, = se conocen como inecuaciones; por ejemplo 5x+ 9 = 7x — 10,

3x?+ 8a>5 soninecuaciones con universo R.

Resolver una inecuacion, no es mas que hallar su conjunto solucién, o sea los

elementos del universo que la hacen verdadera.

Ejemplo:

Ejemplo:

Ejemplo:

Sea U = R, resolver 3x = 15

3x =15 x =5« x € [5+c0), luego el conjunto solucion es

[5,+co).

Sea U =R, resolver: 8x — 3 = 3x— 28
Bx—3>3x—28=8x—3x>=3—-—28=5x>=-—-25

= x >—-5= x € (-5,+m)

Sea U =R, resolver ax+b=<cx+h con

a b, ¢, hER a=+0, c+0, a#c

ax+bZcx+h=ax—cx<h—-b=x(a—c) =< (h—b)

h—b . , h—b .
Luego x<— si a—c>=0 60 x>— si a—c=0
a-c a—c

Luego x€ [—M'Jh_b] Si a—-c>=0 6 xE [h_b, —I:c-) Si

a—c a—c

a—c =0

37
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i) h—b =0 se obtienen las siguientes soluciones:

(@ x£(-w0] si a—c=0 0

(b) x£(0,4c0] si a—c=0

pia—c =0

a—c =10

i) h —b =0 se obtienen las siguientes soluciones:

h=b h—=b

xe(—m, ] Si a—c=0 6 xe[ ,—cc-] si a—c<0

a—c a—c

a—c

a—c =10
h—b 0
a—c

iii)h —b << 0 se obtienen las siguientes soluciones:

h=b h—=b

xE(—Dﬂ-, ] Si a—c>=0 0 IE[ ,—'3’3') si a—c=10
a—c a—c

»ia—c =0

h—b 0

a—c

a—c =10

a—c

Ejemplo:
Sea U = R, resolver:

a)(x—3)(x+9)=0

b) (x—3)(x+9) =0

c) (x—3)(x+9)=0

d) (x—3)(x+9) <0

Para resolver lo anterior se procede asi:
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1. Se traza el eje numérico y se marca sobre él los puntos donde se anulan

los factores x—3 y x+9 0sealospuntos x=3 y x= -9

v

2. Trazo verticales alos puntos x =3 y x = —9, trazando luego dos casillas

horizontales:

v

v

v

—a

3 Se colocan los factores en dichas casillas y se analizan asi: x —3 se anula

en x = 3; se observa que toma valores positivos a la derecha de tres y

negativos a su izquierda, asi

»
»

x—3

tH++++++

»
>

x+9

e et o S o

+H+ 4

»
»

0 3

Analizando x +9 se ve que se anula en x = —9 y que es positivo para los

valores mayores que —9 y negativo para los valores menores que —9, como se

puede observar en el grafica de arriba.

v

———————————————— R

v

R o R

v

x=3 —-—-—--
r+9 ————
(x—3)x+9) -5
++++

De lo anterior se concluye que:
(x+9)(x—3)=0 Si
(x+9)(x—3)=0 Si
(x+9)(x—3)<0 Si
(x+9)(x—3)=0 Si

Entonces, las soluciones son:

a) (o0, —9) U (3,+00)

b) (—oo,—9] U [3,4+w)

c) (—9,3)

d) [—9.3]

Ejemplo:
Sea I = R, resolver:

a)ax’+bx+c>0

b)yax*+bx+c=0

———————————————— +HEE RS

x € (—w0,—9) U (3,+o0)
x € (—o0,—9] U [3, +o)
x €(—9,3)

x € [-9,3]
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c)ax?+bx+c=0

d)ax?+bx+c=<0

Con a # 0y la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 tiene raices reales diferentes.

Suponiendo que ©; y 1, son las raices reales de ax”+ bx+c =0, luego
ax*+bx+c=alx—n J(x—n )n, =r porlo tanto lo pedido se transforma

en:

a)(x—n Jx—7n)=0

C

)

b) (x—m Jx—m ) =0
J(x—n ) x—m) =<0
)

d)(x—nllx—m)=0

x—7 ——————_—_———— +H+++ A+
X+ 1y e I o o o o o o e
! >
(x—r Mx—my e o Tz
o ol & (g +++++++4

En consecuencia, las soluciones son:

a) (=o0,m) U (1, +c0)

b) (—oo,13) U [ry, +00)

c) (r.m)

d) [r5, 1]

Ejemplo:

Sea U = R, resolver:

a)(x—1)(2x+3)(5x—10)(x+3) =0

b)(x — 1)(2x+ 3)(5x— 10)(x+3) = 0

c)(x— 1)(2x+ 3)(5x— 10)(x+ 3) < 0

d)(x—1)(2x+ 3)(5x— 10)(x+3) =0

En primer lugar, se buscan los términos donde se anulan los factores:

x—1=0unx=1;

5x—10=0 ~x=12;

2Zx+3=0,"x=—

r

B3| B

x+3=0.x=-3.

Ahora, se traza el eje numérico, sefalando los valores que anulan a los

factores y trazando verticales en dichos puntos y horizontales como factores

hay. Se procede como en los ejemplos anteriores.

x+ 3

+HEEEE

+HEHEEE R

+H+E | FEHE

v

ox — 10

———— |+ ++

2x + 3

+HEHEEE R

v

N

v

+EEE| S

v

Product.
Factores

De acuerdo a lo anterior, las soluciones son:
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a)(—oe,—3)u (—5 1) U (2,00) (4x— 1) (:"c+ 3)x -

4=

b)(—e0,—3] U [-2, 1] U [2.00) | : - . :
- Asi sucesivamente, como 4x- = 0 se puede multiplicar la desigualdad por 4x~-

conservandose el signo; luego se tiene que:

o)(-3.-2)u(12)
( ) a)(4x —1)(x+ 3)(x) =0

d)[-3,~F]u[1.2] b)(4x — 1)(x + 3)(x) = 0

c)(4x—1)(x+3)(x) <0

Ejemplo:

did4x—1 +3 =0
Sea U =R, resolver: )(4x — 1) (x+ 3)(x)

a) '~4x—1}'~x+3}}0
Lx
x - --—-------—-—-———— +++++ | ++++++H+H+H+
b ':41—1}':x+3}}ﬂ >
)T— x+3 - | +++++++++++++({ +++++ |+
(o) (43) -l - - === +++++++++
c) SETETH 20 >
Lx >
-3 ] 1/4
Productq
factores| E = ®

d) L4x—ikx+3}£ 0

Luego las soluciones en B — {0} son:

Se considera x = 0, lo cual modifica E, entonces se toma )
a) (—3,0) U (5, +)

U=R-{0}.

1
Ante todo es necesario analizar el denominador, como x puede ser positivo o b) [-3.0)u [;r‘i‘m)
negativo, y para obviar esto, se multiplica por x tanto numerador como

denominador; quedando asi: c) (—0,—3) U (ﬂé)
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d) (—o0,—3] U (0.]]
Ejemplo:

Sea U =R, resolver |[x +5| = 7

Primero, se obseva en donde se anula la expresidon entre las barras. Es decir,

se halla la solucién de x +5 = 0, luego x = —5; se escribe este niumero sobre
el eje numérico y se traza por ese punto una vertical, quedando dos zonas, asi:
Zonal Zona 2

x+5 e m - b s ah R T S

»
T »

_5 L1}

Enlazonal =x+5<0 vyenlazona2 x+5=0; ahora se procede a

resolver lo pedido en dichas zonas.
Zona 1: (—o0,-5)

En dicha zona x+5<0, luego |x+5/=-x—5, luego [x+5/=7 se
transforma en -x — 5 = 7 luego x £ (—we,—12). La solucion en la zona 1 sera:

(—o0,—12) n (=, —=5) que es igual a (—ow,—12).
Es necesario considerar que la solucién debe estar en la zona.

Ahora se resuelve la zona 2: (—5,+c2)

En dicha zona x+5=0, luego lx +5|=x+5; entonces
|x + 5] = 7 se transforma en x +5 = 7 o0 sea x = 2, entonces x € (2,+w). La

solucidn en la zona 2 sera: (2,+w) N (=5,+m) = (2,+x)
Después se analiza el punto x = —5;
|-5+5/=7 Osea 0:=7,absurdo

La solucién general es (—w0,—12) U (2, +).

Ejemplo:
Sea U = R, resolver [2x — 6|+ |3x+ 7| = 10

Se hallan los valores de x, donde se anulan 2x—6 'y 3x+7, o sea, se
resuelven: 2x—6=0 'y 3x+7=0 cuyas soluciones son x=3 vy

x = —7/3. Ahora se representan dichos puntos en el eje numérico:

Zonal Zona 2 Zona 3
I+ === = +++++++++++++4++ |+
e e B e B e e +++++++
—7/3 ] 3

Como se puede apreciar, el eje ha quedado divido en tres zonas. Se procede a

resolver lo pedido en tales zonas:

Zona 1: (—Df:-,—%j. En este caso 3x+7 <0 y 2x—6<10 luego
[3x+7|=-3x—7 ~ |2x—6|+[3x+7[=10 se transforma en:
—2x+6—-3x—7=10 O sea
~5x—1210+—5x =112 %< —=, luego x € (—o0,— =), luego
la solucion en la zona es: (—f——] n [—-:f:-, —E] que igual a
(~en~2).

Zona 2: (—%, 3). En esta zona 2x—6<=<0, 3x+7=0 luego

|2x —6]|=—-2x+ 6 : 3x+7|=3x+7 por lo que
|2x— 6|+ [3x+ 7| =10 se transforma en: —2x+6+3x+7=10 O sea

x+13=10, x=—-3, luego =x & [—3,+=). Por lo tanto la solucién sera:

(23540 = (-23)
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Zona 3: (3,+om0). Aqui 2x—6>=0y 3x+7 =0, luego
[2x—6]=2x—6 y [3x+ 7| =3x+7, de donde:

|2x — 6|+ |3x+ 7| = 10 se transforma en 2x—6+3x+7 = 10 O sea

| o

50+1=10; 5x=9, luego =x= es decir:

e[t o)

La solucién sera entonces (3,+ce) N [5 —u:c-) = (3,+m).

. 7
Ahorase analiza x=3 y x=—¢

[2-3—6|+[3-3+7] =10

0+ 16 = 10, verdadero, luego {3} es solucion.
7 7
‘2-———6‘—‘3:(———?‘ =10
3 3
14 32
|—?—6| =10 Osea |—T| =10

3z 7 ' g
O sea — = 10, verdadero, luego {_E} es solucion.

De todo lo anterior la solucién general es:

@ o[-Jo(-o-Du(-13)v s = (0 -Du[-13] o
(3,+x) =R

En resumen, el conjunto solucién es R

2.6 Pareja ordenada.

Introduccion

Tal como se puede apreciar en el préximo capitulo, una relacién no es mas que
un conjunto de parejas ordenadas. Por lo tanto es necesario precisar que la
nocion de pareja ordenada corresponde a un conjunto con dos objetos, en el
cual importa el orden en que aparezcan tales objetos. En el caso de
{x, v} = {v,x} es decir {x, ¥} no nos sirve como definicién para pareja ordenada.

Se dice que x, ¥ es un par desordenado por ser igual a {v, x}.
Definicion

Un par ordenado es un conjunto de dos elementos en el cual es importante el

orden en que aparezcan tales elementos.
Definicion
Sea x, y objetos, definimos (x,v) = {{x}, {x, _v}}. x, v Se denomina pareja o par

ordenado, de componentes x, v; x es la primera componente; v por su parte es

la segunda.
La definicién anterior satisface las condiciones de pareja ordenadas, es decir:

1) (x,¥) # (v,x) siempre que x = y.

2) (x,v) = (u,v) siysolosi x=u A y=v
Probemos primero 2).

a) Hipotesis: (x,v) = (u,v)

Tesis:x=u ANv=v
Como (x,¥) = (u,v) entonces {{x}, {x, v}} = {{u}, {u, v}} luego tenemos que:

i) G} =} A {xy} = {w )

i) {2} = {w, v} A {5} = {u}
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Paraelcasoi) x=u A v=wv setienen.

Para el caso ii) como {x}={xx} 'y {u}={u,u} se tiene que
xy={wv} {xy} =yl

Luego x=ulAy=u=x=v en resumen se tiene
x=ulNy=wv

Luego [(x,}r = (u,v]) =x=ulNy=v

b) Hipotesis:x=u Ay =v

Tesis: (x,v) = (u,v)

De x = u se tiene que {x} = {u}; de y = v se tiene que v} ={v},

luego {x} U {yv} = {u} U {v}osea {x,v} = {u, v}, luego x, x,v = u, u,v

1) Tesis: (x,v) # (v, x)

Hipotesis: x = v

Suponiendo que (x,¥) = (v, x) entonces con lo demostrado arriba x = ¥ lo cual

es absurdo; luego (x,v) # (v, x) cuando x # .

Observaciones

a) Muchos autores definen pareja ordenada mediante la propiedad:
(x,v) =(u,v) Siysolosi x=uAy=v

b) La definicion de pareja ordenada no es muy importante, en cambio si

lo son sus propiedades.

Definicion
Generalicemos el concepto de pareja ordenada

1) Sean x, v, z objetos, definimos:

(x,v,z) = [(x,}rj,z); (x,v,z) Se dice una terna o una tripla ordenada, que

satisface: (x,v,z) = (x" v,z )= (x=x"ANy=y" ANz=2").

2) En general, sean x,,x,,...,x, objetos, definimos:
(g, x,) = ((pxy s Xy )ixy); (Xp%y,.0,%,)  Se  dice una  n-upla

ordenada, que satisface:

(0, % 0, 0 s %) = (¥, ¥y, -o. V) Siy solo si:

(xlz ¥ "ﬁ" Xz =V "ﬁ" X3 = Vg "ﬁ" Xn = }Tnj
Producto cartesiano

Definicion

Sean X,Y conjunto, el conjunto formado por las parejas ordenadas, cuyas
primeras componentes son los elementos de X y las segundas componentes
son los elementos de ¥, se llama Producto Cartesiano de X por ¥ y se nota
XY,

Xx¥Y={lx,v)lxeX AyeYr}

Observacion

(x,y) EXXY)= (xEX N yEY)

(£, 1) EXXY) = (x€X A yEY)

Ejemplo:
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Sea ¥ = {23} Y =1{15]

xxY ={(21),(25),(31),(35)]

Y x X ={(1,2),(1,3),(5.2),(5,3)}
Observacion

En general se tiene que X XY es diferentes de ¥ X X; un caso particular es

X=Y=R,luego R X R = {(x,y)

xER A yER]}
El conjunto R X R se nota R?.

Coordenadas en el plano

Para determinar las coordenadas de un punto en el plano, se trazan en este
ultimo, dos ejes numéricos perpendiculares entre si. Uno de los ejes se conoce

como eje de las abscisas o eje X(0X); el otro es el eje de las coordenadas o el

eje Y(0Y).

v

La direccidon de los ejes se elige frecuentemente de tal modo que el semi-eje

positivo 0X coincida con el semi-eje positivo OY al realizar un giro de 202 en el

sentido contrario a las agujas del reloj, tal como se ve en la figura anterior. El
punto de interseccion de los ejes, se conoce como el origen de coordenadas y

se designa con la letra 0. Generalmente las unidades de medida sobre los ejes

se toman iguales.

Si se toma en el plano un punto cualquiera M y se baja desde este
perpendicularmente a los ejes 0X y adY; los puntos de interseccion M, y M, de
dichas perpendiculares con los ejes se llaman proyecciones del punto M sobre

los ejes coordenados.

El punto M, ubicado sobre el eje 0X, le corresponde un numero determinado x,
que equivale a su coordenada en este eje. De igual forma al punto M, le

corresponde cierto numero ¥ que coincide con su coordenada en el eje OY.

.7 A .

Asi que a cada punto M situado en el plano le corresponden dos numeros, el
de x y el de ¥, que a su vez son sus coordenadas rectangulares o coordenadas

cartesianas del punto M. El punto x es abscisa de M y ¥ su ordenada.

Reciprocamente, a cada par de numeros x y v le corresponde un punto del

plano para el cual x es la abscisa y ¥ es la ordenada.

En sintesis, existe una correspondencia entre los puntos del plano y los pares

de numeros x y ¥ que siguen un orden determinado, primero x y luego v.

Las coordenadas del punto M se escriben M(x, v).
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Los ejes de coordenadas dividen al plano en (4) cuadrantes, numerados asi:

A

}(

-
D

11 v

v

Definicion

Sea M(x,¥) un punto cualquiera en el plano y @(0,0) el origen de coordenadas,

la distancia entre M y 0, notada (0, M) se define asi:

P(0,M) = x? +5?

Definicion

Sean A(xy,v,) y B(x,¥,) dos puntos dados en el plano, la distancia entre

A(xy,v,) y B(x,,¥,) notada P(0, M), se define como:

/ 7 -
P(A,B) =+ (xy —x3)* + (3 — ¥)?

Ejemplos:

Sean 4 =[1,3] E[0,2]

AxB=[13]x[02] = {(x¥)|x € [13] A y€[0.2]}

}(

b

7

Ejemplo:

SeanA =N E=1{0}

AxXB= {(x,}rj

xEN A ye{0}}

={(xy)lxeN Ay=0}

={(x)

x €N ={(1,0),(2,0),(3,0),...(n,0) .. }}

o —0—0 0000 0 ¢

(1,0)(2,0)(3, 0)(4, 0)5, 0)(6,0) (7,0) (8,0) (9,0)

v e
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Ejemplo:
Sean 4 =(3,5) B=(—24)
AXB=(35)%x(—-24)={(xy)lx€(35) A ve (—24)}

e, v)3<x<5 N —x<y=<4]

A

AXB -"'-

¢>-<:

Ejemplo:
Sean 4 = (—®,2] {B =-5]
AxB{(x,y)|x € (—,2) A y€{-5}]

(e, Mx<2 A y=-5}={(x,—5)lx <2}

AxB

Ejemplo:

Sean A =(—w,-2] B =[-1,3]
AXE=(—o0,—2] x[-1,3]

= {(I,_‘L‘jlx £ (—5‘3,—2] A yE [_113]}

Luego

NOTAS DE CLASE DE PRE-CALCULO
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Ejemplo:

Sean 4 =(2,3) y B = (45) puntos en el plano. Hallemos P(A4), P(B),P(A,B).

P(A)=+224+32=+V4+9=113

P(B) =+/4% +52 =16 + 25 =41

P(4,B)=+(2-4)2+ (3-5)% =(-2)* + (-2)?

—_—

=Va+4=1/8

Luego P(4,B) = 22

2.7 Ejercicios
1. Descifrar la palabra escrita en el plano cartesiano representando:

(6,2),(9,2),(12,1),(12,0),(11,—-2),(9,—-2),(4,—2),(2,—1),(1,1),
(—1,1),(—2,0),(—2,-2),(2,1),(5,2),(12,2),(9,1),(10,—2), (10,0},
(411}1 (2,2), (-2,2), (-2,1), (_21_1jr (ﬂrﬂjr (zrﬂjr (21 _Eji

(4,0),(4,—1),(12,—1), (12,—2),(11,0), (7,2),(9,0), (4,2).

2. Dibuje A(4,1),B(3,5),C(—1,4),D(0,0). 4 Cual es la longitud del lado y area del

cuadrilatero que se forma?

3. Represente en el plano [2,4] % [—1,1]

4. Represente en el plano N X N

Represente en el plano ([—3,—2] U [2.3)) x [3,4]
Represente en el plano (—w,8) x [—1,1]
Represente en el plano N x {0,1,2}

Represente en el plano {0,1} x N

© © N o o

Represente en el plano:
[—11] x ([-La]v [L2]) % ([3.7]V [-2,—1]) ¥ ([3.4]v [-1.1])
1. Resolver, utilizando el dominio real mas amplio posible:

4x—5 =x+1
=
x—1 2

2. Resolver, utilizando el dominio real mas amplio posible:

lx] —|x+1] =3

3. Resolver, utilizando el dominio real mas amplio posible, resuelva las

siguientes desigualdades:
a) |lx+1l+3x—8||<4
b) |lx+1|+[3x—8|| =4
c) (x*+3x+8)=2
d (—x*—-5x+3)=0
e) (x*+1)(x—3)(x+2)(6—x)=0

f) (*—x-2)2-3x)(x—1)<0
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g9)

- -

LT o

(-':x—E) - (2—51) 2. Senale en el eje numérico, los puntos cuyas coordenadas son:

x—8

i Numeros enteros.
h) (Bx*—x+7)=4

ii.  Numeros positivos.
1. Marque en el eje numérico los puntos A(—2),B (?) K(0).

1. Senale sobre el eje numérico los puntos x, para las cuales:

2. Marque en el eje numérico el punto M(2). Encuentre en el eje numérico dos

puntos 4 y B que estén a la distancia de tres unidades del punto M. ;Cuales ! X =2
son las coordenadas de los puntos Ay B?
3 ii x=5
i. Siel punto A(a) esta a la derecha del punto E(b), ¢ cual numero es mayor, a
0 b? ii. Z==x<=5
iv. —3-=x=0

ii. Sin dibujar los puntos en el eje numérico, diga, ¢ Cual de los puntos esta mas Iv. -
ala derecha: A(—3) 6 B(—4); A(3) 6 B(4); A(—3) 60 B(4); A(3) 6 B(—4)?
V. x—3=5
1. ¢Cual de los dos niUmeros esta mas a la derecha A(a) 6 B(—a)?
vii x?i<=1
2. Cual de los dos numeros esta a la derecha:
Escribir o anterior en intervalos.
i M(x) 06 N(2x)

i. A(x)6B(x?) 1. Escribir sin signo de modulo las expresiones

ii. A(c)6B(c+2)
i. |a*|

iv. A(x)6B(x—a)
i. la—b|sia>b

1. Marque en el eje numérico los puntos A(—5) y E(7). Encuentre la
. ii. |la—b|sia=xbhb
coordenada del punto medio de AB.



UNIVERSIDAD DEL ATLANTICO

NOTAS DE CLASE DE PRE-CALCULO

62

iv. |—a|lsia=<0
2. ¢Que valores puede tomar la expresion =l
-

3. Silx —3| = x = 3, jque valores puede tomar x?

1. Senale en el eje numérico los puntos para los cuales se cumple que

lx —2]|=2—x
2. Compruebe las propiedades del valor absoluto.

En los siguientes ejercicios, decir, justificando su respuesta, si son ciertos o

falsos los siguientes planteamientos propuestos:

1. Sia<0yb < centoncesa > ¢
(Generalmente las dos desigualdades a << b y b < ¢ se escriben en la forma

abreviada a < b < ¢)

2. Sia<0yb <= 0entoncesab =0

(El simbolo a < 0 significa que 0 = a, 0 sea que 0 — a es positivo 0 sea que -«
es positivo).

Segun lo anterior, se tiene que ab = 0 cuando se cumple uno de los casos
siguientes,a =0 y b=0 6 a<0 y b=0,loquedicequesia=hby
diferente de cero, se tiene que a® = 0 si a # 0, asi los cuadrados de numeros

reales distintos de cero son siempre positivos y en particular de tiene que
10,

1. Si ax=a para a+0 entonces x=1

2. @@=y =E—-v(x+y)

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Si x*=v%? entonces x=y 6 x=—y

E:? Si b y c son diferentes de cero

c

= Si b y d son diferentes de cero

(ab)*=a™*-b™' Si ab son diferentes de cero

=.2=Z §j b y d son diferentes de cero
b d bd
E;E:E Si b,d y d son diferentes de cero

Si b,d son diferentes de cero, entonces §=
ad = bc

Si a<<bhb y c<d entonces a+c<b+d
Si a<b entonces —b< —a

Si a<<b y c=0 entonces ac<cbh

Si a<<b y c<0 entonces ac=cbh

Si a>1 entonces a’ >a

Si 0<a<1 entonces a’ <a

Si 0=a<b y 0=c<d entonces ac < bd

Sia=0 y b=0 y a’<b” entonces a <b

cuando
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Capitulo Ill: Funciones
1.1 Relacién — Funcion
Definicion

Sea Ay B conjuntos no vacios. Una relacion de A y E es cualquier subconjunto

de A x B.
Ejemplo:
Dados
A=1{1,23 y B=1{1234)
Obtener tres relaciones distintas de A en B

Solucion

AXB= {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2.3),(2,4),(3,1),(3,2),
(3.3),(3.4)}

De A x B podemos tomar varios subconjuntos, siendo cada uno de ellos una

relacion de Ay B.

Sean R,, R,, R, las relaciones pedidas, entonces
Ry = {(1.1),(2,2),(3,3)]
R, = {(1.2).(2,4)]
Ry = {(1,1).(1,2).(1,4),(22),(3.4)}

Téngase presente que Ry, R,, R; pueden ser otros subconjuntos cualesquiera

de 4 % E.

Existen casos en los que al asignar un valor a un elemento de un conjunto,
inmediatamente queda determinado un unico valor para un elemento de otro

conjunto.
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Ejemplo:

Si se piensa en el volumen de una esfera, dado por la formula V =33m~3 ,

donde V representa volumen y r representa radio, se puede observar que si se
le asigna a 7 el valor de 3, inmediatamente queda determinado un unico valor

para el volumen, que es 36m.
Definicién
Se dice que f es una FUNCION de un conjunto X en otro conjunto ¥, lo cual se

denota por “f: X = ¥ es una funcion®, si f hace corresponder a cada x € X uno

ysolouny €Y,

Observaciones.

a) El conjunto X se llama DOMINIO o conjunto de definicién de la funcion f.

b) El conjunto ¥ se llama CODOMINIO o conjunto de llegada de la funcion f.

a) Six £X, el elemento ¥ €Y que corresponde a x segun f, se
llama IMAGEN de x bajo f o correspondiente a x segun f; y se

denota por v = f(x) (léase v = fde x.

b) El conjunto de las imagenes de todos los elementos de X, bajo la
f. se llama RANGO de f o recorrido de f, y se denota por f(X).

es decir,

f(X)={ye¥I|y=f(x) Paraalginx € X}
={f(x)lx € x}

Por lo tanto, el rango o recorrido de f es un subconjuntode ¥ (f(X) € V).

c) La anterior definicion es equivalente a la siguiente: f: X = ¥ es
una funcion si para cualesquiera x,,x, elementos de X, tales que

x, =x,, entonces  flxy) = flx,).

d) Otra forma de definir una funcion es: f es una funcion de X en ¥
si f es un subconjunto de X xY¥, en el cual no hay dos pares

ordenados distintos que tengan la misma primera componente.

Una funcién puede quedar determinada por diagramas de flechas, mediante

una ecuacioén o de alguna otra manera.

Ejemplo:

/]

f:X — Y Es una funcion, pues a cada x £ X, f le hace corresponder

ununicoy V.

O también,

AXY

f=1{(1,5).(2,4).(3,6)}

6/
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Como se puede apreciar, f mirada como conjunto de pares ordenados, es un
subconjunto de ¥ % ¥, donde no hay dos pares distintos con la misma primera

componente.

Ejemplo:

Al considerar la ecuacion v = 3x + 1 se puede observar que a cada valor x,
corresponde un unico valor de v. En este caso decimos que la ecuacion
v =3x+1 defina a ¥ como funcion de x y se acostumbra escribir como

flx)=3x+1.

Nota

Salvo que se diga lo contrario, se trabajara con funciones cuyo dominio y rango

es algun subconjunto de R.

Ejemplo:
Sea
f: R =R
x—xT—1

La notacién anterior significa f(x) =x*— 1 6 y=x"—1.
Demuestre que:

a) f es una funcion.

b) Hallar el rango de f.

Solucion:

a) Sean x; € R, x, € R tales que x; = x,

Veamos que f(x;) = f(x,)

En efecto:

Xy =Xy =2 x]=%X; =2 x;—1=x5—1

Pero

fle)=xf =1y flx) =% -1

Entonces x; =x, = f(x;) = f(x,)

Luego f es una funcion.

b) ElI rango de f es el conjunto de la imagenes bajo f, una forma
sencilla, en lo posible, para hallar el rango f, consiste en despejar x en
términos de ¥; en cuyo caso el rango de f lo constituyen los valores que

pueden tomar y para que x sea un real.

En efecto,

3=_‘L’—1, x=:1\.'ll_f_1

Como vemos, x es real cuando v +1 = 0,
Es decir, x es real cuando v = —1.

Por lo tanto,

Rangode f ={yv € Rly = —1]}

Orangode f = [—1,+w)
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Definicion

i. Sean fy g funciones de ¥ en ¥, se dice que f = g si f(x) = g(x)vx € X.

ii. Se dice que una funcién f:X -+ ¥ es 1—1 (uno a uno) o inyectiva, si para

todo x,,x,, elementos de X con x; # x, entonces f(x;) = f(x,).

(Como toda proposicion equivale a su contra reciproca, entonces otra forma

equivalente de decir que f es 1 — 1 es la siguiente:

fesl—1sif(x,)= f(x;)=xy =x,).

i. f es sobre o sobreyectiva o epiyectiva si el rango de f es igual a su

codominio
Es decir, si f(X) =Y.

ii. f es una funcién biyectiva o f es una biyeccibon de ¥ en ¥, sifesl1—1y

sobre.

Ejemplo

f: R = R .Demostrarque f es 1 — 1.
A
x—lx

Demaostracion

flxy) = fx,) = 2x; = 2%, = x; = x,
Es decir f(x,) = f(x;) = x4 = x,.
Luego fes1—1.
Ejemplo:

Sea

Demostrar que h es sobre.

Demostraciom

h(R) # {(h(x)lx € R} = {3x|x € R}
EER}={}=|}=ER}= R

={'|.‘:|'
“ 13

Luego h es sobre. Observe que si "Ei € R entonces %3 =yER

Ejemplo:

Demostrar que g es biyectiva.

Demostraciom

a) Veamos que ges 1 — 1.

Sea g(x,) = g(x,). Debemos demostrar que x; = x,.

En efecto
glx)=g(x,) =32, +1=3x,4+1 = 3x, = 3x, = x; = x,,
g(xy) = g(x;) = 2y = x,.

Luegoges1—1.
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b) Veamos que g es sobre.

9(R) # {g(x)lx € R} = (3x + 1|x € R)

b

Luego g es sobre.

y—1
3

EE}={}=|}=—1€R}= R

De a) y b) se sigue que g es biyectiva.

Nota
a. La solucion de una ecuacion en x e ¥ es una relacion de R en R.
b. Si la grafica de una ecuacién en x e y es cortada por una
paralela al eje ¥ en mas de un punto, entonces dicha ecuacion
no define a ¥ como una funcion de x.
c. Sila grafica de una funcion es cortada por la paralela al eje X es
mas de un punto, entonces tal funcibn noes 1 — 1.
Ejemplo

ey
. s Lx—11 LI_:!_:'
Considere la funcion f(x) = |[————

N y determine su dominio

(x—1)(x+5)

Sea y = f(x) € R entonces ——

=0

Vi.

Los ceros de los factores son:

| | —R

-5 1 3
En (—o0,—5) %:‘: 0 lo que implica que no existe
xER|xE(—m,—5) A f(x)ER.
En (—5,1) x_iTx_ = 0 lo que significa que para todo
x € (—=5,1), f(x)ER.
En (1,3) % =<0 lo que significa que en
(3 —1) no existe x € Dominio.
En (3,4+=) x_iTx_ <2 0 lo que significa que para todo

x € (3,+4%), f(x) ER.

Considere f(x) en los ceros de los factores.

Enx= -5 flx)=0
Enx=1 flx)=0
En x =3 no es parte del dominio porque la divisidbn por cero no

esta definida.

Entonces el dominio de f es:

[xeR|-5=x=1 V x=3}

/3
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3.2 Ejercicios

Determine el dominio de la funcién f.

1) f[-’xj — 2x—5

xix—3)

1

2) fO) =G
3) J]F‘[:xj:;r:—x;r+1
4) () ==

3.3 Operaciones entre funciones.

Definicion
Sean f y g funciones cuyos dominios se intersecan en C, entonces
La SUMA de f con g se nota f + g, esta definida por
(f+9)(x) = flx) +g(x) VxeC
La DIFERENCIA entre f y g se nota f — g, esta definida por
(f-g)x)=flx) —glx) ¥xecC
El PRODUCTO entre f y g se nota fg, esta definida por

(fo)(x) = f(x)g(x) VxeC

EL PRODUCTO POR UN ESCALAR, kf, donde k es un real,

Se define por
(kf)(x)=kf(x) VxeC

EL COCIENTE entre f y g se nota g 6f/g,y se define asi

(f)(xj=% ViEC A g(x) =0
Nota

Se puede demostrar que cada una de las anteriores también es funcion.
Ejemplo

Sean

f: {E’_@ N g:W—=R

"-\_'_-'
x—rdx x—2x

Donde W representa los reales no negativos.

a. Hallar las funciones: SUMA — DIFERENCIA - PRODUCTO Y
COCIENTE de f con g.

b. Hallar:
f
(f+9)4s(Ff—9)z: (Fal-y: (Z)A+w)
Solucién
En primer lugar se tiene que la interseccion de los dominios d f y g es

RnW=W

a. Entonces, vx € R = 0 se tiene:

(f+9)(x) = flx) + g(x) = 4x + 2Vx
(f—9)(x) = fx) —g(x) = 4x — 2Vx
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(fg)(x) = f(x)g(x) = 4x2y/x = 8xvx

vx € RT Se tiene:

— — —
f+g: W-—R f—g: W—=R
i dx+2x x—rdx—2x
-
fg W —=R —:R" =R
_ g ——
x—8x+x x— 2 x

(F+g)(4)=4-4+2V4=20 O también

(F+9)(4)=f(4)+9(4) =4-4+2V4=20

(Ff —g)(z) = 4z—2yz O también

f-9)@=fl2)—g(2) = 4z— 2vz

(fg)(x—y)=8(x—y)/x—y O también

(fo)lx—y)=flx—y)lglx—¥)
=4Hx—-y)2/x—y

JR—
xX—y

=8(x— )y

(f/g)(1+w)=2V1+w O también

(F/9)(1 +w) =L
(F/lo)(1+w) == T+w

214w

Definiciéon: (composiciéon o compuesta de g con f)

Sean f: X =Y A g:W — Z dos funciones, donde W < ¥ y sea 4 € X tal que

f(4) = W; entonces
La COMPUESTA de g con f se nota g o f, es la funcion definida asi:

gof: A= Z

xmglr ()
Es decir, (g o f)(x) £ g(f(x)) donde el dominio de
gofes A={x EX|x Edominiode f N f(x) € dominio de g}

(Ver ilustracion).

llustracion

Veamos que g o f es una funcion de 4 en Z.
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Sean x; y x, elementos de A, con x;= x,. Debemos llegar a que
(g0 F(x)=1(g0 f(x). f(x) Es real, siempre que x> — 4 =0
En efecto:

f(x) Es real, siempre que x* = 4

f—Ffuncion

X1 = X ='f(x1j = f( xzj
f(x) Es real, siempre que |x| = 2

—funcidn E I, ) -5 . -
%H(f( 2 N=g(f(x3)) f(x) Es real, siempre que x 6 x

Es decir, Luego el dominio de f = (—e0,—2] U [2,+w)

3= x,=(gofllx)=0(g0f)(x)
Dominio de g
Luego g o f es funcion.

Ejemplo g(x) Es un real, siempre que x sea real. Luego, dominio de g = R.

Sean las funciones f y g definidas como sigue f(x)=+v=x%—4 y

glx) =7x*+ 1, b) Dominio de
Hallar:
gof ={x € [(—o0,—2] U [2,+%0)]|x € [(~oo,—2] U [2,+0)] A f(x)ER}

a) Dominio de f, y dominio de g.
={x €[(—o0,-2]U [2,4)]/xE [(—o0,—2] U [2,40)] A Vx?—4ER)

b) Dominio de g e f y dominio de f ¢ g y ademas ilustrar tanto g o f ={x € [(—o0,—2] U [2,40)]/x € [(—o0,—2] U [2,+00)] A x?—4 =0}

como f o g.
={x €[(—oo,—2] U [2,400)]/xE [(—oo,—2]U [2,400)] A xE
[[:—CD,—E] v [2,—|—CD:]:|}
c) gof y fog.

= {x € [(—oo,—2] U [2, +e0)]/x

d (gef)2) vy (fogl2. € [(—eo,—2] U [2, +00)] N [(—00,—2] U [2,+00)]}
Solucién = {.’X = [[—CD,—E] u [2,+mj:|fx = [(—CD,—E] v [2,—|—CDI|}
a) Dominio de f. = (—o0,-2] U [2,+e0)
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En este caso, por mera coincidencia, resulté dominio de g o f = dominio de f.

Dominio de f ¢ g es el conjunto

{x € dominio de g|x € dominiode g N\ g(x) € dominio de f}

={xER|xER A
={xER|xER A
={xER|xER A
={xER|xER A

={xER|xER A

={xER‘xER A

={xER|xER A

=<xER[xER A

={xER|xERn —oo, —

- r | U | .
= — — = _+m
! !

1
{xERL"cE —oo, — = Ul [=,+w

g(x) € (—0,—2] U [2, +®))
lg(x)| = 2} =

|7x?+1| = 2} =
Txi4+1=2)=

Tx*= 1} =

11 |II
Sl el - e
N N

+co

| U |..
— _+m
! !

o

! !
N7 N7

-

c)
(goAx)=g(f(x)=g(x2—4)
=7(x*—4)+1
(gofilx)=7x*-27
Por lo tanto
gofi(—o,—2]U[2,+w) >R
—Tx—27
(f o 9)(x) = fg(x)) = F(7x*+ 1)
=J(7x2+1)%2 -4
=49% + 14x2 -3
Por lo tanto

f 2lu B + R
0g:( -, — |2 TRl
VN7

x—n/25% $14x7-3

llustracionde go fy f o g.
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(=0, —2] U [2,+c0)

>®
49x* + 14x2 —

Observe que:

W = (—o0,—2] U [2,+0o0)

|II +
—, T00
wl?

(f o g)(0) No existe (pues 0 € dominio de fog)

(gof)(2)=7-22—-27= 10O también

(go A2 =g(f(2)) =922 —4)

=g(0)=7-04+1=1

(fog)(2)=+49-2*+14-22 -3

=+/837 O también

(f o)) = f(g(2)) = f(29)

=.,/292 —4 =+/837

Como se ve, (g o f)(2) = (f o g)(2)

Por lo tanto: gof#+fog es decir, la compuesta de dos funciones

no goza de la propiedad conmutativa.

Ejemplo:
a.Dadasfyfogporf(x)=x—1y (fog)ly)=y+2
Hallar g.

b. Dadasgy fogporg(z) =3z, (fog)lh)=h+3
Hallar f.

Solucién

a. (fog)ME Flg() Zg(y)—1

Pero(fog)lyv)=v+2
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Igualando se tiene g(v) —1=v+2 , gly)=v+3 Ahora, el argumento 2x se puede descomponer en dos intervalos, asi:
b. (f 0 g)(h) ¥ f(g(h)) £ F(3h) 0=<2x<1 6 1<2x=2 ;Entonces
_ 1 1
Pero (fe g)(h)=h+3 0sx<s 6 Ssx<1

Igualando se tiene f(3h) =h + 3

Por lo tanto, en f se tiene que:
Llamemos 3h=z , h=Z , entonces f(z)=>+3

Ejemplo Si 2x =€ [0,1] entonces f(2x) = (2x)° = 4x~

n las funcion . fini ntinuacioén ,
Sean las funciones f, g definidas a continuacié Si 2x <€ [1,2] entonces £(2x) = 0

0, si x=<0 6 x>=1
f(xj_{xz, si 0=x<1

Es decir,

1 six=<0 0 x=1 _ . .
P 1) =1, Si x=<0 06 x=1
g(x) {Ex, si 0<x<1 f)

f(2x) = 4x%, Si xg ['l%]

f(2x)=0, Si x€ [3 1]

Hallar f o g.
Solucién
I : Por lo tanto,
Foaw=re {6 " o2y
Pero f(1)=1*=1 (pues0<1<1) 1, si x<0 6 x>1
(fog)lx)= 4x?, s ﬂixi%

Para hallar f{2x) debemos observar en que intervalo esta 2x.

Como0==x=1, entonces, 0= 2x =2
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En los ejercicios 8 a 13 determine las funciones f e g A g o f y describa sus

dominios.
3.4 Ejercicios
8) flx)=+v=x*+1, glx)=+x—1
En los ejercicios 1 a 6 determine las funciones f+g. f—g. fg. ffg, y
describa sus dominios. 9.) flx)= 211_1, glx)=x+1

1) flx)=x*+1, glx)=2x*—x
10) flx)=x—-1, glx) = x3

2) flx)=x-2, g(x) ==
1) f)=x+=, g(x)==

3.) flx)=3x*—4x*+5x, gx)=(1—x)*
12) flx)=x+1, glx)=x++x—1

4) flx)=—, g0 ==
13) flx)=x°—4, glx)=Vx+3

5) flx)=+x+2, glx) =+/5—5=x

1 ==z En los ejercicios 14 y 15 determine fo f A fo (1ff) y describa su dominio.

6) F) ==, g ==
14) fx) ==

7.) Complete la tabla.
15) flx) =2

x 0 1 2 3 4 *
0 1 3 0 3 5 En los ejercicios 16 a 18 determine funciones f y g tales que F(x) = f o g.
16.) F(x)= (x*— 4x)°
(%) 2 3 0 1 4 ) Fl)= ("= 4x)
(f o g)(x) 17.) F(x) = V9x?+ 16

F(x)=1+4|2x+9|
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3.5 Funciones especiales.
Se denominan funciones especiales las siguientes: funcion constante — funcién
identidad — funcién polindmica o polinomio. Funciones racional -funcion valor

absoluto — funcion parte entera — funcién algebraica y funcién trascendente.

La funcién f definida por f(x) = ¢ (¢ es una constante), se llama FUNCION

CONSTANTE.

La funcion f definida por f(x) = x , se llama FUNCION IDENTIDAD.

La funcion f definida por

flx)=a,+ax+a,x*+ax*+ ..+a,x" con a, #0,

Donde a; (i = 1,2,3,..n) son reales y los exponentes son enteros positivos, se
llama FUNCION POLINOMICA DE GRADO n, 6 simplemente POLINOMIO DE
GRADQO n.

Dentro de las funciones polindbmicas son frecuentes:

- La funcion LINEAL, definida por f(x) =a, + a;x, cona; #0 (su
grafica en una linea recta).
- La funcién CUADRATICA, definida por f(x) = a, + a;x +a,x*, con

a, = 0 (su grafica es una parabola).
NOTA

Las funciones lineal y cuadratica seran consideradas mas adelante dada su

importancia para el objetivo de estas notas.
Funcioén racional

Es la funcion definida mediante el cociente entre dos polinomio y cuyo dominio

son los reales que no anulan el denominador.

Ejemplo, sea F, tal que,
1+ 3x + 5x°

Flx) = -
(x) 4x3 — 8x*

. . . - 1
Entonces F es una funcion racional, cuyo dominio es R — {0,;}

Funcion valor absoluto

Es la funcion f ¥ A

definida por /

f&) = Ial; D 1,_,21

Es decir, ;
x, Six=0

f(xj_{—x, six=0

Su grafica esta dada por las dos semirrectas de la figura.

Funcién parte entera de x

Que se denota por f(x) = [x[ donde [x[ significa que el mayor entero menor o

igual que :x.

Observe que:
3

ol =0 [-1l = -1 2 —o0
—o0

3 2 -

11
[01] =0 [-13]=-2 —e ° ° o ° >
41 2 3
o] =0 [-17] = -2 — 2
— 0 _3
[o,.8]1 =0 [—1,9] = -2

Su grafica aparece a la derecha, observe que el extremo derecho de cada

segmento no pertenece a la grafica, alli ocurre un salto.

Esta grafica representa unos peldafios o escalones; de ahi, que se le llame
FUNCION ESCALONADA.

Funcion algebraica
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Una funcién f se llama algebraica si f(x) se puede obtener mediante un

numero finito de sumas, diferencias, productos, cocientes o raices de

polinomios.
Ejemplo:

La funcion f definida por

x2+Vx3+5x+7
2x + (x +1)/3

flx)==x+

Existen otras funciones como las trigopnométricas, logaritmicas, exponenciales,
hiperbdlicas, etc., lamadas FUNCIONES TRASCENDENTES. (Estas funciones

son consideradas en las siguientes secciones).

3.6 Ejercicios:

1) Dado f(x). Determine los valores indicados.

-1

= x#1 v x=+=-1
L flx) = 3, x=1
5 x=-1

f=__ . f=___ . fB=___.

N et
fy=_____ floo=___ f(-2)=___
f(W2)=__

ii Flx) = 1, six esunnumero racional
0, si x es un numero irracional

)= f(-=_____
fV2)=__ flmy=____
v r=(LT5 50

Determine los valores x tal que

fx) =7, flx) =0, f(x) =1, flx)=-2

Grafique:

i. vy =—lx]
i.  v=|x+3|
ii. v=2-—|x|

Determine el rango de f(x) = (—1)%!

Exprese las funciones, como funciones definidas por intervalos.

i =4
i f) ="
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3.7 Otros tipos de funciones.

Considere la funcién f(x) = x™ (funcién potencia). EI dominio de f(x) depende
de n (consideramos solo para n=1n=2n=3,n=4,
n=-1n=1,,n=1/n=2/) debido a que suelen presentarse con

frecuencia en algunos problemas de calculo.

Eldominioparan=1,n=2n=3,n=4..(—w,+w) =R
El dominio paran =—-1,n=—2..es R — {0}

El dominio para n = 1/, es [0,+02)

El dominio paran = 1/; es R

El dominio para n = 2/; es R

El rango de cada una de las funciones se puede ver de las graficas que se

muestran a continuacion o de la definicidn de rango para una funcién.

v

v

b)

I
-
I
-
I
w

a) =

_‘
1

1

S
L
1
b

'
o

&
w

v

v

v

—y
"N
I
£
I
w1

e

Definicion

v

h) =n=

|

Funciones simétricas (pares impares).

Una funcién f(x) con dominio D € R se dice par si f(—x) = f(x) Yx e D

Su grafica se dice simétrica con respecto al eje v.
De la misma forma se dice impar si f(—x) = —f (x)

Su grafica se dice simétrica con respecto al origen.
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Nota

No se considera simetria con respecto al eje x puesto que una grafica diferente
de cero (v # 0) y simétrica con respecto a x no representa una funcion en el

plano cartesiano.

v

fi-xy ! ¥

—

v

»
»

—x ¥

Funcidn par Funcién impar No par no impar

Funciones reflejadas.

Sea v = f(x) una funcién. Entonces la grafica de
v = —f(x) Se dice reflejada en el eje x y
v = f(—x) Se dice f reflejada en el eje v.

Funciones desplazada.
Sea ¥ = f(x) una funcidon y sea ¢ una constante positiva entonces la grafica de
v=f(x)+c es la grafica de f desplazada ¢ unidades

verticalmente hacia arriba.

2)y=f(x)—c es la grafica de f desplazada ¢ unidades

verticalmente hacia abajo.

(x,v+0) A (x,3)

y=flx+c)
\ ¢

y = flx) (%, )

a) Desplazamiento vertical hacia b) Desplazamiento vertical hacia

De la funcién compuesta, si se tiene v = f(x) una funcion y g(x) =x +c una
funcién, entonces y = (f o g)(x)= f(g(x)) = f(x+<c) es la grafica de f

desplazada ¢ unidades horizontalmente hacia la izquierda y tiene la misma

forma.
v=f(x—c) Es la grafica de f desplazada ¢ unidades a la
derecha.
¥ A ¥ A
y=flx+c) y = flx)
(x—c¥)
c) Desplazamiento horizontal hacia la d) Desplazamiento horizontal
izquierda hacia la derecha
Nota

Las transformaciones anteriores (desplazamientos) se dicen transformaciones

rigidas puesto que cambia de posicion pero su forma es la misma.

Ejemplo

x

Considere la funcion f(x) =

2 +1

95
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Dominio de f = R puesto que x*+ 1 = 1 para todo x € R y veamos que si f(x) 2. f(x) =x% 4 2x

es par — impar - o ni par ni impar

. 3. f(x) =3x -3
f&) =77
4. fix) = x|x|
—x)=———=———=—f(x) Lo que implica que es impar. -
fx)=emq = —mn = f® q plica q p 5. f(x) = 1 - VI

Ejemplo

6. f(x) = Vx34x
Considere f(x) =x* —x + 4

7. f(x) = |x?|

Dominiode f =R
3.9 Funcion inversa
fl=x) =(—x)* - (—x) + 4 N
Definicion

— 3
=—x34x44 Ce .
Sea f: X — ¥ una funcién biyectiva, entonces
S
Xy

=—(x*—x—4)F—-(x—x+4)
|
La funcién g definida como sigue
f(x)
g:Y = X Se llama FUNCION INVERSA DE f, y se suele denotar por
También f(—x) = f(x) Y

f~1 (es decir, g = f71).
Lo que implica que f no es par ni impar.

Siempre que

y=fx)ex=f7()

3.8 Ejercicios

Es decir,
En los problemas 1 a 7. Determine si la funcion y = f(x) es par, impar o ni par

ni impar. y=f(F7'»), y=Fof M) fof™

Es la funcion identidad ¥y € dominio de f™*; y

1. fx) =4 —x°
x=ff(x), x=(F o)), flof
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Es la funcion identidad ¥x € dominio de f.

Es decir, f~* es la inversa de f siy solo si f o f~* es la identidad en el dominio

de f~'y f~* o f es la identidad en el dominio de f.

llustracion.

g También resulta ser biyectiva (verificarlo)
Se observa que:

- Eldominiode f~* es el rango de f, y el rango de f ' es el

dominio de f.

- Elefecto de f~* es devolver la imagen bajo f en su pre imagen

(es decir, devolver y en x).

Ejemplo

Seaf:R—=R
A

x—lx

Hallar, si existe, f ~* y darle la prueba

Nota
s

Solucién

Como f es biyectiva (verificarlo), entonces existe su inversa.
f Esta dada por f(x) = 2x, sea v = 2x
(Es decir, v = f(x))

Al despejar x en términos de ¥ se tiene: x =2 como se aprecia, x es una

funcién de v; en tal caso se escribe g(v) ==

Esta funcién g es la inversa de f; es decir,

v
= 3
Prueba

f ! Eslainversa de f si

f~! o f Es la funcion identidad en el dominio de £y

fo Y Es la funcién identidad en el dominio de f*

En efecto:

2
(FroNE=FHf)=FE0)=F=x
vx € Dominiode f y

='|.‘:|'

(Fof DG =FF N =F(3)=2"3
vy € Dominio de f~1

99
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Luego f ' o f es la funcion identidad en el dominiode f y fof *esla

funcion identidad en el dominio de f~*
Por lo tanto, f~* si es la inversa de f.

Nota

a. A veces no es posible despejar x en términos de v, por lo tanto no

se puede hallar una ecuacion para la funcién inversa. No
obstante, es posible, en estos casos, obtener propiedades para la

funcién inversa, lo cual se vera mas adelante.

b. En le ejemplo 1 encontramos que

.

Fe) =2

Es conveniente mencionar que la variable ¥ se puede cambiar por cualquier
otra letra; sin embargo, es importante tener presente que el efecto de f~* al

aplicarla a cualquier real es producir como imagen la mitad de dicho real.

c. Si deseamos graficar las funciones £y f~* en el mismo sistema
coordenado Y contra X entonces en ambos casos la variable
independiente debe ser x; en tal caso, debemos expresar f~*

como
x
-1 —_
FE) =3
Es decir, la funcion f esta dada por v = 2x y la funcion f ~* esta dada por y =

x
2

Sus graficas aparecen en la figura.

v

d. Se puede apreciar que si (x,v) € la grafica de f, entonces, segun
la definicion de £ 7%, (v, x) € la grafica de f~*. Como el punto (v, x)
es el simétrico de (x,¥) con respecto a la recta ¥ = x (bisectriz del
I,11I cuadrantes), entonces para hallar la grafica de f~*, conocida
la grafica de f, basta reflejar esta ultima sobre la recta v =x

(piense que en ¥ = x hay un espejo plano 1 al plano XY).

3.10 Ejercicios.

1. Sea f funcion definida por f(x) = x* —x + 1. Hallar:

(@) f(=3)
(b) f(V3)
(c) f(2+h)

d IO
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(€) [T

Flxth)—f(x)
O =

Hallar el subconjunto mas grande de R que pueda servir como

dominiode f, si f(x) =v3x—6

Hallar el subconjunto mas grande de R que pueda servir como

dominio de la funcién g, definida por

vx+1

g(x) =

=

Vxi—9

Lo mismo que el 3. Para la funcion h, definida por

h(z) =+ —8z —4z2+8

Investigue si la funcion f es 1-—1; sabiendo que

flx)=x*"+x—-1

Sea f la funcion definida por

|4 + x| — |x|+ 2

flx) =

(a) Hallar el dominio de f

(b) Expresar f(x) sin las barras e valor absoluto

(Observe que f se puede definir por tres ramas)

Sea f una funcion cuyo dominio es D. f se llama FUNCION
PAR, si f(—x) = f(x)veD; f se llama FUNCION IMPAR, si
f(—x) =—f(x)vx € D.

(a)

Dentro de cada paréntesis indique P,I o deje en blanco,

segun que la respectiva funcion sea PAR, IMPAR o

ninguna de las dos.

flx)=x*+3x>+1 ()
f@=xtx-2 ()
f)=x*+x+1 ()

Demuestre que toda funcion se puede expresar como la
suma de una PAR con otra IMPAR.

8. Demuestre que la sume y el producto de funciones PAR, es

9.

otra funcion PAR.

Si f y g son las funciones definidas por

flz)= Va + 2z, g(¥) =3+ ?

Hallar:

(a) fog eindicar sudominio

(b) gof eindicar sudominio

© (Fog)KW3)

(d (goHK3)

(e) g(f(0))

10. Sean las funciones f y g definidas por:

0, six=0 06 x>=1

flx) = {z.xj six €[0,1]
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11.

12.

13.

14.

1, six=<0 6 x=1
=X
9(x) S six€[01]

Hallar f @ g e indicar su dominio.

Si h(z) = z* + 2z + 2. Encuentre dos funciones f para las

cuales (hof)(z)=z"—4z+5

Sean f(h) == y g(2) =
) Analice si f tiene inversa

b) Si(a) es afirmativa, encuentre f~}
) Compare f~* con g.

d) Dibujar, en el mismo plano XV, la graficas de f y f~*
Seav=f(x)=3x*+1

(@) Analice si f tiene inversa
(b) A que conjunto debe restringir el dominio de f para
que sea 1 — 1 en dicho conjunto.

(c) Hallar la inversa de la nueva funcion
(d) Grafique en el mismo sistema coordenado, la nueva
funcion y su inversa.

Sea f(x) =+2x— 10

(a) Analice si f tiene inversa

(b) Si(a) es afirmativa, encuentre f 2

(c) Dibujar, en el mismo plano XY, las graficas de f vy
f_i

(d) Hallar f(7)

(e) Hallar f71(2)

3.11 Funcion lineal y la linea recta.

La nocidn de la linea recta juega un papel importante en el estudio del calculo

diferencial.
Una ecuacion se dice lineal si es de la forma:

Ax+By+ C=0 A B, C Son constantes reales

Se dice lineal puesto que las variables x y ¥ aparecen elevadas a la potencia

uno.
SiA=0,B=0entoncesy="C/g=b (1)

SiA+#0,B=0entonces x = _C,/A =d paratodoy (2)
SiA+#0,B+0entonces y = _“ljgx —CjE

yv=ax+b (3)
(1) (2) y (3) representan rectas en el plano x v

(1) Una recta horizontal
(2) Una recta vertical

(3) Una recta oblicua (inclinada)

La forma (3) se dice funcion lineal (como antes fue definida)

La forma (1) ¥ = f(x) = b se dice funcion constante.

Nota

Es claro que la forma (2) no define una funcién ¥ = f(x).
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La linea recta

La idea de una linea recta nos la proporciona un hilo templado en sus extremos

y prolongados indefinidamente.

Pendiente de una recta.

Definicion

Sea P,(x,,v,) Y P.(x,,¥,) dos puntos distintos de una recta L no paralela al eje

¥ (no vertical); la PENDIENTE de la recta L, que denotamos por m, esta

definida por
Vo — ¥
m =
Xq — Xy
¥ A
Py (X, Yy)
/ B(X 1)
NOTA

Se puede demostrar, utilizando semejanza de triangulos, que la pendiente de
una recta es una constante, independientemente del par de puntos que se

consideren sobre ella.
Observaciones

a. m esta definida por la diferencia entre las ordenadas de dos

puntos, dividida por la diferencia entre sus respectivas

abscisas.

b. Si el cambio en vy = Ay ¥y, —y, (ordenada final menos
ordenada inicial) y el cambio en x = Ax & x, — x, (abscisa
final menos abscisa inicial), entonces

Ay cambio eny
m= =

Ax  correspondiente cambio en x

c. Si se considera P,(x;,y;) como punto a la izquierda de

P,(X,Y;); entonces x; < x,, x, — x,; = 0y por lo tanto:

- Sim=0,entonces v, —v; =0, ¥, =¥

Y en este caso se afirma que la recta L sube o es ascendente o es creciente; lo
cual significa que al considerar un punto que se mueve sobre L, si x aumenta
entonces su correspondiente ordenada y también aumenta.
d. Sim=10,entonces v, —v; =0, ¥, =1,
Entonces en este caso la recta L es paralela al eje X (es una

recta horizontal)

e. Sim < 0,entonces v, —y; <0, ¥, < ¥
f. En este caso se dice que la recta L baja o es descendente o es

decreciente; lo cual significa que al considerar un punto que se

mueve sobre L, si x aumenta entonces su correspondiente

ordenada y disminuye.



UNIVERSIDAD DEL ATLANTICO

NOTAS DE CLASE DE PRE-CALCULO

108

llustracion

v

e
\
v

™

Recta creciente Recta horizontal Recta decreciente

Nota

En el item c. se dice que la recta L es creciente
Y en el item e. se dice que la recta L es decreciente

En general (definiciéon de funcién creciente-decreciente)

Suponga que una funciéon ¥ = f(x) esta definida en un intervalo y que x, y x,
son dos numeros cualesquiera en el intervalo tal que x; < x, entonces la

funcién f es:

Creciente en el intervalo, si f(x;) < f(x,)
Decreciente en el intervalo, si f(x,) = f(x,)
Inclinacion de una recta
Definicién
Se llama inclinacién de una recta L, no paralela al eje X, al menor angulo
positivo @ que necesita rotar la semirrecta FX para coincidir con la recta L (ver

figura); P es el punto de corte de la recta L con el eje X.

Si L es paralela al eje X, su inclinaciéon se define por 02

De la definicion se sigue que 02 < a = 180¢

Se observa que:

a

b

Si'm = 0, entonces « es agudo

Sim = 0, entonces o« = 02

)
)
c) Sim < 0, entonces 902 < a =X 1802
d)

Si @ = 902, entonces m no esta definida

Relaciones entre pendiente e inclinacion

Sea L una recta de pendiente m e

inclinacion «a.
Demostrar que

m = tana

Demostracion.

Py(x2,v2)

Sean P,(x,,v,) y P(x,.¥,) puntos de L

(ver figura)

=

v
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Por P, y P, trazamos paralelas a los ejes X y ¥ respectivamente las cuales

cortan en @(x,,v;). En el triangulo rectangulo P@F, se tiene:

tana =222 (2)

Xg—X,

D (1) y (2) se sigue que m = tan

lade opussto

Nota: Recuerde que tana = en un triangulo rectangulo

lade abyacents
Definicion
Sean L, y L, dos rectas que se cortan en el punto C.

El angulo que forma la recta L, con L, esta definido por la magnitud de la

minima rotacion positiva (en el sentido contrario al de las agujas del reloj)

alrededor del punto €, necesario para que L, coincida con L.
Calculo del angulo que forma L, con L,

Sean L, y L, rectas no verticales y no paralelas. Demostraremos que el angulo

8 que forma la recta L, con L, esta dado por la expresion.

My — 1y
tanf = —
1+mym,

Donde m, y m, son las pendientes L, y L, respectivamente.

Demostracion.

Sean a, y @, las inclinaciones de L, y L, respectivamente (ver figura); entonces

las respectivas pendientes son m, y m,, donde

my; =tana; Y m,=tana,

a, = a, +8 (Angulo exterior del triangulo ABC)

6 = a, —a, Entonces tanf = tan(a, — a, ),

™

Y tang =27

1+tan o, tan o, 1+m,m,

tan @, —tan o,

tanf =

v

al

Nota: Recuerde que

tani o) —tan(f)

tan(cr N 18) _ tan () +tan(8) y tan(cr . 18) _

1—tan (a) tan(f) 1+tan (a) can(f)

Observe que el angulo £ que forma L, con L, es el suplemento de &; es decir
f=m—0F, tanff =tan(m —07)

tanmT —tan & 0—tan@

tan =, tan = —
B 1+ tanmwtan® B 1+ 0.tané

tanff = —tan#

Por lo tanto, el angulo £ que forma L, con L, esta dado por

my — My
tanff = ———
1+ mym,

Condiciones de paralelismo y perpendicularidad.

Recordemos que, por definicion, dos rectas son paralelas si tienen la misma

inclinacion.
Sean L, y L, rectas no verticales de inclinacion y pendiente respectivamente

ay, my, a; ym,. Demostrar que:
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a- L,||L, & m; =m,

b- L:J_Liﬁmlm:=—1 (mﬂz—_)

Demostracion

def Dise, ay=1802
a- L,||Ly = a, =a, —————tana, =tana, © m; = m,

b- Sea 8 el angulo que forma L, con L,, 8 =902 (por definicion

de rectas perpendiculares) entonces
def oe=z@=1800 -

L,1lL,=#8=902=———tanf no esta definida

sl1+mm,=0=mm,=—-10 m:=—i

Ty

Luego, L, 1L, = m,= —wi.

Ejemplo:

Sean A(—1,1),B(3,5),C(2,—2) los vértices de un triangulo. Demuestre que

dicho triangulo es rectangulo.
Solucién

El triangulo AEC sera rectangulo si dos de sus lados son perpendiculares y por

lo tanto el producto de sus pendientes es —1.

Sean myg, my-.mg- las pendientes de los lados AB, AC, BC respectivamente.

Entonces,
5-1 4

Masg = 7350 " 1 L
—-2-1 -3

Mye = =5 7-73 - b

Como vemos, Mg "My =1-(—1)= -1
Luego AB 1 AC y por tanto el triangulo ABC es rectangulo en A
Observe que no era necesario, en este caso el calculo de la pendiente de EC.

Formas de la ecuacion de la linea recta

Sea la ecuacion x = a (a es una constante) esta ecuacion considerada en el
plano XY, significa que la x toma unicamente el valor a, mientras que la ¥ toma
cualquier Valor real. Por lo tanto, la solucion de la ecuacion x = a (considerada
en el plano XY) es el conjunto de dos pares ordenados (a,y), para cualquier
real v. En consecuencia, la GRAFICA de x = a es una linea recta, paralela al

eje Y y separada una distancia de a unidades de aquel.

Recta paralela al eje ¥

v

@ I—b *—©
1 2 -3 -2 -1 kY

En forma analoga a la anterior, la ecuacion v =b (b es una constante)
representa una recta paralela al eje X, que esta a & unidades de distancia de
él.

Recta paralela al eje X
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Las graficasde vy =15 y v =-—2 aparecen en la figura a continuacién

v

Punto y pendiente

Sea L una recta que pasa por el punto dado P,(x;.,¥;), que tiene pendiente

dada m.

Hallar la ecuacion L.

Solucién

Sea F(x,y) cualquier punto de L, distinto de P,. (Ver figura 3)

Entonces

m:‘ -.'_, :LT—:LTj.:m(x—xl:I

P(x,y)
1(X1,1)

L~ ¥

Ecuacion de L, conocidos P, (x.¥,) y su pendiente m

Y=y =mx—xy)

Las demas formas de la ecuacion de la linea recta se derivan de lo anterior,
asi:
a- Intercepto en el eje ¥ en el punto F,(0,b) el cual se conoce; y

sea m su pendiente, que también se conoce; entonces, por

punto y PENDIENTE, se tiene:

_'L’_b =m(_7_’—ﬂ;|_l _'|.==m:r_'—b

Ecuacion de L, conocidos su intercepto en el eje ¥, P,(0,b) y su pendiente m

y=mx+b

b- Dos puntos. Se conocen P, (xy,v1) Y Ps(x,,¥5)

Dos puntos de L entonces

Y27 ¥
m =

Xg T Xy

Y por tanto, de la forma PUNTO PENDIENTE se tiene

Y2 — ¥

Yo = (= xq)

Xy — X4

Ecuacion de L, conocidos dos puntos, Py(xy,v,) Y Py(x5, ¥,)

Ya =W

V=¥ = X —x
e G

c- Interceptos en los dos ejes coordenados.

Se conocen P, (a,0) (intercepto en el eje X) y P,(0,b)
(intercepto en el eje Y) distinto del origen.

Entonces,
b—0 b —b

m= _—
0—a —a a

Y por tanto, de la forma PUNTO y PENDIENTE se tienen:
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—b x ¥
y—0=—(x—a), bx+ay=ab, —+>-=1
a a b

Esta ultima expresién suele recibir el nombre de ecuacion SIMETRICA o
SEGMENTARIA de la linea recta.

Ecuacion de L, conocidos los interceptos en los dos ejes coordenados F,(a,0)

(intercepto en el eje X) y P,(0,b) (intercepto en el eje ¥)
Xx ¥ —q
a b
Ejemplo:
Hallar la ecuacion de la recta que corta al eje X a dos unidades de distancia del

origen y a su derecha, y al eje ¥, lo corta a tres unidades de distancia del

origen y debajo de él.

Solucion
a=+4+2Y b=-3

v

Entonces la ecuacion pedida

esta dada por

x v
— 4 - = 1
2 =3

Es decir,3x—2v—6=10

Al observar las distintas formas de la ecuacién de una linea recta, se concluye
que estas se pueden representar mediante la ecuacion Ax +By+ C =0,

Llamada ecuacion lineal o ECUACION GENERAL DE PRIMER GRADO EN

LAS VARIABLES x e v, en la cual 4 y B no son simultaneamente cero. Esta

1y ’ . -4
ecuacion general representa una linea recta de pendiente — o una recta

vertical, si B = 0 (verificarlo).

Ejemplo

La ecuacion &6x — 2y + 4 = 0 representa una recta.

Solucion

Q
I

Encuentre la pendiente de dicha recta.

Encuentre el punto donde dicha recta corta al eje ¥ (intercepto
con el eje I).

Encuentre el punto donde dicha recta corta al eje X (intercepto

con el gje X).

Pase la ecuacion dada a la forma simétrica.

Encuentre un punto P, de abscisa 2 sobre dicha recta.
Encuentre un punto P, de ordenada 5 sobre dicha recta.
Encuentre la pendiente de dicha recta, utilizando los puntos P,
y P, hallados en () y (f).

Haga la grafica de dicha ecuacién.

Encuentre la ecuacién de una recta paralela a la dada y que
pase por el origen.

Encuentre la ecuacién de una recta perpendicular a la dada y
que pase por el punto R(4,2).

Hallar el punto de interseccién de la recta dada con la recta

cuya ecuaciones 2x—y +1 = 0.

2yv=6x+4, y=3x+2, m=3

En (a-) vimos que el termino independiente, después de

despejar v, es +2; por lo tanto, el corte con el eje ¥ es el punto
P(0,+2) otro camino, consiste en hacer en la ecuacion dada

x=0;entalcasoy=3-0+2 y=2, P(0,2).
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o
l

o
1

La recta corta al eje ¥ donde y=0. Por lo tanto,

6x+4=0 x=—

Setiene 6x — 2y +4 =10, 6x— 2y = —4,

6x — 2y 6x —2y x v
_ =1, —+ =1, —+== 1
—4 -4  —4 22
3
Parax=2, y=3-2+2=38, P(28)
Parav =5 5=3x+2, x=1, P,(L15)
m = 1:5 = % = 3 (Es una recta creciente)

Para hacer su grafica, por ser una ecuacion lineal, basta hacer

una tabla de valores, unicamente con dos puntos.

v

bxr—2y+4=0

X 2 1
8 5
Pts. P,(2,8) P,(1,5)

Como la recta pedida es paralela a la recta dada, entonces
tienen la misma pendiente y por lo tanto, para la ecuacion de la
recta pedida conocemos punto y pendiente; es decir

0(0,0),m = 3. Entonces la ecuaciéon de la recta pedida esta

dadapory—0=3(x—0), y=3x 6 3x—y =0

Observe que la ecuacion de cualquier recta que pase por el

origen es de la forma y =mx (su termino independiente es

cero)

La pendiente de la recta pedida es —é y como pasa por R(4.2],

entonces su ecuacion esta dada por

_v—2-=—%(x—4j, x+3y—10=0

El punto pedido se obtiene resolviendo simultdneamente las
dos ecuaciones
6x—2y+4=0 (1)
2x—yv+1=0 (2
(D—-(2)-3: y+1=0 y=-1
Entonces, en (2) se tiene: 2x=y—-1=-1-1=-2, x=—1

por lo tanto, las dos rectas se cortan en el punto ¢({—1,—1).

3.12 Ejercicios.

(a) Hallar la pendiente de la recta L que pasa por los puntos

A(—3,2) y B(0,1).

(b) Hallarlainclinacion de larecta L  (Sol. a = 15082)
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2. Sean L, la recta determinada por los puntos A4, (—1,1) y 4,(13) y

L, la recta determinada por B,(5.—3) y B,(1,1).

(a) Hallar las ecuacionesde L,y L,
(b) Hallar el angulo que forma L, con L,

(c) Hallar el punto de interseccion de L, con L,

3. Hallar la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia

x2+y?+2x+6y+6=0enelpunto (0,—3 £+/3)

4. Sean A(ay, by),B(a,, b,) v Clas, by) los vértices de un triangulo
ABC,
(@) Larecta que une los puntos medios P y @ que los lados AC
y BC respectivamente, es paralela al lado AE.
(b) La longitud del segmento P@ es igual a la mitad de la
longitud del lado AB.
5. Demuestre que la distancia d desde el punto P,(x,,¥,) hasta la
recta cuya ecuacion es Ax + By + C = 0 esta dada por

_ |Ax; + By, +Cl|
VA? + B?

d

6. Hallar la distancia desde P,(1,3)alarecta2x+ 3y —5=10

7. Los vértices de un triangulo ABC son
A(-3,5),B(10,5)y C(*/3,%/3). Hallar:
(@) Lalongitud de la altura relativa al lado AE
(b) La ecuacion de la recta que pasapor By C

(c) La ecuacién de la recta que contiene la mediana relativa al
lado de BC

(d) La ecuacion de la mediatriz relativa al lado AC

(e) La ecuacion de la bisectriz del angulo ECA

8. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (1,4)
y forman con los ejes coordenados triangulos rectangulos de
area 9 unidades cuadradas.

9. Hallar el valor de la constante real k, de tal manera que las

rectas 5kx + 9y =5 y 3y —2kx = —1 sean perpendiculares.

10.Dibujar las graficas de las siguientes funciones:

(a)
2x+1, x=1
3x, x==1

_v=g(x}={
b) y=Fflx)=x+2+|x— 2|

() v=Ilx—-3]+1

(d)
5x4+ 3, six=2
'vzf(xj:{xf—a six =2
(e)
_ %% six<=1
'v_g(xj_{zx—l, six=1
(O flx) =x—|x|
(@ h(x) =7

(h) fx)==x—[x]

11. Sean Ax+By+C=0 y Ax,+By,+C,=0 ecuaciones

lineales que representan la misma recta L. Demostrar que:
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12.

13.

Sea P(x, v,) un punto de la circunferencia de centro (0,0) y
radio r. Demuestre que la ecuacién de la recta tangente a
dicha circunferencia en el punto P, esta dada por

XX + vy =717,

Hallar las siguientes graficas:

(@ w={(x,y):x+y=1]}
(b) wy = {(.’X’J .-"Tj:x ty= 1}
(c) wy :{(xi.-"r rx+y < 1}

(d) wy ={(x): x| + |yl = 1}

CAPITULO IV: FUNCIONES POLINOMIALES Y FUNCIONES RACIONALES

4.1 Polinomios
Las funciones polinomiales son de las mas importantes en matematicas y una

funcion f se llama polinomial si:

flx) = a,x™ + a,_,x™ 1 + ... + a,x' + a,
En donde los coeficientes ag , ay ... ...... @,, SON numeros reales y los exponentes
son enteros no negativos. Si a, = 0 se dice que f es de grado .
Una funcién polinomial de grado 1 es una funcion lineal.
Cuando f es de grado 2 se llama funcion cuadratica.

Se dice que f es una funcion cuadratica si:

f(x) = ax® + bx + ¢

En donde a, b, c son niumeros realesy o = 0

Sib=c=10
Entonces f(x) = ax?

Su grafica es una parabola con vértice en el origen que abre hacia arriba si

a >0 y haciaabajosi a < 0

Sib=0y c#0
Entonces f(x)=ax*+ ¢
La grafica es una parabola con vértice en el punto (0,c) sobre el eje .

Las consideraciones anteriores se justifican mas adelante cuando se estudie la

funcion cuadratica.

La funcién cero f(x) = 0es una funcién polinomial que no tiene grado y no

tiene coeficiente principal.
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Las funciones polinomiales estan definidas en todos los numeros reales y es

muy importante reconocer si una funcion es polinomial.

Funciones polinomiales de grado bajo y sin grado

Nombre Forma Grado
Funcién cero | f(x) =0 No definido
Funcion f(x) =a, (a+0) 0

constante

Funcién flx) =ax+b, (a+0) 1

lineal

Funcion f(x)=ax*+bx+c 2

cuadratica

4.2 Funciones lineale

Por definicibn una funciéon lineal es wuna funcion de la forma
f(x) = ax + b donde a y b son constates y a = 0. Si se utiliza m en lugar
de a para el coeficiente principal y se hace ¥y = f(x)la ecuacion se transforma
en la ecuacion conocida de la recta pendiente ¥y = mx + b.

Ejemplo:

Escriba una ecuacion para la funcién lineal f tal que f(—4) =2 y f(—3)=—4

Se busca una recta que pase por los puntos (—4,2) y (—3,—4) cuya pendiente

es:

Se utiliza la ecuacion de la recta punto pendiente:

vy+4=—6(x+3)
y+4=—-6x—18
v =—6x—22

f(X)=—-6Xx-22
Ejemplo:
Encuéntrese la ecuacion de la recta que pasa por el punto (2,4) y cuya

pendiente es:

m= _—f , ¢,Donde corta esta recta el eje X? ;Donde corta al eje Y? ;Donde

corta alarecta X = 37

Utilizando la ecuacion punto-pendiente Y-V, =m(X-X,) con (X Y)=(2,4)

y m=-—
-3
Entonces: y—4=—(x—2)
-3 3 -3 11
y=—zx+-t+t4=—x+—
3 11
'L:r=_T _T
’ . .y 3 11
Para saber donde corta al eje ¥ hacemos ¥ = 0 en la ecuacion ¥ = ——x + —
3 11
2 =2
x=—

Esto muestra que la recta corta al eje x en el punto (? 0)

. .y 3 11
Para hallar donde corta al eje ¥, se hace X = 0 en la ecuacion ¥ = —-x+—,

despejando ¥ entonces:
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Y=—20+3=7

Esto significa que la recta corta al eje ¥ en el punto (0, E)

Para averiguar donde corta la recta dada a la recta X = 3 hacemos X = 3 en la

ecuacion Y = —3: x —% y despejamos Y entonces:
3 11 —9 11 13
V=—1—@03)+—=—+—=—
4 2 4 2 4

Por tanto las coordenadas del punto de interseccion son (X,Y) = [32)

4.3Ecuacion lineal general

Las ecuaciones x4+ 3y=10, Tx = -2, y 6v = 18 tienen la forma

Ax+By=C

Para valores particulares de 4, B, C.
Cualquier ecuacion pendiente-ordenada en el origen ¥Y=mx + b puede

escribirse de la forma Ax + By = € ordenandola de la siguiente manera:

mx—v=b
La ecuacion anterior tiene la forma Ax+By=C con A = mB=—-1 vy
C=5b
La ecuacion lineal general es Ax + By = C donde A4,B,C son constantesy 4y

E no son simultaneamente cero.

Ejemplo:

Hallese la pendiente y la ordenada en el origen de la recta 6X + 3V = 15

Solucion:

Primero despejamos ¥ en la ecuacion 6X + 3¥ = 15 para obtener la forma
pendiente-ordenada de la recta ¥ = —Sx + 1? entonces ¥ = —2x+ 3

La pendiente es m = —2 y la ordenada en el origen es b = 5.

4.4 Representacion grafica
Un método rapido para representar una recta que corta ambos ejes es hallar

sus intersecciones, sefalarlas en los ejes y trazar la recta que pasa por los

puntos senalados (si la recta para por el origen es de la forma v =mx). Se
determina su grafica dando un valor a x y se obtieney y la recta para por (0,0) y

el punto obtenido.
Ejemplo:

Represéntese la recta 3x + 5y = 20
Solucion:

1.Hallese el punto de interseccion x haciendo y = 0, con lo que se

obtiene 3x = 20,

2.Hallese el punto de intersecciéon ¥ haciendo X = 0 con lo que se

obtiene 5v = 20 entonces ¥ = 4

3.Marquese las intersecciones y tracese la recta como se muestra

en la figura:



UNIVERSIDAD DEL ATLANTICO

NOTAS DE CLASE DE PRE-CALCULO

128

v

20;3'*\

Graficade larecta3x + 5y = 20

En el siguiente cuadro se presentan las formulas mas importantes de la recta

FORMULAS IMPORTANTES

X = a Recta vertical que pasa por
(a,b), bER

¥ =25 Recta horizontal que pasa por
(a,b), a€R

¥ =mx + b Ecuacion pendiente ordenada

¥Y-¥1l = m (X- X1)| ecuacion punto pendiente

AX 4+ BY = C ecuacion lineal general

Otra propiedad que caracteriza a la funcion lineal es su tasa (razén) de cambio.

La tasa promedio de cambio para una funcién y = f(x) entrex=a yx=b,
con a# b es:

f(b) = f(a)
b—a

Una funcién definida sobre todos los numeros reales es una funcién lineal si y
solo si tiene una tasa promedio de cambio constante entre cualquier dos puntos

de su grafica.

La tasa de cambio de la funcion lineal es constante y la pendiente m en la

formula f(x) = mx + b es latasa de cambio de la funcién lineal.

4.5 Ejercicios:
Resuelva para x las siguientes ecuaciones

1. 12x -7 = 23

2. 4x+9=13-2(x+ 3)

3. sx-4=:
7x + 5 = 26
Sx+5=10-:x
6. 6(7x+1)=21(1-3x)
7. 2x+3=x-4(5-x)+1
8. (x + 0.6)(x- 0.25) = (x-0.15) (x + 0.4)
9. (x+1)(x—2)=x2-3(x-4)
0. -2 Eem

11. 8x - 2(x + 3) = 3x

12. 3(1-2x) + 8(2x-5) = 150

Escribase la ecuacion de la recta determinada por el punto y la pendiente
dados, y represéntese después la recta.
1. (-1,1),m = -1
(@,0),m = —3
(0,6), m =1
(—1,1),m =1
(1,1) ,m=1
(1,1),m =—-1
(3,2),m = 3

(1,2),m =2

© © N o a &~ w0 DN

(2,3),m = —2
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Hallese la ecuacidn de la recta determinada por los puntos dados.

Hallese la pendiente y las intersecciones de la recta con los ejes, represéntese

la recta

10.

= © o N o g ~ wbdh =

W N

10.

(3,3),m = 1

v = 4x + 5
x+ vy = 4
x—- 2y = 4
¥ =9

3 4
¥ 4
2 3
=—Z=1

5 3

2y = 3x + 5

3x +4y = 12

x = 2y-5

x—4y = 8

Hallese la ecuacion de la recta con la pendiente y la ordenada al origen dada

o a0k BN
I
I
e
o
I
b

I

-1 . _ _
7 m—g,b 1
8. m=1b=1
9. m=1,b=2

10. m =1,b = 3

4.6 La funcion cuadratica

Una funcién cuadratica es una funcién polinomial de grado 2
La grafica de una funcién cuadratica f(x) = x* es una parabola que se abre

hacia arriba.

La grafica de cualquier funcién cuadratica puede obtenerse a partir de

f(x) =x* mediante una sucesion de traslaciones, reflexiones, alargamientos,

y compresiones.

Cualquier funciéon cuadratica f(x) = ax®+bx +¢ puede escribirse en la

forma del vértice o forma normal que se obtiene de la ecuacion:
f(x) = ax*+bx +¢

Factorizando a f(x) = a (x* —Ex + =)
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A v vl
b . c B2

fix) = a(x+ =) +a(—-— =
b b?

fx) = a(x+ —)" +(c— ~)

FG) = a(x+ 2)? +(ZZ2) Entonces,

Haciendo h = % y k=

Se obtiene la ecuacion estandar de la parabola (eje vertical):

f(x) = a(x—hj:—k
y— k= a(x—h)?

fac

-t - . - .
— es util para localizar el vértice y el eje de

La férmula h» = — %y k =

la parabola asociada a una funcién cuadratica.

Sia = 0, como (x—h)® = 0 entonces:
flx) =a(x-h)2+k =k

Y f(x) = k si x = h entonces f(x) toma su valor minimo cuando x = h
de la misma formasi a < 0 en f(x) = a(x—h)*+k <k
y f(x) = k sisolosix = h entonces f(x) tiene su valor maximo cuando
x = hlo que implica que (h, k) es el vértice.

Si a = 0 la parabola abre hacia arriba y si & < 0 la parabola abre hacia abajo.
La funcién cuadratica de la forma f(x) = ax*+bx +¢ donde f(x) = 0

puede resolverse por los siguientes métodos:

1.Por factorizacion
2.Por completacién de cuadrados

3.Por la formula

La solucién por factorizacion se fundamenta en el principio que establece que
si el producto de dos o mas factores es igual a cero, uno o mas factores deben

ser igual a cero.
Ejemplo:

Resolver la ecuacién x%—x =12

Solucién:
Transponiendo términos tenemos: x*—x—12=0
Factorizando: (x-4)(x + 3) =0
Entonces: x-4=0y x+ 3 =0
Lasolucibones x = 4y x = —3
Ejemplo:
Resolver la ecuacion x (x-2) (x + 3)(x + 4) = 0
Solucion:

cada factor es igual a cero entonces

x = 0, x—-2 = 0, x+ 3 =0, x+ 4 =20
x =0, x= 2, x = —3, x = —4

Solucién por completacion de cuadrado

. .y 2 .. . 1 7 1 -
Si a una expresion de la forma x= + px le adicionamos el termino (zp)” o p~

y completamos el trinomio cuadrado perfecto como se muestra en el siguiente

ejemplo.
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Ejemplo:
Resolver x*+8x =9

Solucion:

Completando el cuadrado en el primer miembro y adicionandolo al segundo se

tiene:
x?48x4+16=94+16=25

(x+4)? =25
Extrayendo raiz cuadrada a ambos miembros de la ecuacién
Nos queda: x +4= t5entoncesx = -4+ 5; x=1; x=-9
Solucién por medio de la férmula de la ecuacion cuadratica ax®+ bx +¢ = 0

Dada ax?+ bx +¢ = 0 transponiendo términos:

ax“+ bx = —¢ Ahora dividiendo por a
x4+ Ex = — _—: Completando cuadrado
4 2x + ()= T ()

(x + %}2 = _,:E“ + ,ﬂb:}.

(x+ 2yr = Pt

Extrayendo raiz cuadrada a cada lado de la ecuacion

b Vb? — dac
T+ —=1x————
2a 2a
Transponiendo términos:
b Vb? — dac
xr =—-——T —
2a 2a

Que es la férmula de la ecuacion cuadratica:

- b +Vb"—4ac
xX= —0—
2o

El término  (b*— 4ac) se dice discriminante y el caracter de las raices

depende de su valor:

i. Si (b*—4ac) = 0 setiene X, y X, soluciones realesy

distintas la parabola cruza el eje X en (¥,,0) y en (¥X,,0)

i. Si (b*—4ac) = 0 hay entonces una sola solucién real

X, =X, =X= % el vértice esta en el eje X en (X, 0).

ii. i (b*—4ac) < 0 entonces no hay soluciones reales la

parabola no cruza el eje X.

Ejemplo:
Graficar f(x) =x* —2x— 3

Solucién: como a=1>= 0 se ve que la parabola se abre hacia arriba, de
f(0) =—3 se obtiene el cruce con el eje v en (0,—3). Para ver si hay

intersecciones con el eje x, se resuelve x* — 2x — 3 = 0 factorizando:
(x+1)(x—3) =0,

Y se ve que las soluciones son x = —1 y x = 3. Los cruces con el eje x estan

en (—1,0) y en (3,0). Para ubicar el vértice se completa el cuadrado:
fl)=(x*—2x+1)—1-3=(x*-2x+1)— 4

De esta manera llegamos a la forma normal, que es f(x) = (x —1)*— 4. Si

h=1vy k=—4, la conclusién es que el vértice esta en(1,—4). Con esta
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informacion trazamos una parabola que pase por esos cuatro puntos, como se

ve en la figura.

(1, —4)

Una ultima observacion. Al ubicar el vértice, en forma automatica se determina

el contra-dominio de una funcion cuadratica. En este ejemplo, ¥y = —4 es el
numero menor del contra-dominio de f, por lo que el contra-dominio de f es el
intervalo [—4,2) e el eje v.

Ejemplo:

Grafica f(x) = —4x*+ 12x — 9.

Solucion: la grafica de esta funcién cuadratica es una parabola que se abre

hacia abajo, por que a = —4 <= 0. Para completar el cuadrado se comienza

sacando a —4 como factor comun de los dos términos en x:

flx)=—4x*+12x—9

=—4(x?—-3x)-9
. 9 9
=—4(:c'—3x————J—9
4 4

Entonces, la forma normal es f(x) = —4 [x — 5) Con h = 5 y k =0, se ve que

el vértice esta en [5 0). El cruce con el eje v esta en (0,£(0)) = (0,—9). Al

resolver —4x*+12x —9 =0 se ve que solo hay un cruce con el eje x, en
3 ;g 3
(:, 0), naturalmente eso era de esperarse, por que el vértice (:, 0) esta en el

eje x. Como se ve en la figura, se puede obtener un esquema aproximado solo

con estos dos puntos. La parabola es tangente al eje x en [5 0).

-
»
»

(3/2,0)

(0,—9)

Ejemplo:
Graficar f(x) = x> +2x+ 4

Solucién: la grafica es una parabola que se abre hacia arriba, por que

a =1 = 0. Para fines de ilustracion, esta vez se usara la ecuacion (4), para

determinar el vértice. Con b = 2, —% = —— =-1,y

fi-x)=(-1)*+2(-1)+4=3,

El vértice esta en (—1, f(—1)) = (—1.3). Ahora, el cruce con el eje ¥ esta en

(0, £(0)) = (0,4), pero la formula cuadratica indica que la ecuacion f(x) =0, 6
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x*+ 2x + 4 = 0 no tiene soluciones rales. En vista de lo anterior, la grafica no 4.7. Ejercicios
tiene interseccién con el eje x. Como el vértice esta arriba del eje x y la . . . ”
Resolver aplicando la férmula de la ecuacion cuadratica

parabola se abre hacia arriba, la grafica debe estar toda arriba del eje x. Véase
1.5x*=3x+ 2

la figura.

2.5y =4y +12
3.2x*+3x=2
4.18y*+9y—2=0
5.3x*+5x=2
6.2t —8=3t+ 12

7x(x+ 2) =1

8.4x*—12x+1=0
9.3xi=7x1+6

10.3t* =25 (t + 2)

Usando el discriminante, establecer cuando las raices de las siguientes

ecuaciones son reales o imaginarias

Ejercicio .
1x*—6x—3=0

Resolver 6x*—7x—5=0 2 3x2+ 8x =4

. L, 3.x2—3x—6=0
Aplicando la ecuacién a = 6;b = —7yc = —5 entonces

4.5x*+2x—3=0

b*—dac = (=7)*—4(6)(—-5)=169 5.6x?+x=1

3
Sustituyendo en la férmula: 6.6x" +2x+8

7.x°—4x+1=0

—(-7)+ V169 7 +13 .
= = 8.x-—T7x =12

(2)(6) 12
9.x=6x+2
10.x*+8x+1=0
,‘Je{'=§y:4:=%|L 11.5x = 8 — x°

12.2x2 £+ 13x +2 =0

13.15 = 6x — 3x°
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4.8 Graficas de funciones polinomiales de grado mayor que 2

Sea f una funcion polinomial de grado n entonces f(x) = a,x™ + a,_;x" '+....
+a,x +a,
Para a, = 0 el dominio de f son los reales (R), si el grado es impar el contra

dominio o recorrido de f también son los reales pero si el grado es par entonces

el contra-dominio es un intervalo infinito de la forma (—2,a) o bien (a, ).

4.9 Ceros de una funcion

Los ceros de una funcién f(x) son los valores de x tal que f(x) =0,six = ¢
entonces f( ¢) = 0, se dice que ¢ es un cero de la funcidn, también se conoce

a £ como una solucion o raiz de la ecuacién f( x ) = 0.

Los ceros de f( x ) son las intersecciones en el eje x de la grafica de f(x)

Ejemplo:
f(x) =x*—8
f(2) =22-8=0
x = 2 Es un cero de la funcion
También x® — 8 = (x — 2)(x* + 2x + 4)
En general x* — b* = (x — b)(x* + bx + b*)
x*+b*=(x+b)(x*— bx+b%)
Ejemplo:

Encontrar los ceros de la funcién f(x) = 3x*+x —10
0 =3x*+x—10
(3x-5)(X +2)=0

x = x = — 2 son ceros de la funcion.

ol len
<

Las graficas de las funciones polinomiales de grado 1 son rectas.
Las graficas de las funciones polinomiales de grado 2 son parabolas.
Si una funcién polinomial es de grado cero entonces f(x) = a para algun

numero real a, diferente de cero y la grafica es una recta horizontal.

Las funciones cubicas de la forma ax®+ bx®+ cx +d tienen como dominio y

como recorrido el conjunto de los numeros reales, para graficar estas funciones
hay que elaborar una tabla de valores y representar cada par de valores en el

plano cartesiano.

Ejemplo:

Grafique y obtenga el dominio y el recorrido de la funcion
fx) = 2x®+ 3x* —12x

Se generara una tabla de valores, se graficara y verificara dominio y recorrido

de la funcion.

X | —4|—-3|-2|—-1/0|1 2| 3

f(x) —32 9 [20[13 |0 —7|4]45

Tabla de valores de la funcion f(x) = 2x*+ 3x% —12x

Grafica de la funcién f(x) = 2x?+ 3x? — 12x
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Ejemplo:

Representar la funcion f(x) = x? —3x +2

El dominio de esta funcién son los numeros reales por ser polindémica.
Los puntos de corte con los ejes son:

Como es una funcion polindmica de grado 3 puede cortar el eje x a lo mas 3

puntos.

Para hallar los puntos de corte con el eje x igualamos la funciéon a cero

f(x) = 0y ladescomponemos en sus factores.

(x + 2) Es un factor porque al remplazar x = —2 en la ecuaciéon nos da un

cero (teorema del factor).

Dividiéndola entre este factor queda (x* —2x + 1) que es el otro factor,

entonces:

flx) =x*—=3x+2 = (x+ 2)(x* —2x + 1)
= (x + 2)(x-1)2

Los puntos de corte con el eje x son (— 2,0) y (1,0)

Para hallar el punto de corte con el eje y hacemos x = 0y resolvemos y nos

da (0,2)

Haciendo una tabla de valores nos queda la grafica:

Maximo (-1,4)
4

-

2 o . i
Minimo(1,0)

410 Ejercicios
Grafique y obtenga dominio y recorrido de las siguientes funciones cubicas.

1. f(x) = 3x7— 2x% -1
f(x) = —x*+ 3x*+ 9x
f(x) = 2x° 4+ 3x* +6x+5
flx) = x¥+2

f(x) =x*+ x*+x+1

2

flx) =x*—x*+x—-1

Graficas de algunas funciones polinomiales de grado mayor que 2.

" 2
¥ =x> -6x? +8x y=x"-d4x
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wWo=x=-2Nx-1Nx+1)

Grifica 3
flx)=ax®+bx*+cx+d

Con b* —3ac <0y a =0

Grafica 4
f(x)=ax®+bx* +cex+d

Con b* —3ac =<0y a<0

|
|
F}
pto de simtria
4.11 Teorema del valor intermedio para funciones polinomiales
i3 tg
“Si f es una funcion polinomial y f(a) = f(b) para a < b entoces f / e\n\ en
x=t/3a w=(
toma todos los valores entre f(a) y f (b) en el intervalo [a,b]”
Grafica 5 Grafica 6
: flx)=ax3+bx2+cx+d f(x)=ax3+bx2+cx +d
x=_‘hﬂa a1, 1
_ Con b* —3ac =0y a =0 Con b* —3ac >0ya <0
c d]e
=i~ . a
:“,"" / ;]‘" 4.12 Teorema fundamental del algebra
a . e
tria | x=-by2a “Si un polinomio f(x) tiene grado positivo y coeficientes complejos,
minima 1 entonces f(x) tiene al menos una raiz compleja”

Grafica 1 f(x)=ax*+bx +¢ Grifica 2 f(x)=ax*+bx +¢ 4.13 Teorema del factor
Cona =10 Cona =0

“El teorema del factor establece que un polinomio f(x) tiene un factor (x - k) si
y solo si k es una raiz de f(x), es decir f(k) = 0.

El teorema del factor sirve para encontrar los factores de un polinomio.

0 b3 Se puede ilustrar con el siguiente ejemplo:

punto de simetria

Si se desea encontrar los factores de x* + 7x* + 8x + 2 entonces se intenta

déL con un primer factor (x - a) si el resultado de sustituir a en el polinomio es igual

a cero se sabe que hay un factor.

144
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Primero se intenta con el factor (x - 1) remplazandoa = 1 en la ecuacion
x? + 7x*+8x+2 =1+ 7(1)*+8(1)+ 2= 18 entonces (x-1)

no es un factor.

Ahora si se hace (x + 1) entonces x = — 1 remplazandolo en la ecuacién
x* + 7x*+8x+2 = (—-1)*+7(—-1)"+8(-1)+ 2= 0 entonces
(x + 1) esunfactorde x* + 7x* + 8x +2

Dividiéndolo directamente x_f—_a{_ = x2 + 6x + 2

+1)

Al combinar el teorema fundamental del algebra con el teorema del factor nace

el siguiente corolario:

“Todo polinomio de grado positivo tiene un factor de la forma (x—c) en

donde ¢ es un numero complejo”
El corolario nos permite expresar por lo menos en teoria que todo polinomio

f(x) de grado positivo, como un producto de polinomios de grado 1.

Aplicando el corolario se obtiene:
f(x) = (x —e)fi(x)
Donde ¢; es un numero complejo y f;(x) es un polinomio de grado n — 1.
Si n — 1 es mayor que cero es posible aplicar nuevamente el corolario, hasta

que se obtenga: f(x) = a(x—cy) (x— ¢;) (x —c3) v (x—c,) En donde

cada numero complejo €; es una raiz de f(x) y a es su coeficiente principal.

Entonces se ha comprobado el siguiente teorema:

“Si f(x) es un polinomio de grado n = 0, entonces existen n numeros
complejos €4,€5, e, Cpy tales que:
flx)=a(x—¢;)(x— ¢;) (x—c3) ... ... (x —c,) en donde a es el coeficiente
principal de f(x), cada numero c; es una raiz de f(x)”

Corolario: Un polinomio de grado n = 0 tiene cuando mucho n raices

complejas diferentes.

Si f(x) es un polinomio de grado n =0, y si la raiz de multiplicidad m se

considera m veces, entonces f(x) tiene precisamente n raices.

4.14 Regla de los signos de descartes

Si f(x) es un polinomio con coeficientes reales y términos constantes

diferentes de cero, entonces:

i) El numero de soluciones reales positivas de la ecuacion

f(x) = 0esigual al numero de variaciones de signo de f(x],

o es igual a este numero menos un entero par.

i) ElI numero de soluciones reales negativas de la ecuacion

f(x) = 0 es igual al numero de variaciones de signo de
f{—=x), o es igual a este nUmero menos un entero par.
Ejemplo:
Determinar el numero de posibles soluciones reales positivas y negativas de la

ecuacion: f(x) = 8x® — 5x* 4+ 2x* + 6x-2 =0

Solucion: como el polinomio f(x) tiene tres variaciones de signos la ecuacion

tiene tres soluciones reales positivas o una sola.
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Como f(—x) = —8x® — 5x* + 2x? — 6x- 2 = 0 tiene dos variaciones de

signos entonces la ecuacion dada tiene dos soluciones reales negativas o

ninguna.

Las soluciones que no son numeros reales son complejos de la forma a + bi
en donde a y b son reales con b+ 0 en la siguiente tabla se resumen las

distintas posibilidades de solucion:

Numero de soluciones reales positivas | 1| 1 3| 3
Numero de soluciones reales |0 2 0| 2
negativas
Numero de soluciones no reales |4/ 2 2|0
complejas
Numero total de soluciones 5/ 55|5

Posibles soluciones a la ecuacion

f(x) = 8x° — 5x* 4+ 2x* + 6x-2 =0

La regla de Descartes estipula que el termino constante sea diferente de cero si

el termino constante es nulo como en la ecuacion:

f(x) = 8x® — 5x* + 2x* + 6x = 0 entonces se factoriza la x quedando:
x(8x* — 5x® + 2x' + 6) = 0 en este caso x = 0 es una solucion y se
puede aplicar la regla de Descartes a 8x* — 5x* + 2x' + 6 = 0

Ejemplo.

Discutir la naturaleza de las raices de la ecuacion: 7x*+ 3x*+ 2x—5=0

Solucion: como el polinomio tiene una variacion de signo por el teorema de
Descartes existe Unicamente una raiz real positiva y como f(—x) no tiene
variacién de signos no hay raices reales negativas, entonces la ecuacion tiene

una raiz real positiva y cuatro raices complejas.

Cuando se aplica la regla de Descartes las raices de multiplicidad & se
consideran como k raices, por ejemplo dado que x* —2x + 1 =0 el
polinomio tiene dos variaciones de signo por lo cual la ecuacién tiene dos
raices reales positivas o ninguna, la ecuacién en forma factorizada es

(x —1)* = 0 entonces tiene la raiz 1 de multiplicidad 2
4.15 Operaciones con polinomios

Suma y resta de polinomios
Si se trata de polinomios enteros (aquellos que tienen coeficientes
pertenecientes a los enteros) se opera entre ellos simplificando sus términos

semejantes.

Si se trata de polinomios racionales (aquellos que tienen coeficientes € Q) las
fracciones deben sumarse de forma analoga a las fracciones aritméticas,

aplicando el MCM (minimo comun multiplo).
Ejemplo:

x—2 3x+2  3(x—2)+2(3x+2) 3x—6+6x+4

4 [ 12 12
_ 9x — 2

12

4.16 Multiplicacion de polinomios

Dos o mas polinomios se multiplican aplicando la propiedad distributiva, es
decir multiplicando cada término del primer polinomio con cada uno de los
términos del segundo polinomio teniendo en cuenta la ley de los signos y al

final reduciendo los términos semejantes.
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Ejemplo:

(4x + 3) (2x-1) = 8x* —4x +6x—3 = 8x° +2x — 3

4.17 Division de polinomios

La divisibn de polinomios normalmente se expresa como una fraccion
algebraica simplificando en lo posible las expresiones por las distintas formas

de la factorizacion o cocientes notables.

Ejemplo:

3a%x+ 22" -36%x—2b% _ (3x+2)(a®-2%) _ (a + b)

la—3bx—2b+3ax (la—b)(3x+2)

4.18 Algoritmo de la divisién para polinomios

“Si fix) y g(x) son polinomios y si g(x) #0, y
gradde f(x) = grad de g(x) entonces existen polinomios Unicos gq(x) y (x)
tales que f(x) = g(x)g(x) + r(x) en donde r(x) = 0 ¢ bien el grado de
r(x) es menor que el de g(x). El polinomio g(x) se llama cociente y r(x) se

llama residuo de la division de f(x) entre g(x)”

4.19 Teorema del residuo o resto

“Si un polinomio f(x) es divisible entre x — ¢, entonces el residuo es f(c)”

4.20 Teorema del factor

Un polinomio f(x) tiene un factor x - ¢ siy solo si f(c) = 0

4.21 Divisiéon de polinomios algebraicos

Es el método general de la division. Sea F(x) un primer polinomio y sea @(x)
un segundo polinomio, en la division :—i lldAmese a P(x) dividendo y a @Q(x)

divisor, y cociente al resultado de la division exacta y residuo es lo que sobra

que es indivisible.
Para dividir dos polinomios algebraicos se siguen los siguientes pasos:
Se ordena el dividendo y el divisor con relacion a una misma letra

Se divide el primer término del dividendo entre el primero termino del divisor y

se obtiene el primer término del cociente.

Este primer término del cociente se multiplica por todo el divisor y el producto
se resta del dividendo, para lo cual se le cambia el signo escribiendo cada
término debajo de su semejante, si algun término de este producto no tiene
término semejante en el dividendo se escribe en el lugar que le corresponda de

acuerdo con la ordenacion del dividendo y el divisor.

Se divide el primer término del resto entre el primer término del divisor y el
producto se resta del dividendo cambiando los signos.

Se divide el primer término del segundo resto entre el primero del divisor y se
efectuan las operaciones anteriores y asi sucesivamente hasta que el residuo

sea cero o de menor grado que el divisor.

Ejemplo:

Dividir x> + 15— 8x entre 3 —x

Solucién: ordenando los términos se obtiene: x* —8x +15 entre —x + 3

x* —8x+15|— x +3
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—x“ 4+ 3x —x+5
—5x 4+ 15
+5x — 15
1]

Prueba: En toda divisibn se cumple que: dividendo = divisor x cociente +

residuo

-

(—x + 5)(—x+ 3) = x* —8x+15

4.22 Division sintética de ax" + a, ¥ '+-+ ax + a,

entrex-rc

El método de la division sintética se utiliza para simplificar la aplicacion del

teorema del residuo en la division entre x - ¢ y el método se aplica de la
siguiente manera:
1. Se organizan los coeficientes del polinomio de la siguiente

manera: poniendo ceros en los lugares del polinomio donde no

hay coeficientes

2. Multipliquese a,, por ¢y coléquese el producto ca, debajo de

an-1 como lo indica la flecha en el esquema siguiente, (estas
flechas y las otras, se usan solamente para hacer mas claras

estas reglas.) enseguida se efecttalasuma b = a,_; + ca,y

se coloca debajo de la linea como se muestra.

c oy ﬂ,n_1| y—2 aq dp
ch b,_. «¢b,_,

2/ ﬂ_ﬂ

ca ch

YA Y.

3. Multipliquese b, por ¢ y coléquese el producto cb; debajo de
a,_, como se indica con otra flecha. Después se obtiene la
suma b, = a,_, + cb; y se escribe debajo de la linea como

se muestra.

4. Se continia este procedimiento como lo indican las flechas,

hasta encontrar la suma final + = a, + cb,_,.Los numeros:

Ap, by, by, o bpog by
Son los coeficientes del cociente g(x) esto es:

q(x) = a,x" P +bx" 4+ b,_,x +b,_,,yr es el residuo

Ejemplo:

Aplicar la divisién sintética para obtener el cociente y el residuo cuando se

divide 2x* 4+ 5x® —2x—8entre x + 3

Los primeros cuatro numeros del tercer renglén son los coeficientes del

cociente g(x) y el ultimo numero es el residuo r por lo tanto:

g(x) = 2x3*-x? + 3x —11Y r =25
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4.23 Funcion racional

Las funciones racionales son razones polinomiales y se definen
matematicamente de la siguiente manera:

Sea f(x) y g(x) dos funciones polinomiales con g(x) # 0 entonces la funcion:

F (=)
Trix) =
(=) g (x)
Es una funcién racional
El dominio de una funcién racional es el conjunto de todos reales, excepto los

ceros de su denominador.
Toda funcidén racional es continua en su dominio.

4.24 Fracciones parciales

Cuando se suman dos funciones racionales, como por ejemplo f(x) =z

1 , . . . . ,
g(x) =—, los términos se combinan mediante un denominador comun (o

x+1

comun denominador):

2 1 B 2 (x—lJ 1 (x—E-J
x+5 x—l_x—E- x+1 x+1'\x+5

Si se suman los numeradores en el lado derecho de (1), se obtiene la

expresion racional unica

Jx+7
(x+5)(x+1)

(2)

En un procedimiento importante en el estudio del calculo integral se necesita

poder invertir el proceso. En otras palabras, se comenzara con una expresion

racional como la (2), para descomponerla en fracciones mas sencillas,

2/(x+5)y1/(x+ 1), lamadas fracciones parciales.

Fracciones parciales

El proceso algebraico para descomponer una expresion racional como la (2) en

fracciones parciales se llama descomposicion en fracciones parciales. Por

su comodidad supondremos que la funcién racional P(x)/@(x), @(x)+0 es

una fraccién propia o una expresioén racional propia; esto es, que el grado

de p(x) es menor que el grado de @(x). También supondremos una vez que

los polinomios P(x) y @(x) no tienen factores comunes.

En la descripcién que sigue, examinaremos cuatro casos de descomposicion

de P(x)/Q(x) en fracciones parciales. Esos casos dependen de los factores en
el denominador ¢(x). Cuando el polinomio @(x) se factoriza como producto de
(ax+b)" por (ax*+bx+c)™,n=12,..,m=12., donde el polinomio

cuadratico es irreducible sobre los numeros reales (esto es, no se factoriza

usando numeros reales), la expresién racional P(x)/Q(x) se puede

descomponer en una sume de fracciones parciales de la forma

Cy Apx+EBy
y

(ax+b)®

(ax?+bx+c)¥

Casoll

El denominador @(x) tiene solo factores de primer grado y ninguno se repite,
entonces corresponde a cada factor no repetido de primer, como (x - a) una

fraccion racional de la

Forma:

Siendo 4 una constante y (x - a) un factor del denominador.

Ejemplo
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Descomponer la fraccion — Si
q (x) = (a;x + by)(ax + by)(azx + b3) ... (a,x + b,,)
Solucién:
pix) _ A, n Ay n n Ay
g ix) - {alx + bl) (g,x +bZ) (anx+ bn)
Caso ll

El denominador tiene solo factores de primer grado y algunos se repiten,
. n
entonces corresponde a cada factor repetido n veces, como (x-a) una

fraccion racional de la forma:

A n B N N L
(x-a)® * (x-a)""* (x—a)*
Ejemplo:
H . ., :rE— 1
Desarrolle en fracciones parciales la fraccion:  ————
:‘E;i —_ 4 4 B n C N D
®(x=1)F x (x—1)° (x—1)7 (x—1)%

Quitando denominadores:
x*+1 =A4(x-1) + BX+ CX(x- 1) + DX (x- 1)’

Multiplicando e igualando los coeficientes de las mismas potencias:
A+ D =1
—34A+C-2D =10
3A+B-C+D=10

-4 =1

Resolviendo este sistema se obtiene:
A=-1,F = 2C= 1D = 2

Entonces

=5+ 1 -1 2 1

b

xi(x—1)% x {x—175 (x—17*

Casol lll

El denominador tiene solo factores de segundo grado irreducible y ninguno se
repite, entonces a cada factor no repetido le corresponde una fraccion racional

de la forma:
Ax+E

x*+ pxtq

Ejemplo:

Resolver por fracciones parciales la fraccion xsj

Factorizamos el denominador

Quitando denominadores:

4= Ax*+4)+x(BX+C) = (A+Bx*+Cx + 4

Igualando los coeficientes de las potencias semejantes y resolviendo

A=1EBE=-1C =10
Entonces
4 _ i x
x(x*+4) oz i+ a4
Caso |V
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El denominador tiene solo factores de segundo grado y algunos se repiten,

entonces a cada factor repetido n veces como

(x* + px+ q)"

Le corresponde la suma de = fracciones parciales de la forma:

Ax+E Cx+D Lx+M

(x®+ pxtg)™ (x®+ pxtgq)™—* (x*+ px+qg)*

Ejemplo:
Desarrollar en fracciones parciales la fraccion %

Como x% + 1 entra dos veces como factor entonces:

2x®+ 243 Ax+E Cx+D

(xT4 1)7 (xT4 1)7 (x2+1)2
Quitando denominadores
2x°+ x+3=AX+B+ (Cx+D)(x*+ 1)

Igualando los coeficientes de las mismas potencias de x y resolviendo

obtenemos:
A= —1,B = 3, C= 2, D =20
Entonces
Ix"+x+3d _ —lx+3d 2x
(x4 1)2 (x4 1)2 =T+ 1)
Nota
. (x*+3x%) . Sx+3
Ejemplo: —— =x*+x -3+ ——
x*+2x+1 x*+2x+1

Observe que el grado @(x) <grado de P(x)

Cuando esto ocurre se hace la division hasta obtener un resto en forma de

fraccion propia y luego se aplica segun el caso (I, Il, Ill, IV).

4.25 Ejercicios

Descomponer en fracciones parciales

1.

2.

10.

g .
=X
-

(22T +1)7

4

(x—2)(x—1)2

21x—-14
(Zx+1)(x—3)°
x+1
x(x%4+1)
g

x¥t+a

Jx" —x+2

(x®—x—2)(x*+2)

3x® +13x+11

(x—1)(x+2)2
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CAPITULO V: FUNCION EXPONENCIAL Y LOGARITMICA. Nota

Este capitulo se inicia con el siguiente problema de inversion: La restriccion a = 0 garantiza que a* es un numero real si a = 1 sera la funcion

Suponga que se depositan $1000en una cuenta de ahorros cuya tasa de constante f(x) =1

interés anual es 3% Por ejemplo:

Determine el valor futuro dentro de 10 afios. (—4)Y2 =y/—4 Es un nimero complejo.

t=20 $1000 = La funcion exponencial cumple con las leyes de los exponentes

t=1 C, = 1000+ 1000(0.03) = 1000(1 4+ 0.03) a*a¥ = g**y (a®)¥ = a™¥ (az/bjx = b—i
t=2 C, = 1000(1+ 0.03) + 1000(1 + 0.03)(0.03) ”’xz’a;- g (ab)* = a*b* lz’ax -

= 1000(1+ 0.03)(1+ 0.03) Grafico d *
raficode y = a

= 1000(1+ 0.03)2
Considere v = 3*

Solucién
t=t C, =1000(1 + 0.03)*
Primero se hace una tabla con
Esta es una forma exponencial algunos valores de la funcion que
correspondan a valores
preseleccionados de x. Como se ve
5.1Funcion exponencial en la figura, se graficaron los puntos
correspondientes obtenidos en la
Definicién tabla, y se unieron con una curva
continua. La grafica muestra que f es
Sea f:R R una funcién creciente en el intervalo
x—=flx)=a" a=0 a=1l (=, ),
f Se dice funcién exponencial en base a =3 —2 -1 0 ! 2
x

160
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f(x)

Ly | =

Nota

La forma de v = a* con a = 1 tiene la misma forma que el grafico anterior.
. — x
Considere ¥ = (1/5)

Solucion

Se procede como en el ejemplo
anterior y se forma una tabla de
(-2.9) algunos valores de la funcion que
correspondan a los valores

preseleccionados de x. Por ejemplo,

notese que, por las leyes de los

exponentes,

F =) =@n2=32=9

3

Como se ve en la figura, se graficaron los puntos correspondientes obtenidos
en la tabla, y se unieron con una curva continua. En este caso, la grafica

muestra f es una funcion decreciente en el intervalo (—=,*).

x -3 -2 -1 0 1 2

fx) |27 |9 3 1

Ly | =
O e

Las funciones exponenciales con bases que satisfagan 0 < a <1, como

1
cuando & ==

-, se escriben con frecuencia en una forma alternativa. Ver que

14* . _ .
y= (5) es lo mismo que v = 37*. De este ultimo resultado se observa que la

grafica de v = 37 solo es la grafica de ¥ = 3* reflejada en el eje y.
Nota

La forma de vy =a* con 0 < a <1 tienen la misma forma que el grafico

anterior.

Existe en R, el numero e = 2.71828 ... y también se define v = f(x) = &* se dice
funcion exponencial natural (o en base ) y tiene la misma forma que f(x) = a*

paraa > 1

= g% y=g*
B/ ;Q.l}

»
»

v

1
a>1 -1
4

5.2Ejercicios:

En los problemas del 1 a 6, trace la grafica de la funcion f. Determine la

interseccion con el eje ¥. Indique si la funcion es creciente o decreciente.

1. f) = (*
2. f(x)=—-2%
3. fx) =2%%

4. f(x) =—-5+3
5. f(x) =3 - (9
6. flx)=—1+e*3
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En los problemas 7 y 8, deduzca una funcién exponencial f(x) = b* tal que la

grafica de f pase por el punto dado.

7. (3,216)

8. (—1,e%)

En el problema 9 determine el contra dominio de la funcién.
9. f(x) =54+e7"

En los problemas 10 a 12, determine las coordenadas de los cruces de la

grafica de la funcion con los ejes x y ¥. No trace las graficas.
10. flx)=2* — 4
11. f(x) = xe* + 10e*

12. f(x) = x38% + 5x78% + 6x8%
En los problemas 13 y 14, use una grafica para resolver la desigualdad.
13. 2 = 16

14, e 2 <1

En el problema 15, use f(—x) = f(x) para demostrar que la funcion es par.

Trace la grafica de la funcién f.
15. f(x) = e*

En los problemas 17 y 18, use las grafica obtenidas en el problema 16 como

ayuda para trazar la grafica de la funcion f indicada.

16. f(x) =1 —e¥
17. f(x) = —el*73l
18. Demuestre que f(x) =2 +27* es una funcion par. Trace la

grafica.

En los problemas 19 a 22 use la propiedad uno a uno para resolver la ecuacién

exponencial respectiva.

-2 — 1

19. 1077 = —

20.87—-1=0

21, 2%-3* =36

22. 3% = 27%
En los problemas 23 y 24, factorice o use la formula cuadratica para resolver la
ecuacion.

23. (5%)* —26(5%)+25 =0

24 2%+ 27 =12

En el problema 25 determine la interseccion con el eje x de la grafica de la

funcion dada.
25. flx) =e*™* —¢
En el problema 26, trace la grafica de la funcion f definida por secciones.

—e, x=10

26. f(x) = { o=

5.3Funcién logaritmica

Se puede ver que para a =0 a=# 1 y restringiendo el conjunto de llegada
para vy =a* a R™, f(x)= a* es biyectiva y por consiguiente tiene una funcion
inversa (f~*) la que se conoce como funcion logaritmica en base a y se nota
log, x
Definicion

y=log,x ®x=a”

(F o @) = F (@)= F'(log,x) =a'%* =x  Para

x>0 xEDomf
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(fo f ) =F(f1(x)) = f(a*) =log,(a*) =x Para

xER x€Domf?

De la definicion de ¥ =log, x y de la grafica de v = a* se obtiene la grafica de

log, x

(1,0)

’ =10
// /7
it Asintota it Asintota logg s
7 7/
4 vertical ’ vertical
a) Base b) Base0 < a <1

La funcién log,, x cumple también con las propiedades de los logaritmos

log, (xy) =log x +log_ ¥

x
log, (;) =log,x—log, ¥

log (x") =rlog,x rER

También la inversa de la exponencial natural f(x) =e* se define como el

logaritmo natural

v=lhxe=x=¢g¥
FG) =log, x = f1(x) = &
FF* =) =F() =xer

=In(e*) =x

f_l[f(xn =fInx) x=0

:elnx =¥
Ine=1 Puestoque vy=hes=se=e"=y=1

log,x = :—z Esta formula tiene la propiedad de pasar del logaritmo de un

numero en base a al logaritmo (natural) del numero (en base ). La que puede

generalizar a cualquier otra base:
Sea
v=log,x & x=a"
log, x = log, a”
log, x=ylog,a

_log, x

'|.‘:|' =
- log,a

1
De donde log, x = —2=
logp a

. 1 1

log.a Ina

/, (1r0) X

7 x=10
L Asintota
’ vertical
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Ejemplo

Simplificar y escribir como un solo logaritmo
1
ElnEﬁ +2In4—1In4

Solucién
Hay varia formas de atacar este problema. Por ejemplo, obsérvese que el

segundo y tercer términos se pueden combinar aritméticamente como sigue:

2In4 —In4=In4 «— Andlogoa 2x—x=x

También se le puede aplicar las propiedades de los logaritmos, para combinar
estos términos:
2ln4—In4=In4* —In4

=lnle—In4

16
=In—
4

=In4
Por consiguiente %ln 36+ 2In4—In4 =In(36)Y? +1n4
=Iné+1In4
=In24
Ejemplo
Usar las leyes de los logaritmos para reformar cada expresion, y evaluarla.

a) In \."'E
b) In 5e

c) In=

Solucion

a) Como /e = ¢¥?, entonces de acuerdo con las leyes de los

logaritmos:

— ; 1 1
Inye=Ine? =—lne=-
2 2

b) De las leyes de los logaritmos, y con una calculadora:

InSe=In5+ne=In5+1% 26094

c) Segun las leyes de los logaritmos,

1
In—=Inl—-lne=0—1=-1
e

Nétese que aqui también se pudo haber usado otra de las leyes de los

logaritmos:

In—=Ilne*=(-1)lne = -1
e

Propiedad uno a uno

El andlogo logaritmico de la propiedad uno a uno de las funciones

exponenciales, es:
Silog, x, = log, x,, entonces x; = x,

La propiedad uno a uno de la funcioén logaritmica puede usarse para resolver

ciertos tipos de ecuaciones.
Ejemplo

Despejar x de In 2 + In(4x — 1) = In(2x + 5)
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Solucion

Las leyes de los logaritmos, el lado izquierdo de la ecuacidn se puede expresar

como

n2+In(4x—1)=In2(4x—1) = In(8x — 2)

Entonces, la ecuacion original es
In(8x — 2) =In(2x + 5)

Como dos logaritmos de la misma base son iguales, de inmediato se ve que,

por la propiedad uno a uno

8x—2=2x+5 Osea 6x=7 osea x =<

5.4Soluciéon de ecuaciones.

El ejemplo anterior ilustra solo uno de varios procedimientos que se pueden
usar para resolver una diversidad de ecuaciones exponenciales y logaritmicas.

A continuacion se presenta una liste de estrategias para resolver ecuaciones:

» Usar las propiedades uno a uno de b* y de log,, x.

« Reformular una expresion exponencial como expresion
logaritmica.

« Reformular una expresion logaritmica como una expresion
exponencial.

» Para ecuaciones a*: = b*z, de donde o # b, sacar el logaritmo

natural de ambos lados y simplificar usando las leyes de los

logaritmos.
Ejemplo
Despejar k de e =7
Solucién

Se usara la expresion exponencial dada como una expresion logaritmica:

el® =7 Quiere decirque 10k=1In7 — eln® =y

Por consiguiente, con ayuda de una calculadora,

1
k=—In7 % 0.1946
10

Ejemplo
Despejar x de log,x =5
Solucién

Se usara la definicion para reexpresar la ecuacion logaritmica como su forma

exponencial equivalente:
x=2%=32
Ejemplo

Resolver e = 3*~* para x

Solucién

Como las bases de la expresion exponencial a cada lado de la ecuacion son
diferentes, una forma de proceder es sacar el logaritmo natural (también se

podria usar el logaritmo comun) de ambos lados. De la igualdad

Ine*® =In3**

Y de las leyes de los logaritmos se obtiene

2Zxlne=(x—4)In3
Ahora, usando Ine = 1 y la ley distributiva, la ultima ecuacién de transforma en
2x=xIn3—4In3

Se reunen los términos en x en un lado de la igualdad para llegar a
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FQCar X CoOmo
factor comun de
de 8505 termines

—_ i 4In3
2x—xln3 =—-4In3 6 (2—In3)x=—4In3 0 x=

2—In3
Se recomienda al lector confirme que el resultado es x ¥ —4.8752.

Cambio de base

Supongamos que se desea determinar la interseccion con el eje x de la grafica
de vy =2*¥ —5. Si ¥y =0, se ve que x es la solucién de la ecuacién 2* —5=10, 6
de 2*=5. Ahora bien, una solucién

perfectamente valida es x=1log,5. Pero,

desde un punto de vista computacional (esto ——t —t

Interseccion

es, de expresar x como un numero), el ultimo -

con el eje
resultado no es deseable, por que ninguna
calculadora tiene una funcion logaritmica con ;
la base 2. Se puede calcular el resultado / y=-5

cambiando log, 5 al logaritmo natural, solo con
- Abscisa al origende y = 2 — &

sacar el logaritmo natural de ambos lados de

la ecuacion exponencial 2% = 5:
In2* =Inb5

xln2=In5

Nota: En realidad
agqui s8 dividen
los logaritmos

Ins
x = & 23219
In2

A propoésito, como comenzamos con x = loeg, 5, este Ultimo resultado también

Ins
In2

muestra la igualdad log, 5 =

Ejemplo
Determinar la x en el dominio de f(x) = 8% para la cual f(x) = 73

172

Solucion

Se debe determinar una solucién de la ecuacién 8% = 73. Sacando logaritmo

natural de ambos lados de esta ultima ecuacion y despejando a x se obtiene

In73

Ing8*=In73 Yasi x=
Ing

In73
Con ayuda de una calculadora se observa que x = :;—S 7 2.0633. Como en la

discusién anterior a este ejemplo, en realidad se ha cambiado las bases de

In73
Ing "’

log;73ax=

Para convertir un logaritmo con cualquier base b = 0 al logaritmo natural,
primero se reordena la expresion logaritmica x = log, N como una expresion
exponencial equivalente a 5* = N. A continuacion se saca el logaritmo natural
de ambos lados de esta ultima igualdad, y se despeja x de la ecuacion

resultante xInb = In N. Con esto se obtiene la formula general

1 ';‘r—lnN
%8y T b

5.5Ejercicios

En los problemas 1 a 3 reformule la expresién exponencial en forma de una
expresion logaritmica equivalente:

—1 /7 1

1.47H2 ==

2.10% = 10000

3.t =

En los problemas 4 a 6 reformule la expresiéon logaritmica en forma de una

expresion exponencial equivalente.

4.log,128=7
5log z81=8
6.log,u=v
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En los problemas 7 a 9 determine el valor exacto del logaritmo.

7.1og,,(0.0000001)
8.log,(2* +27%)

9.Ine*

En el problema 10, deduzca una funcion logaritmica f(x) =log, x tal que la

grafica de f pase por el punto indicado.
10.(49,2)

En los problemas 11 a 14, determine el dominio de la funcion f. Determine la

interseccion con el eje x y la asintota vertical de la grafica. Trace la grafica de

f.
11.f(x) = —log, x

12. f(x) =log,(—x)
13.f(x) =3 —log,(x + 3)
14.f(x) =—1+Inx
En el problema 15, resuelva la desigualdad con la grafica.
15.In(x=1) <0

16.Demuestre que f(x) = In|x| es una funcién par. Trace la grafica
de f. Determine las intersecciones con el eje x y la asintota

vertical de la grafica.

En el problema 17, trace la grafica de la funcién f respectiva.
17.f(x) = | Inx |

En los problemas 18 a 20, use las leyes de los logaritmos para reescribir la

expresion dada como logaritmo.

18.log,;2 +2log,, 5

19.In(x* — 4) —In(x* + 2)

20.In5+In5*+In5% —In5°®

En los problemas 21 y 22. Aplique las leyes de los logaritmos de modo que In ¥

no contenga productos, cocientes ni potencias.

(x—3)5%(x*+3x"+1)"
22.y -

VE(Tx+5)

En los problemas 23 a 25 use la propiedad uno a uno para resolver la ecuaciéon

logaritmica indicada.

23.log,x —log, 10 =log, 9.3

24 Inx+In(x—2)=1In3

25.log,(x—3) —log,(2x +1) = —log, 4
En los problemas 26 y 27, factorice o use la formula cuadratica para resolver la
ecuacion indicada.

26.(5*)*—2(5*)—1=0

27.(Inx)*+Inx =2

En los problemas 28 a 31 use las propiedades de los logaritmos para resolver

la ecuacion indicada.

28.logyo% =2

29.log,(log;x) =2
30.log,(10x —x%) =4

31.log,81% —log;3* =3

En el problema 32 use logaritmos naturales para determinar x en el dominio de

la funcion indicada, para la cual f tenga valor indicado.

32.f(x)=6%;f(x) =51
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En los problemas 33 y 34 use logaritmos naturales para determinar x.

33.2¥"% =g

34.5% = 271

CAPITULO VI: FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

6.1 Funcion circular unitaria

Si se toma una circunferencia con radio la unidad (circunferencia unitaria) y centro
en el origen y se enlaza cada punto de la circunferencia con un angulo se halla la

funcion f(8) = (X Y) llamada Funcion Circular que tiene como Dominio todos

los angulos centrales y como Rango los puntos de la circunferencia formados por

las parejas ordenadas (x,¥) que satisfacen la ecuacién x* + y*=1.

Se llama punto trigonométrico a las parejas ordenadas (x,V) que satisfacen la

ecuacion de la funcion circular.

Se llaman Relaciones trigonométrica a las razones entre los lados de un triangulo

rectangulo, segun la medida de uno de sus angulos agudos.

Segun Montenegro (2004) se llama Funciones trigonométricas a la aplicacion de las
relaciones trigopnométricas en la Funcién Circular por medio de la formaciéon de un
triangulo rectangulo tomando como lados el radio de la circunferencia, la
componente horizontal y la componente vertical del punto trigonométrico como se

muestra en la Figura 6.1.

sendl = y cosecdl= %

Y cos@ = X secdl = ]?
¥ X

o ct i P ER

tg Gt % ga v

Figura 6.1Circunferencia Unitaria
Tomamos las relaciones trigonométricas o las razones entre los lados del triangulo

formado por el radio unitario (hipotenusa), la Componente horizontal del punto
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trigonométrico (cateto adyacente) y la componente vertical del punto trigonométricc La tabla 1 nos muestra las funciones trigonométricas de Angulos Notables.

(cateto opuesto) entonces: VALORES TRIGONOMETRICOS PARA ANGULOS
NOTABLES
ceno - crzhr;r:r:z:zzro - i - entonces y= sina Rad. Ang. Sin# Cos @ Tan8 |Csch Secl Cot 8
0,2r 0°, 360° | 0 1 0 Ind. 1 Ind.
cateto adyacents x : 90° 1 0 '{ﬂ’d 1 '{ﬂ’d 0
cosenoed = ———————— = = : entonces = cosa 5
hipotenusa 1 =
T 180° 0 -1 0 Ind. -1 Ind.
I et o md =m0
: 30° 1 '- R g-. W ? 2 2y g Y E
Las reciprocas de las funciones seno, coseno y tangente . - = =
E 45° '\__-" '\_: 1 "\.__-" "\._: 1
Cosecanteq = —pormwse - _ 1 ; entonces * 2 2
cateto opussto ¥
E 60° V3/ 1/ V3 23, |2 V3/
3 2 = '3 '3
Csca = = -
sno Tabla 1 Angulos notables
hipotenusa ) La tabla 2 nos muestra los signos de las funciones trigonométricas segun el
secante o = ———— = — ; entonces
cateto adyacents x Cuadrante.
SIGNOS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
Secu = mlm FUNCION CUADRANTE
TRIGONOMETRICA / 11 11 v
cateto adyocents x COE @ Sin @ + + - -
Cotangente =W = 7 e entonces i
Cos @ + - - +
cosa Tan & + — + —
COt . = Ein @
Csc @ + + - -
Secl + - - +

Tabla 2 Signos segun el cuadrante
La escogencia del ciurculo unitario no quita generalidad a las definiciones
_ _ . . . _ Como se puede ver en la tabla 2 en el primer cuadrante todas las funciones
anteriores, se obtienen los mismos resultados si se escoge un circulo de radio

B 1 trigonométricas son positivas, en el segundo cuadrante solo son positivos el seno y

178
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la cosecante, en el tercer cuadrante solo son positivas la tangente y la cotangente

y en el cuarto cuadrante solo son positivos el coseno y la secante.

En la tabla 3 se aprecian el crecimiento de las funciones trigonométricas segun el

cuadrante.
CRECIMIENTO DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
FUNCION CRECIENTE DECRECIEN VALORES
EN TE Mi MAX
EN N
Sin# I, 1V I, 1l -1 1
Cos @ 1, 1v I, 1l —1 1
Tan 6 Siempre Nunca o +oo
Csc @ I, 1 I, IV — 00 400
Sec@ I, 1 mn, v oo 1o
Cot 8 Nunca Siempre o 1 oo

Tabla 3 Crecimiento de las funciones trigonométricas

Ahora, si se toma la funcion circular no unitaria con radio & y se hallan todas las

relaciones trigopnométricas anteriores tenemos:

Hipotenusa = R
_ cateto opussto _ ¥ . _ .
senoa = — = = ; entonces y=Rsina
hipotenusa R
_ cateto cdyacents _ = . —
cosenod = = = ; entonces X = Rcosa
hipotenusa R
catete opussto ¥ Reinea Eina
tangente a = = = = =
catete adyacents x Recosa cos@

Las reciprocas de las funciones seno, coseno y tangente

hipotenusa

Cosecantea = ; entonces Csca =

cateto opussto

Eina

hipotenusa
secanteq = ————— = ; entonces Seca =

cateto adyacents

H M

CoOE@X

teto ady te _ . _
Cotangente = ————=""""% = ; entonces Cot =

cateto opussto ¥ Ein Ein @

| &

COE @ COEd@

6.2Funciones trigonométricas inversa
Funcién inversa del seno

Para hallar la funcion inversa del seno se redefine la funcion seno cuyo dominio

son los numeros reales R y su recorrido o rango es |[¥| = 1 que se puede expresar

}

F

de la siguiente manera —1 =< v =< 1; restringiendo su dominio entre {—

[ERE
R

la funcién se vuelve uno a uno y sobre.

La funcion seno no es uno a uno en su dominio natural porque no cumple el criterio
de la recta horizontal, que dice que al trazar cualquier recta horizontal no debe

cortar la grafica en mas de un punto, la funcién restringida si es uno a uno.

La funcion seno es impar y la condicion de imparidad es f (x) = — f (—x)

La funcién coseno es par y la condicion de paridad es f(—x) = f(x), las
funciones impares son simétricas en el origen y las pares son simétricas con el eje

Y.

La Funcién inversa de seno, v = sin™?

x es la inversa de esa porcidon de la

funcién restringida del seno figura 6.3



UNIVERSIDAD DEL ATLANTICO NOTAS DE CLASE DE PRE-CALCULO

Entonces: por la relacion inversa usual La grafica de la funcion seno inverso de x es:
y = arcsen x, si y solo si X = seny
.. _ y’
Cuyo dominioes [|x|] = 1 <= 1 = x = 1 1 ¥ = Acrsen(x)
. § ST
2
|
T r _ I T T |
y rango es vl = 3 = > = ¥V = 3 !
|
I
Z —
Ejemplo: = = - | !
jemplo: = = arcsen |
|
.y , - . 1 . .
Entiéndase que sin™' x es diferente que —.. laprimera es la inversa de sen x :
1
y lasegundaeselreciproco. -x

e ., Figura 6.4 Funcién arcseno x
La grafica de la funcion seno es:

y La funcion inversa de sen x restringidoes v = sin™'x
A
1
I
\ - | 55 / Cuyo dominio es [—1,1]
2 | 2 -1
-1 | il ™ | 2w
i 7 i
! | . 4 w
I ; I Y el recorrido es {—; , ;}
Figura 6.2 Funcidn sen x o ) ] o
Esta grafica es creciente como se ve en la figura 4 y es una funcién impar porque:
sin"?(x) = —sin™! (—x)
La grafica de la funcion restringida es:
y El arco seno de x es un angulo cuyo seno es x
'ﬂ = senix)
1

= X S I N R

| - 2 2 2 2 2

|

I

]

| sin”'| T i O A T

---------- -1 3 4 6 3 4 6
Figura 6.3 Funcidén sen x restringida Tabla 4 Valores comunesde y = sin™' (x)

182
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Funcion inversa del coseno.

Para hallar la funcién inversa del coseno restringimos la funcion coseno cuyo

dominio son los reales (R) y surecorridoorangoes |v| = 106 {-1 < y= 1}

Coseno es una funcion par cuya grafica es:

¥
—3n
2 2.
I I : |
—2n i 0 x T n X
2 2
+-1

Grafica 6.5 Funcion cos x

Si restringimos el dominio de v = cosx al intervalo [0,7] talque cosy = x es

la inversa de cos x; (0 arccos x). El &ngulo cos™* x es también el arcocoseno de x.

1

El dominiode ¥ = cos™" x es [—1,1] ysurango es [0,m]

_________ 1 ™y = arecosf)

ol

Y
L]

L I

Figura 6.6 Funcion arco coseno

Esta grafica es decreciente como se muestra en la Figura 6.6

Funcién inversa de la tangente.

Como la funcién tan x esta definida como hay que tener cuidado con los

valores de x que hagan cero a cosx cualquier x = (2k+1)= con

k perteneciente a los enteros hacen cero el coseno, lo que hace que la funcién

tangente sea indefinida en esos puntos lo que ocurre un numero infinito de veces;

es por eso que la funcidn tiene asintotas verticales en esos valores

T T 3T

IR ) como se muestra en la Figura 6.7.

(eorn—

2 :

¥

L
2

|
|

Figura 6.7 Funcién tan x

A diferencia de las funciones sen (x) y cos (x) cuyo periodo es 2w el periodo de

la funcion tangente es m.

El dominio de la funcién tangente son todos los reales excepto los multiplos

impares de = y el rango son todos los reales siendo una funcion continua v,

creciente en su dominio, simétrica con respecto al origen (impar), sin cota superior
o inferior, sin minimos ni maximos locales, sin asintotas horizontales, y asintotas
verticales en x (2k+1) = , Si se restringe el dominio de ¥y = tan™*x al intervalo

Py

[ERE

E) la funcion restringida es uno a uno y decimos que la funcion
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y = tan "' x es la inversa de esa porcion de la funcion restringida de la

tangente, como se muestra en la figura 6.9

= famix)

>

I S

Figura 6.8 Funcion tangente restringida

y = arclanix)

Figura 6.9 Funcion arco tangente

Funcion cotangente inversa

Para definir la funcion cotangente inversa restringimos el dominio de la funcién

cotangente entre 0 y m en el que es continua y estrictamente decreciente por lo

cual posee funcion inversa.

Se define la funcién cotangente restringida como:

H={{z,y)/ y=cotz, con zeld,x], v € R}
La funcion cotangente inversa, también llamada arco cotangente se define como:
arceot ' R — |07
T — cofT

Por la definicion de la funcidén arco cotangente se tiene que:

y=arcetr S coty =7 con ye|l, ], re R

La siguiente es la representacion grafica de la funcién cotangente y de arco

cotangente

Figura 6.10 funcidn cotangente Figura 6.11 funcidn arco cotangente

restringido

Funcion secante inversa

Elegimos el dominio de la funcién secante como el intervalo I = [— L :) U [G,E)

ya que en I la funcidn secante es biunivoca.

La representacion grafica de la funcion secante en el intervalo anterior es:

+.
L i
A ' 7
¥ = cot {x) : Y = arccot {x) 1u
: P
I o — o — ] ——— o ———— -
: -\
I
| aT
L 2
ES m
2 | \.
I
: P X
I
|



UNIVERSIDAD DEL ATLANTICO

NOTAS DE CLASE DE PRE-CALCULO

188

—— ka5

-7

I
I
I
I
I
I
|
'
-

*_______________________
|

b n—

Figura 6.12 funcidn secante restringida

Como puede observarse la funcion secante es continua en | siendo estrictamente

[ y estrictamente creciente en [IJ,; [

=

decreciente en [— m,

=T
-
=

Existe por lo tanto la funcidon secante inversa, llamada también arco secante

definida por:

arcsec:] —oo,—1] U [1,4oo] — [—ﬁ,_—;[ u [D,g[
T — arcsec T

Por la definicion de arco secante se tiene que:

y=—arcsecT S T = Secy con Y € [—ﬁ,_—;[ U [D,T—;[, g —eoo, -1 U [1,4o0]

La grafica de la funcion arco secante es la siguiente:

Figura 6.13 Funcién arco secante

La funcion secante inversa también suele definirse por la siguiente igualdad:

1
arcsec T =arceos (—) con |z =1
T

Funcioén cosecante inversa

Para definir la funciéon cosecante inversa se toma como dominio de la funcion

1

cosecante el intervalo [ = (—?r, -

=

]U(ﬂ,?] en la que la funciéon cosecante es

biunivoca.

La representacion gréafica de la funcion cosecante en el intervalo sefialado es la

siguiente:

Wypee

Figura 6.14 Funcion cosecante restringida

Como se puede observar en la figura 6.14 la funcidon cosecante restringida es

continua en 1 siendo estrictamente creciente en (—ﬂ-’:] y estrictamente

decreciente en (03]

=

Existe por lo tanto la funcion cosecante inversa llamada también arco cosecante
definida por:
arcesc:]— oo, —1]JU[1,+] — ]— 7,—]U]0Z]

-
=

X — drccsc Xx
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Por la definicion de arco cosecante se tiene que: Identidades cocientes:
- T senf cosd
Y = arccsCc X & X = cscyeony € (—n,—]u(ﬂ,—] Tanf = Cotf =
2 2 cosf sent

x € ]—o,-1]1U ]1,+mw]

Analizando el circulo unitario se puede demostrar facilmente por Pitagoras que:
La representacion grafica de la funcion arco cosecante es la siguiente:

sen 8 + cos“ senf =1

k Y si dividimos todo entre coseno cuadrado se tiene:

raly

-1
: 1 san’ @ cos"8  _ 1
: cos®d cos2 @ coscd
.
2
1
i tan“f + 1 = sec*f
1

e oo =m

Ahora si se divide entre seno cuadrado se tiene:
Figura 6.15 Funcidn arco cosecante

sen” 8 +co319 _ 1

zen® @ zen® @ zen® @

6.3Relaciones entre las funciones trigonométricas identidades y

1+ cot®d = csc?@
ecuaciones.

Identidades de co-funciones:
Identidades trigonométricas basicas. - -
Sen (E - 8) = cosBcos (E - 8) = senf

Identidades reciprocas: T T
Tan (E - 8) = cot Bcot (E - 8) = tan®

1 1
Csc 8 = 5 senf = 3 - -
sen e Sec(=-0) = cscBcsc (- -6) = secH
1 1 2 2
Secl = g =
= cos 8 cos sech
Cotf = ! Tanf = !
¢ "~ Tan# e cotf

190
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Identidades impar-par:

Sen(—x) = — sen(x)

Csc (—x) = — csec (x)

Identidades de angulos dobles:

Sen2d = 2sendcos A

cos (—x) = cos(x)

sec (—x) = sec (x)

Cos24 = cos’d — sen’d = 2cos?4—1

2tan® 4

Tan24d = ——
1— tan-A4

Identidades de angulos medios:

b

2 4 l-cosd
tan® - =

- 1+cosd

Identidades de producto de funciones:

sen(A+ B) + sen(A — B)

SenAdAcosB =

2

sen(4+ B) — sen(4 — B)

CosAsenB =

2

tan (—x)

cot (—x)

1 — 2sen’d

— tan(x)

— cot (x)

cos(A+ B) + cos(A— F)
2

CosAcos B =

cos(A —FB) — cos(A + B)
2

SendsenB ==

Identidades de suma y diferencia de angulos:

Sen(A +B) = senAcosB + senB cos A

Sen(A —B) = senAcosB — senB cos A

Cos(A-B) = cosAcosB + sendsenB

Cos(A+ B) = cosAcosB — sen Asen B

tan A+ tan B
Tan (A + B) =

1—tan Atan B

tanAd— tan B
Tan(A — B) =

1+ tanAtan B

Ejemplo

Sicos 8 = 0.5 determine sen (6 —2)

i T
SEH(H—EJ = —sen(i— ) = —cos@ = —05
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6.4Ejercicios

Ejemplo Verifique las siguientes identidades

Simplificar la expresion (sec 8 + tan 8)(1 — sen &) L Senx + cosx cotx = cscx

2.(cotx + cscx) (tanx - sen x) = Sec x - CO5 X

Entonces:
(secx+ 1) (sscx-1) 2
3. — 3¢ = secf
Sec B+ tanf)(1 g ! +sen5‘ 1 g 4.————tanx = secx
ec arn —senf) = -5en “1-
( j( j (cosﬁ' cosﬁj( j l-senx
_ ((1—|—.'::e*rr,ufi'](l—.'::ne'rr,ufi']j 5.Csc® — sen® = cot @ cos®
cosd :
cEetx 25
1 —SE'R:H "1+4tanlx co
=— = rosf
cosd 7.5ec X —cos o0 = tan o sen o
.SE?‘! (] cCoF o — 1
CEC O SEC
Ejemplo 9.(1— sen®@)( 1+ tan’p) = 1
10.tanx cotx= 1
1-sen 8

Verificar la identidad (tané — secf)* =

14+send
Utilice las identidades basicas para simplificar las expresiones
tan®@ — 2tanBsech + sec?f = ~_ om0
an” & — dtantsec secl = —m —
1+ send 1.5en x csc (—x)
2.5ec (—x) cos (— x)

sen’f  2senf 1 (1 — senf )(1 — senf ) 3_-‘?”:!3' +tan’B + cos" P
cos?@  cos?@  cos?@ \1+ senf /\1— senf s=c 0

14+ tan @

" escBt O

5.Tan x cos x

sen’f — 2senf 4+ 1 1 — 2senf + sen’f _1- 2senf + sen®f

l1-cos™x

6.

cos2f 1 — sen®d cos2f sem x

7.Cot x tan x

8.Cotx senx
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9. Dado el senx obtener las demas funciones trigonométricas

10. Dado el cos x obtener las demas funciones trigonométricas

(tan, cos, sec, csc, etc.)

Demuestre que:

10.

sen*8 — cos*@ = sen’f + cos’@
Tanx + cotx = sec x csc X

cot”x

= escx-1
1+cecx

sen’x cos®x = (sen’x — 2sen*x + sen®x)(cosx)
(cosx)(tanx + sen xcotx) = sen x + cos’x

(senx)(cotx + cos xtanx) = cos x + sen®x

CoOEX

tanx + secx =
1—zen x

tanx _ secx+l

secx—1 tan x

1

tan x

+ tanx = secxcscx

COEX l—sen x

1+senx COEX

Ecuaciones trigonométricas.

Una ecuacion trigonométrica es aquella que tiene incluido en sus términos

funciones trigonométricas como seno, coseno, tangente y sus inversas.

La incognita es el angulo comun de las funciones trigonométricas

Ejemplo:

Senx

= 15

dsenx + cosx = 0

tanx -1 = 0

6.5 Ejercicios

Resuelvapara 0 = x < 2n

1. cscX + cotX = 3

2. 4cos2X+3cosX=1
3. BtanX + cosX =1
4. sinx= %

5. cosx = %

6. 4sin(x—30)cos(x—3) =43
7. 3tanx =1

8. sinx+ 3cosx= /2

9. sin(x+ E)= ikl

-
=

10. ¥ = cos™?

B3| =



UNIVERSIDAD DEL ATLANTICO

NOTAS DE CLASE DE PRE-CALCULO

198

Bibliografia:

- Acevedo M., Campos M., Jimenez L. & Leon B. (2006). "Elementos

Iniciales de Matematicas”. Universidad Nacional de Colombia, Bogota.

- Leithold L. (1990). “El Calculo con Geometria Analitica”. Ed. Harla, 5ta.

edicion. Vol. 1.

- Lima E., Pinto P., Wagner E. & Morgado A. (1996). “Matematica do
Enseno Medio”. Colecao do Profesores de Matematicas Soc. Brasilera

de Matematicas. Rio de Janiero, Brazil Vol. 1.

- Zill D. & Dewar J. (2008). “Pre-calculo con Avances de Calculo”. Ed. Mc
Graw Hill 4ta. Edicion.






	UA_Precalculo Portada 01.pdf (p.1)
	PreCalculo Pag Internas 2015 02L.pdf (p.2-105)

