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Figura 4.1: Conductividad versus frecuencia para T = 359K, µ =
meV , y τ = 46fs. σ0 = e2/4h̄.

los cuáles pueden soportar nuestros resultados teóricos, se observa que
la contribución de Drude se ajusta al rango espectral como ya es co-
nocido, pero es obvio que la conductividad terahertz no cae de una
manera monotona con el aumento de la frecuencia, sino de una mane-
ra oscilante, de la misma manera que se muestra en la Figura 4.1.

En la Figura 4.2 se muestra la misma dependencia como en la
Figura 4.1 pero para difentes temperaturas, teniendo en cuenta que
−∂f/∂ε ≈ [4Tcosh2(ε/2T )]−1.

De igual manera, datos experimentales muestran una fuerte depen-
dencia de la conductividad con la intensidad del campo. En la Figura
4.3 se muestra la conductividad terahertz versus la amplitud del cam-
po para los mismos valores de los parámetros de la Figura 4.1. La
Figura 4.3 evidencia de forma clara el comportamiento oscilante de la
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Figura 4.2:	 Conductividad versus frecuencia para los mismos valores  
de los parámetros en la figura 3.2 y temperaturas 
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conductividad.

Figura 4.2: Conductividad versus frecuencia para los mismos valores
de los parámetros en la figura 3.2 y temperaturas T = 336K (curva
inferior), T = 336K (curva media), y T = 336K (curva superior).

Para mostrar la naturaleza de este tipo de oscilaciones, analizamos
por simplicidad el sistema a temperatura T = 0, entonces (−∂f

∂ε
) ≈

δ(ε − Ef ). Reemplazando ésto en la ecuación (4.46) y aplicando la
función delta Dirac, la conductividad dinámica adquiere una forma
compacta

σ = 4e2τo

πh̄2εa

ζ2
f

(
1 − Γf

∂S(δf , λf )
∂λf

)
. (4.47)

La cantidad ζf = h̄vfkf define la desviación de la energía de Fermi
(medida desde la parte superior de la banda) de su valor a campo
cero. El parámetro kf = [2m∗|Ef − εg|]1/2/h̄ es el vector de onda de
Fermi en presencia de campos ac, en concordancia con la ecuación
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Figura 4.3:	 Conductividad versus la amplitud del campo  
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parámetros de la Figura 4.1; τ = 30fs(línea negra) y τ = 44fs(línea
gris).
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1
INTRODUCCIÓN

En años recientes, después que fue posible separar la capa de grafeno de una estruc-
tura grafítica, un gran número de trabajos ha sido dedicado a estudiar este sistema 
debido a las propiedades no peculiares encontradas en este material [28, 29, 27, 6, 9, 
2, 19, 12, 10, 13, 11, 40, 39, 8, 18]. La estructura característica del grafeno, en la cual 
las bandas de valencia y de conducción se tocan en dos puntos no equivalentes en 
la esquina de la primera zona de Brillouin, como consecuencia de su red en forma 
de pánel de abejas, hace a este material ópticamente transparente al igual que alta-
mente buen conductor [26, 4] (ver Figura 1.1). Por lo anterior, las excitaciones de 
baja energía en grafeno poseen un espectro de dispersión lineal similar a los fotones 
en la radiación electromagnética, lo cual afecta de manera radical las propiedades de 
transporte en este sistema. En particular, las propiedades ópticas y eléctricas en gra-
feno bajo la acción de campos alternos intensos hansido objeto de muchas investiga-
ciones, encontrandose que la radiación ac cambia de manera sorpresiva la estructura 
energética y, consecuentemente, la densidad de estados de este sistema [7, 25]. En 
este sentido, una variedad de fenómenos han sido predichos para ser observados en 
grafeno, como por ejemplo el efecto Hall fotovoltáico [30], las corriente valle-pola-
rizadas [33], etc..
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Figura 1.1: Estructura de bandas del grafeno [3]

Por otra parte, tambien se ha predicho que alrededor de los puntos de Dirac en 
grafeno en presencia de campos circularmente polarizados se puede observar un 
conjunto de estados localizados, los cuales se asocian con estados electrónicos ves-
tidos de fotones que pueden conducir a transiciones metal-aislante [15]. Estos esta-
dos electrónicos vestidos de fotones han sido relacionados con un sin numero de 
fenómenos como por ejemplo: el transporte electrónico no disipativo [16], el efecto 
magnetoóptico Franz-Keldish [38], el tunelamiento anómalo fotoasistido [14], entre 
otros.

En este contexto, para describir la dinámica de portadores de carga en grafeno, el 
modelo a seguir debe ser dinámico, el cual debe tener en cuenta la respuesta no 
lineal debido a la fuerte interacción entre los portadores de carga y la radiación elec-
tromagnética que lleva a transiciones interbandas, así como además a transiciones 
intrabandas. Sin embargo, como es conocido de la literatura, se tiene que para lámi-
nas de grafeno en los rangos de frecuencias de terahercios y grandes intensidades, 
esencialmente los fenómenos no lineales de la conducción pueden ser descritos por 
un modelo lineal, el cual es suficiente para una completa descripción de los fenóme-
nos ópticos. La respuesta no lineal del sistema se introduce en el modelo líneal a par-
tir de fenómenos de dispersión, para los cuales el tiempo de relajación depende de la 
amplitud del campo ac. En este sentido, generalmente la conductividad terahercios 
es descrita por el modelo de Drude. Lo anterior se soporta en datos experimentales 
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de espectroscopía de terahercios, en los cuales el espectro de transmisión a través de 
la muestra de grafeno depositada sobre un sustrato se relaciona con la conductividad 
del grafeno a través de la ecuación

				  

3

el efecto magnetoóptico Franz-Keldish [38], el tunelamiento anómalo
fotoasistido [14], entre otros.

En este contexto, para describir la dinámica de portadores de carga
en grafeno, el modelo a seguir debe ser dinámico, el cual debe tener
en cuenta la respuesta no lineal debido a la fuerte interacción entre
los portadores de carga y la radiación electromagnética que lleva a
transiciones interbandas, así como además a transiciones intrabandas.
Sin embargo, como es conocido de la literatura, se tiene que para lá-
minas de grafeno en los rangos de frecuencias de terahercios y grandes
intensidades, esencialmente los fenómenos no lineales de la conducción
pueden ser descritos por un modelo lineal, el cual es suficiente para
una completa descripción de los fenómenos ópticos. La respuesta no
lineal del sistema se introduce en el modelo líneal a partir de fenóme-
nos de dispersión, para los cuales el tiempo de relajación depende de
la amplitud del campo ac. En este sentido, generalmente la conducti-
vidad terahercios es descrita por el modelo de Drude. Lo anterior se
soporta en datos experimentales de espectroscopía de terahercios, en
los cuales el espectro de transmisión a través de la muestra de gra-
feno depositada sobre un sustrato se relaciona con la conductividad
del grafeno a través de la ecuación

T (ω) = Tg+s

Ts

= 1 + n

1 + n + Zoσ(ω) , (1.1)

donde Tg+s y Ts son la transmitancia a través de la muestra sin el
sustrato y la transmitancia del sustrato, respectivamente. Aquí n es
el índice de refracción del sustrato, σ(ω) es la conductividad compleja

				   (1.1)

donde Tg+s y Ts son la transmitancia a través de la muestra sin el sustrato y la trans-
mitancia del sustrato, respectivamente. Aquí n es el índice de refracción del sustrato, 
σ(ω) es la conductividad compleja de la capa de grafeno y Zo es la impedancia del 
espacio libre (ver Figura 1.2). Normalmente en el rango de frecuencias de teraher-
cios, la conductividad es dominada por la respuesta intrabanda y en este sentido esta 
cantidad es descrita, como se dijo anteriormente, por la conductividad de Drude
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de la capa de grafeno y Zo es la impedancia del espacio libre (ver
Figura 1.2). Normalmente en el rango de frecuencias de terahercios,
la conductividad es dominada por la respuesta intrabanda y en este
sentido esta cantidad es descrita, como se dijo anteriormente, por la
conductividad de Drude

σ(ω) = D
1
τ

− iω
, (1.2)

donde ω es la frecuencia del campo ac, τ es el tiempo total de relajación
del momento de los portadores de carga y D es el peso Drude, el cual
está dado por la expresión:

D = 2e2kBT

πh̄2 ln
(

2 cosh µ

2kBT

)
, (1.3)

siendo e la carga del electrón, kB la constante de Boltzmann, T la tem-
peratura, h̄ la constante reducida de Planck y µ el potencial químico.
Para simplificar los desarrollos, el potencial químico se considera igual
a la energía de Fermi a temperatura ambiente. Sin embargo, a medida
que aumenta la temperatura, es necesario ajustarlo para que la carga
neta en la capa de grafeno se mantenga constante. El potencial quí-
mico junto con la temperatura correspondiente se usa para calcular el
peso de Drude.

En el anterior contexto, en el presente manuscrito se construye una
teoría que describe efectos oscilatorios de tipo óptico en la densidad de
estados y en magnitudes asociadas a ésta como el potencial químico,
el tiempo de relajación electrónico y la conductividad terahercios del

				    (1.2)
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siendo e la carga del electrón, kB la constante de Boltzmann, T la temperatura, ħ la 
constante reducida de Planck y µ el potencial químico. Para simplificar los desa-
rrollos, el potencial químico se considera igual a la energía de Fermi a temperatura 
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En el anterior contexto, en el presente manuscrito se construye una teoría que des-
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de campos ac intensos [21, 5, 6, 41].



Efectos oscilatorios de tipo óptico en la conductividad 
terahercios del grafeno

Universidad del Atlántico12

Figura 1.2: Capa de grafeno soportada sobre un sustrato e irradiada por un 
campo electromagnético ac circularmente polarizado

El modelo que se desarrolla en el presente manuscrito está basado en la ecuación 
lineal de Kubo y tiene un componente importante relacionado con la relajación del 
momento de los electrones vestidos de fotones con impurezas de la muestra.

El manuscrito está distribuido de la siguiente manera: En el Capítulo 2 se determina 
el espectro de energía de los estados electrónicos vestidos de fotones, al igual que 
la brecha de energía de naturaleza topológica. Además se determina la densidad de 
los estados de electrones vestidos de fotones. En el Capítulo 3 se determina los efec-
tos oscilatorios asociados a la densidad de estados y, finalmente, en el Capítulo 4 se 
muestra la validez en la utilización de la ecuación lineal de Kubo en la descripción de 
efectos no lineales de la conductividad del grafeno y además se estudia en detalle los 
efectos cuánticos oscilatorios en la misma en presencia de radiación circularmente 
polarizada.
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2
ESPECTRO DE ENERGÍA

El proposito del presente capítulo es mostrar cómo la fuerte interacción entre la 
radiación circularmente polarizada y los fermiones de Dirac en grafeno llevan a la 
introducción en el sistema de una fase topológica, la cual transforma de forma radi-
cal el espectro de energía en grafeno y de igual manera, como se verá mas adelante, 
se manifiesta en la respuesta electrodinámica de este material.

2.1.	 ELECTRONES VESTIDOS DE FOTONES

Cuando se coloca una hoja de grafeno en presencia de radiación electromagnética 
intensa tiene lugar una interacción fuerte entre los electrones de Dirac del grafeno y los 
fotones del campo. Lo anterior se puede evidenciar facilmente en el límite cuasiclásico 
[15].

Contrariamente a otros sistemas del estado sólido, el acople electrónfotón es fuerte 
en grafeno, incluso para campos ac debiles. En este sentido, la energía característica 
del acople electrónico a un campo ac es la energía cinética del movimiento inducido 
por la onda electromagnética. Para un sistema del estado sólido con dispersión elec-
trónica cuadrática
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fotón es fuerte en grafeno, incluso para campos ac debiles. En este sen-
tido, la energía característica del acople electrónico a un campo ac es
la energía cinética del movimiento inducido por la onda electromag-
nética. Para un sistema del estado sólido con dispersión electrónica
cuadrática

ε(p) = p2

2m
, (2.1)

la energía cinética asociada al movimiento electrónico en presencia del
campo electromagnético es:

Wo = e2E2
o

2mω2 , (2.2)

donde Eo es la amplitud del campo electromagnético. Por el contrario,
en grafeno, debido a la naturaleza untrarelativista de los electrónes de
Dirac, el espectro de energía es lineal ε(p) = ±vf |p| y la energía ciné-
tica inducida por la onda electromagnética es dada por la expresión:

W = evfEo

ω
. (2.3)

Si se comparan ambas energías definidas por las ecuaciones (2.2) y
(2.3) se tiene

W/Wo = 2mvfω

eEo

∼ 101

Eo

kV/cm. (2.4)

La relación anterior muestra claramentese que el acople electrónico
a una radiación electromagnética es sustancialmente mas fuerte en
grafeno que en otros sistemas de la materia condensada debido a que
W/Wo � 1, incluso para campos ac débiles.
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Ĥ = vf σ̂ · (p̂ + eA(r, t)), (2.5)

donde vf , σ y p̂ son la velocidad de Fermi, las matrices de Pauli y
el momento del electrón respectivamente. En los límites de la teoría
de campos estandar y asumiendo el campo electromagnético circular-
mente polarizado, el vector potencial magnético A(r, t) de la radiación
electromagnética puede ser descrito en términos de los operadores de
segunda cuantización de creación y aniquilación de la forma:

A(r, t) =
√

h̄

ωε0S
(ê+â + ê−â†), (2.6)

siendo ê± = (ex±iey)/
√

2 los vectores unitarios de polarización circular
derecha (+) e izquierda (−). De igual forma, ω es la frecuencia del
modo, εo es la permitividad del vacío y S es el área de la hoja de
grafeno. El campo electromagnético se asume de polarización circular
derecha y orientado a lo largo del eje z. Si se reemplaza la expresión
(2.6) en la ecuación (2.5), el hamiltoniano Ĥ adquiere la forma:

Ĥ = vf (σ−p̂+ + σ+p̂−) + εa(σ−â† + σ+â). (2.7)

En la ecuación anterior se introdujeron los siguientes parámetros εa =
evf

√
2h̄/ωεoS, así como p̂± = p̂x ± ip̂y y los pseudo operadores σ+ y
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siendo ê± = (ex±iey)/
√

2 los vectores unitarios de polarización circular
derecha (+) e izquierda (−). De igual forma, ω es la frecuencia del
modo, εo es la permitividad del vacío y S es el área de la hoja de
grafeno. El campo electromagnético se asume de polarización circular
derecha y orientado a lo largo del eje z. Si se reemplaza la expresión
(2.6) en la ecuación (2.5), el hamiltoniano Ĥ adquiere la forma:
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Ĥ = vf (σ−p̂+ + σ+p̂−) + εa(σ−â† + σ+â). (2.7)
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σ−, definidos como
σ+ = (σx + iσy)

2 , (2.8)

σ− = (σx − iσy)
2 . (2.9)

Para solucionar la ecuación de Schroedinger y obtener el espectro de
energía se empleará una aproximación no perturbativa [31]. En este
sentido, a fín de diagonalizar el hamiltoniano se introduce el operador

Ĥ = σzĤσz = −Ĥ, (2.10)

el cual actua en el mismo espacio de Hilbert en el que actua el ha-
miltoniano Ĥ. Si se toma una combinación lineal de los operadores Ĥ

and Ĥ se tiene:

µĤĤ + η(Ĥ + Ĥ) = ĴI + K, (2.11)

donde µ y η son coeficientes reales. Las cantidades Ĵ y K son de
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introduciendo una función estacionaria

|Ψ〉 = ei�k·�r|ψ〉. (2.13)

En la igualdad (2.12) la cantidad ε̃ tiene la forma

ε̃ =
√

ε2 − v2
f h̄2k2. (2.14)

La forma explicita de la matriz K se define a través de la expresión:

K =

 ε2

a 0
0 0


 . (2.15)

Por otra parte, de la igualdad (2.12), el operador Ĵ se puede escribir
de la forma

Ĵ = ε2
aâ†â. (2.16)

El espinor |ψ〉 en la ecuación (2.13) se puede representar como el pro-
ducto de dos funciones |ψ〉 = χ|ϕ〉, las cuales son soluciones de las
ecuaciones:

Kχ = λχχ, (2.17)

Ĵ |ϕ〉 = λϕ|ϕ〉, (2.18)

donde λχ y λϕ son los valores propios de K y Ĵ respectivamente, los
cuales toman los valores λχ = 0, ε2

N y λϕ = ε2
NN .

En la obtención de los valores propios, el vector |ϕ〉 se expresó a
través de la combinación de vectores | + 1/2, N〉 y | − 1/2, N + 1〉

	 (2.13)
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cuales toman los valores λχ = 0, ε2

N y λϕ = ε2
NN .

En la obtención de los valores propios, el vector |ϕ〉 se expresó a
través de la combinación de vectores | + 1/2, N〉 y | − 1/2, N + 1〉

 tiene la forma

	

2.1. ELECTRONES VESTIDOS DE FOTONES 11

introduciendo una función estacionaria

|Ψ〉 = ei�k·�r|ψ〉. (2.13)

En la igualdad (2.12) la cantidad ε̃ tiene la forma

ε̃ =
√

ε2 − v2
f h̄2k2. (2.14)

La forma explicita de la matriz K se define a través de la expresión:

K =

 ε2

a 0
0 0


 . (2.15)

Por otra parte, de la igualdad (2.12), el operador Ĵ se puede escribir
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Ĵ |ϕ〉 = λϕ|ϕ〉, (2.18)

donde λχ y λϕ son los valores propios de K y Ĵ respectivamente, los
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Ĵ = ε2
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Ĵ |ϕ〉 = λϕ|ϕ〉, (2.18)

donde λχ y λϕ son los valores propios de K y Ĵ respectivamente, los
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Ĵ |ϕ〉 = λϕ|ϕ〉, (2.18)

donde λχ y λϕ son los valores propios de K y Ĵ respectivamente, los
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la forma [15, 38]:

εN = ±
(
ε2

N + ζ2(k)
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Formalmente, la expresión en la ecuación (2.19) corresponde a la ener-
gía de estados llamados electrones vestidos de fotones en grafeno, los
cuales tienen energía de confinamiento

εN = εa

√
N + 1 ± 1

2 (2.20)

y espectro de dispersión en el plano

ζ(k) = h̄vfk, (2.21)

el cual se relaciona con estados de translación. El parámetro N es-
tá asociado al número de ocupación de fotones en estados electrónicos
vestidos de fotones. La cuantización en la ecuación (2.20) luce simililar
a la cuantización de Landau en el grafeno, pero a diferencia del espec-
tro de Landau, en este caso, hay grados de libertad extras, asociados
a dispersión a lo largo de estados �k, así que la energía εN no presen-
ta degeneración macroscópica debida al vector de onda. Además, es
importante resaltar que el sistema de estados de electrones vestidos
de fotones con energía definida en la expresión (2.20) posee una doble
degeneración asociada a diferentes estados | ±1/2, N〉 y | ∓1/2, N ±1〉.
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2.2.	 BRECHA TOPOLÓGICA

Si se considera un campo electromagnético intenso, entonces para un valor máximo 
N = No, el cual es fijado por la fuente del campo ac, se define de la ecuación (2.20) el 
valor de la brecha de energía 
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2.2. Brecha topológica

Si se considera un campo electromagnético intenso, entonces para
un valor máximo N = No, el cual es fijado por la fuente del campo
ac, se define de la ecuación (2.20) el valor de la brecha de energía
εg = εa

√
No = vfeEo/ω. Lo anterior indica que cualquier otro estado

con energía εN satisface la relación εN ≤ εg. Por consiguiente, el es-
tado electrónico vestido de fotón εN solo puede ser encontrado dentro
de dicha brecha εg. En este contexto, la brecha de energía está forma-
da por una estructura de estados electrónicos vestidos de fotones de
naturaleza topológica.

Se puede obtener una expresión explicita para los estados electró-
nicos vestidos de fotones fuera de la brecha a partir de la ecuación
(2.19) en la aproximación de masa efectiva y en el límite k < k∗

ε = ±
(

εg + h̄2k2

2m∗

)
, (2.22)

donde el valor límite k∗ está definido por la expresión k∗ = h̄ω/2eEo,
siendo Eo =

√
4πNoh̄ω/εoS la amplitud del campo electromagnético

y m∗ es la masa efectiva de los electrones vestidos de fotones, la cual
tiene la siguiente forma:

1
m∗ ≈

v2
f

εg

[
1 −

v2
f h̄2k2

4ε2
g

+
v4

f h̄4k4

8ε4
g

− ...

]
. (2.23)

La expresión en la ecuación (2.22) evidencia que el vestimiento fotó-
nico de los electrones abre una brecha en el espectro de electrones en

. Lo anterior indica que cual-
quier otro estado con energía 
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nico de los electrones abre una brecha en el espectro de electrones en
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masa efectiva a los electrones de Dirac y conduciendo a una dispersión parabólica 
de energía. Estos estados fuera de la brecha topológica se relacionan con transicio-
nes interbandas, las cuales, como es conocido, determinan la principal contribución 
a la conductividad óptica en grafeno y además se relacionan a transiciones de tipo 
metal-aislante en grafeno [15], el efecto Franz-Keldysh magnetoóptico [38], a con-
densados de Bose-Einstein de electrones vestidos de fotones apareados [36], al igual 
que a transporte electrónico sin calor de Joules [16] y a tunelamiento anomalo asis-
tido por fotones[14].

El espectro de energía de estados electrónicos vestidos de fotones, representado 
esquemáticamente en la Figura 2.1, influye de manera radical, como se mostrará mas 
adelante, en las propiedades ópticas y de transporte del grafeno irradiado por luz 
terahertz circularmente polarizada. Como se observa claramente, la característica 
distintiva del espectro de dispersión mostrado en la ecuación (2.22) está relacionada 
con la brecha de energía entre las bandas de valencia y conducción. Formalmente, 
el valor de la brecha de energía inducida por fotones de la radiación en el límite de 
grandes intensidades posee una expresión idéntica a la brecha dinámica inducida 
en el punto Dirac por una radiación clásica circularmente polarizada. Sin embargo, 
hay una diferencia conceptual entre la brecha de energía estacionaria en la ecuación 
(2.22), la cual aparece debida a la solución de la ecuación de Schroedinger indepen-
diente del tiempo, cuyos valores propios cambian la densidad de estados y pueden 
ser perceptibles en las distintas propiedades del sistema. En contraste, la brecha diná-
mica entra en la
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Figura 2.1: Representación del espectro de energía de los electrones  
vestidos de fotones en grafeno

teoría de la interacción grafeno-campo desarrollada para describir diferentes siste-
mas cuánticos expuestos a campos clásicos dependientes del tiempo y denota la bre-
cha en el espectro de las cuasi energías de Floquet. Por lo tanto, la brecha dinámica 
no es brecha verdadera y no modifica la densidad de estados de los portadores de 
carga.

2.3.	 DENSIDAD DE ESTADOS

El espectro de energía en la ecuación (2.19) es una solución a la ecuación de 
Schroedinger independiente del tiempo de forma no per- turbativa y, por consi-
guiente, dicha solución debe estar presente en todas las propiedades perceptibles a la 
densidad de estados de los electrones vestidos de fotones. La densidad de estados aso-
ciada con los estados extendidos k tiene una forma similar a la de un gas bi- dimen-
sional, en tanto que la densidad de estados D(єN) relacionada con estados localizados 
solamente está definida en los límites dentro de la brecha topológica. En este sentido, 
la densidad de estados para estados ligados fotón-electrón tiene la forma:
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D(εN) = − g

π
ImTrG(εN), (2.24)

donde Tr es la traza de la función de Green estacionaria, la cual está
asociada al hamiltoniano Ĥ para estados ligados y es una matriz de
2 × 2 que puede ser obtenida de la definición estandar y, además, con
la ayuda de la ecuación (2.19)

G(εN) =

 G11 −G10

−G01 G00


 , (2.25)

cuyos elementos matriciales son definidos así:

Gσσ′ =
∑
N,s

s〈N + σ′|â†â|N + σ〉
ε − sεN + iη

. (2.26)

En esta ecuación σ, σ′ = 0, 1 y el parámetro η es una parte infinitesimal
positiva de ε, para garantizar la convergencia de la función de Green.
Además, g es la degeneración por espín y por valle del sistema. En la
Figura 2.2 se muestra la densidad normalizada de estados electróni-
cos vestidos de fotones localizados dentro de la brecha topológica en
el régimen de energías positivas. Los estados electrónicos vestidos de
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asociada al hamiltoniano Ĥ para estados ligados y es una matriz de
2 × 2 que puede ser obtenida de la definición estandar y, además, con
la ayuda de la ecuación (2.19)

G(εN) =

 G11 −G10

−G01 G00


 , (2.25)

cuyos elementos matriciales son definidos así:

Gσσ′ =
∑
N,s

s〈N + σ′|â†â|N + σ〉
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fotones aparecen como polos en la continuación analítica de la función
de Green G(εN), lo cual se evidencia por los picos en la gráfica.
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3
OSCILACIONES ÓPTICAS

El presente capítulo tiene por objeto mostrar que la fuerte interacción entre los elec-
trones de Dirac y los fotones de la radiación terahercios circularmente polarizada 
lleva al comportamiento oscilatorio de la densidad de estados del sistema, lo cual 
se refleja en oscilaciones cuánticas de tipo óptico de cantidades relacionadas como 
son el potencial químico y el tiempo de relajación de los momentos de los electrones 
vestidos de fotones.

3.1.	 OSCILACIONES DE LA DENSIDAD DE ESTADOS

La densidad de estados definida en la sección anterior puede ser apreciada directa-
mente en magnitudes medibles experimentalmente como la comprensibilidad o la 
conductividad del grafeno. En este sentido, la densidad de estados termodinámica se 
define de la forma:
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tido, la densidad de estados termodinámica se define de la forma:

DT =
∫ ∞

−∞
D(ε)

(
−∂f

∂ε

)
dε, (3.1)

donde f es la función estadística de Fermi. Para el sistema de elec-
trones vestidos de fotones con espectro de energía εN , definido en la
ecuación (2.19), la densidad de estados de la ecuación (2.24) se escribe
como:

D(ε) = g
∫ ∞

−∞
dζ(k)ρ[ζ(k)]

∞∑
N=0

[δ(ε − εN) + δ(ε + εN)] . (3.2)

En esta ecuación, δ(ε ± εN) es la función delta de Dirac, ρ[ε(k)] es
la densidad de estados asociada con estados k en el espectro de los
electrones vestidos de fotones y g = gsgv es la degenecación por espín
y por valle.

Por simplicidad se calculará, sin perdida de generalidad, la densi-
dad de estados termodinámica a temperatura T = 0 para mostrar el
efecto oscilatorio de la densidad de estados sin tener en cuenta efectos
asociados a la temperatura y desorden. En este contexto, si se usa la
relación δ(ε − εN) + δ(ε + εN) = 2|ε|δ(ε2 − ε2

N) y la formula de suma
de Poisson [17]

1
2F (0) +

∞∑
N=−∞

F (N) =
∞∑

r=−∞

∞∫

0

F (y)e2πirydy, (3.3)

donde r es un entero, la parte oscilante de la densidad de estados

	 (3.1)

donde f es la función estadística de Fermi. Para el sistema de elec- trones vestidos 
de fotones con espectro de energía єN, definido en la ecuación (2.19), la densidad de 
estados de la ecuación (2.24) se escribe como:
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termodinámica a temperatura T = 0 toma la forma:

D̃T 0 = sign(µ)g d

dµ
Re

∞∑
r=1

i

πr
exp

(
i
2πrµ2

ε2
a

)
I(r). (3.4)

Aquí, µ = h̄vf
√

πne es la energía de Fermi del sistema sin campo
ac y ne es la densidad de portadores de carga. El factor I(r) es la
transformada de Fourier de la densidad de estados ρ[ζ(k)], la cual de
forma particular para grafeno de tipo n se tiene:

I(r) =
∫ ζ(kf )

−∞
dζ(k)ρ[ζ(k)] exp

(
i
2πrε2

ε2
a

)
. (3.5)

Teniendo en cuenta la expresión para ζ(k) y evaluando el integral
anterior, la parte real de la ecuación (3.4) adqiere la siguiente expresión
analítica [37]:

D̃T 0 = g
Sµ

πh̄2v2
f

sign(µ)
∞∑

r=1

sin
(
2πr ω

ω∗ γ
)

r
, (3.6)

donde ω∗ = 2h̄e2v2
f/εoSµ2 define el período de oscilación y la can-

tidad ζ(kf ) = h̄vfkf es diferente de la energía de Fermi µ, siendo
kf = [2m∗(µ − εg)]1/2. El parámetro γ = 1 − (h̄vfkf/µ)2 caracteriza
la desviación del valor ζ(kf ) con respecto a la energía de Fermi µ y
consecuentemente afecta el período de oscilación.

Como se observa de los desarrollos anteriores, el corrimiento de
las singularidades bajo la acción del campo ac externo conduce a un
cambio periódico de la densidad de estados y al mismo tiempo a la
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∞∑
r=1

i

πr
exp

(
i
2πrµ2

ε2
a

)
I(r). (3.4)

Aquí, µ = h̄vf
√

πne es la energía de Fermi del sistema sin campo
ac y ne es la densidad de portadores de carga. El factor I(r) es la
transformada de Fourier de la densidad de estados ρ[ζ(k)], la cual de
forma particular para grafeno de tipo n se tiene:

I(r) =
∫ ζ(kf )

−∞
dζ(k)ρ[ζ(k)] exp

(
i
2πrε2

ε2
a

)
. (3.5)

Teniendo en cuenta la expresión para ζ(k) y evaluando el integral
anterior, la parte real de la ecuación (3.4) adqiere la siguiente expresión
analítica [37]:

D̃T 0 = g
Sµ

πh̄2v2
f

sign(µ)
∞∑

r=1

sin
(
2πr ω

ω∗ γ
)

r
, (3.6)

donde ω∗ = 2h̄e2v2
f/εoSµ2 define el período de oscilación y la can-

tidad ζ(kf ) = h̄vfkf es diferente de la energía de Fermi µ, siendo
kf = [2m∗(µ − εg)]1/2. El parámetro γ = 1 − (h̄vfkf/µ)2 caracteriza
la desviación del valor ζ(kf ) con respecto a la energía de Fermi µ y
consecuentemente afecta el período de oscilación.

Como se observa de los desarrollos anteriores, el corrimiento de
las singularidades bajo la acción del campo ac externo conduce a un
cambio periódico de la densidad de estados y al mismo tiempo a la

 con respecto a la energía 
de Fermi µ y consecuentemente afecta el período de oscilación.
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Como se observa de los desarrollos anteriores, el corrimiento de las singularidades 
bajo la acción del campo ac externo conduce a un cambio periódico de la densidad 
de estados y al mismo tiempo a la reducción del vector de Fermi, lo cual lleva a tran-
siciones electrónicas de adentro de la brecha topológica a estados extendidos fuera 
de la misma. Estos aspectos conducen a un comportamiento oscilatorio de la den-
sidad de estados similar a como ocurre para el caso de las oscilaciones magnéticas 
[34].

El factor integral I(r), el cual está relacionado a dispersión a lo largo de estados exten-
didos, define la forma explicita de las oscilaciones de la densidad de estados intro-
duciendo “beats” con el incremento de la frecuencia del campo ac. Esta situación se 
evidencia en la Figura 3.1.

Por otra parte, la Figura 3.2 muestra la densidad de estados ter- modinámica como 
función de la frecuencia del campo ac para distintos valores del parámetro γ. Como 
se ve claramente de esta figura, el decrecimiento de γ conduce al aumento del período 
de oscilación, lo cual está ligado a la desviación de ζ(kf) del valor de µ. De igual 
manera, en la Figura 3.3 es considerado el efecto del desorden en el sistema a través 
de distintos valores del tiempo de relajación τ, el cual se introduce en el modelo a 
través del parámetro estandar de Dingle
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la Figura 3.3 es considerado el efecto del desorden en el sistema a tra-
vés de distintos valores del tiempo de relajación τ , el cual se introduce
en el modelo a través del parámetro estandar de Dingle

RD(r) = exp
(

−2πrµ

τε2
a

)
. (3.7)

3.2. Oscilaciones del potencial químico

Con el fín de hacer una descripción del potencial químico en gra-
feno, bajo la acción de radiación terhercios circularmente polarizada,

				    (3.7)

3.2.	 OSCILACIONES DEL POTENCIAL QUÍMICO

Con el fín de hacer una descripción del potencial químico en gra- feno, bajo la acción 
de radiación terhercios circularmente polarizada,

Figura 3.1: Densidad de estados termodinámica  
como función de la frecuencia del campo ac
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Figura 3.2: Densidad de estados termodinámica como función de la frecuencia 
del campo ac para γ = 0,99 (línea sólida) y γ = 0,75 (línea punteada)

Figura 3.3: Densidad de estados termodinámica como función de la frecuencia 
del campo ac para χ = 1/τ µ = 0,5 (línea sólida) y χ = 0,1 (línea punteada)

es necesario desarrollar la densidad de estados electrónicos obtenida en la Sección 
2.3 en el espacio de las frecuencias. En este sentido, la ecuación (2.24) para la densi-
dad de estados del sistema se reescribe a través de la relación:
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Figura 3.3: Densidad de estados termodinámica como función de la
frecuencia del campo ac para χ = 1/τµ = 0,5 (línea sólida) y χ = 0,1
(línea punteada).

es necesario desarrollar la densidad de estados electrónicos obtenida
en la Sección 2.3 en el espacio de las frecuencias. En este sentido, la
ecuación (2.24) para la densidad de estados del sistema se reescribe a
través de la relación:

D(ε) = − g

π

∑
N,k

ImGR(N, k). (3.8)

En la ecuación (3.8) la función de Green retardada GR(N, k) está dada
por la expresión:

GR(N, k) = 1
ε − εN − ΣR(ε) + 1

ε + εN − ΣR(ε) . (3.9)

			   (3.8)

En la ecuación (3.8) la función de Green retardada 
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En esta ecuación 
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En esta ecuación ±εN es la energía de los electrones vestidos de fo-
tones, la cual se determinó en la ecuación (2.19), y el parámetro
ΣR(ε) = ReΣ(ε) + iImΣ(ε) es la autoenergía compleja. El primer y
segundo término de la parte derecha de la ecuación (3.9) están relacio-
nados con la función de Green retardada en las bandas de conducción
y de valencia respectivamente. La expresión de la función de Green
retardada, teniendo en cuenta los parámetros anteriores, se puede es-
cribir en una forma mas compacta como sigue:

GR(N, k) = 2(ε′ − |ImΣ|)
(ε′ − |ImΣ|)2 − ε2

N

. (3.10)

En la expresión anterior la energía del sistema se redefine a través de
la parte real de la autoenergía

ε′ = ε + ReΣ. (3.11)

Si se utiliza la formula de suma de Poisson de la sección anterior (ver
ecuación (3.3)) se obtiene la densidad de estados de la forma

D(ε)
Do

= Re
∞∑

r=−∞

ε′

εa

RD(r)I(r)e2πir ε′2
ε2

a . (3.12)

En la ecuación (3.12) se definió Do = g
√

2εoAω/h̄e2v2 y el parámetro
I(ε, r) tiene la siguiente forma integral

I(ε, r) =
∫ ∞

0
dζ
(ζ)e−2πir ζ2

ε2
a , (3.13)
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donde �(ζ) es la densidad de estados asociada a estados de Bloch
con dispersión k, la cual está definida a través de la ecuación (2.19).
Además se introdujo el párametro de Dingle

RD(ε, r) = e
−4π|r| ε′|ImΣ|

ε2
a , (3.14)

el cual es dependiente de la energía y aparece después de la integración
como una consecuencia intrínseca de la autoenergía dependiente de ε.
La densidad de estados puede expresarse de forma compacta como
sigue:

D(ε)
Do

= ε′

εa

∫ ε

ε−εg

�(ζ)S(δ, λ)dζ, (3.15)

donde se introdujo el parámetro

S =
∑

r

e−λr cos δr = sinh λ

cosh λ − cos δ
, (3.16)

siendo λ y δ definidos por las expresiones:

λ = πε′|ImΣ|
ε2

a

, (3.17)

δ = (2π
ε2

g

ε2
a

)(1 − 2ε′

εg

). (3.18)

Habiendo determinado la densidad de estados del sistema de electrones
vestidos de fotones, el potencial químico se determina a partir de la
ecuación n = −∂Ω/∂µ, donde Ω es el potencial termodinámico, el cual

 es la densidad de estados asociada a estados de Bloch con dispersión k, 
la cual está definida a través de la ecuación (2.19). Además se introdujo el párametro 
de Dingle
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tiene la forma estandar

Ω = −T
∫ ∞

0
D(ε) ln

[
1 + exp

(
µ − ε

T

)]
dε, (3.19)

obteniendose la siguiente ecuación para la densidad de electrones ves-
tidos de fotones:

ne = 1
A

∫ ∞

0
D(ε)f(ε)dε. (3.20)

En la igualdad anterior ne es la densidad de portadores de carga y f es
la función estadística de Fermi. En la Figura 3.4 se muestra el poten-
cial químico a temperatura T = 300 K de una capa de grafeno como
función de la frecuencia del campo ac. De esta gráfica se observa cla-
ramente que, con el aumento de la frecuencia del campo, el potencial
químico se mueve hacia masas efectivas decrecientes m∗ ∼ εg ∼ 1/

√
ω,

pero con un comportamiento oscilatorio a medida que crece la frecuen-
cia ω. Además cabe resaltar que para frecuencias de campo muy altas
en el rango de terahercios, el efecto oscilatorio es criticamente atenua-
do.

Otro aspecto importante que cabe resaltar es que el comporta-
miento oscilatorio del potencial químico con respecto a la frecuencia
se observa incluso a altas temperaturas, lo cual es sorprendente ya que
como es conocido, la temperatura destruye las oscilaciones cuánticas.
Este tipo de oscilaciones conocidas como oscilaciones de Bloch de altas
temperaturas han sido observadas experimentalmente en estructuras
de grafeno en presencia de campos magnéticos [35].

El comportamiento oscilatorio del potencial químico en función
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El comportamiento oscilatorio del potencial químico en función de la frecuencia 
de la radiación polarizada circularmente tiene una naturaleza topológica relacio-
nada con las fases cuánticas introducidas por la fuerte interacción electrón-fotón 
en el régimen de terahercios. Las transiciones de electrones vestidos de fotones en 
el grafeno se producen entre estados coherentes de la densidad de estados. Estas 
transiciones desde dentro de la brecha topológica a estados extendidos fuera de la 
misma se vuelven más fuertes con el aumento de la frecuencia, lo que conduce a una 
disminución drástica de la brecha topológica y, en consecuencia, el efecto oscilato-
rio es sorprendentemente disminuido. La explicación anterior se refleja en el pará-
metro δ en el factor S(δ, λ), que se incrementa debido al aumento del parámetro 

28 3. OSCILACIONES ÓPTICAS
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naturaleza topológica relacionada con las fases cuánticas introduci-
das por la fuerte interacción electrón-fotón en el régimen de teraher-
cios. Las transiciones de electrones vestidos de fotones en el grafeno
se producen entre estados coherentes de la densidad de estados. Estas
transiciones desde dentro de la brecha topológica a estados extendi-
dos fuera de la misma se vuelven más fuertes con el aumento de la
frecuencia, lo que conduce a una disminución drástica de la brecha to-
pológica y, en consecuencia, el efecto oscilatorio es sorprendentemente
disminuido. La explicación anterior se refleja en el parámetro δ en el
factor S(δ, λ), que se incrementa debido al aumento del parámetro
kf =

√
2m∗(µ − εg)/h̄, que redefine la altura del potencial químico y

tiene una fuerte dependencia de la frecuencia de campo, dando lugar a
desplazamientos periódicos del techo de la banda extendida y genera
cambios periódicos en la densidad de estados de electrones vestidos
de fotones, los cuales finalmente llevan al potencial químico a oscila-
ciones cuánticas. Este comportamiento oscilatorio se refleja en todas
las cantidades asociadas a la densidad de estados como se verá en la
siguientes secciones.

3.3. Tiempo de relajación electrónica

A fín de definir el tiempo de relajación de los momentos de elec-
trones vestidos de fotones en grafeno es necesario determinar la auto-
energía del sistema ya que el tiempo de relajación está asociado con

, que redefine la altura del potencial químico y tiene una fuerte 
dependencia de la frecuencia de campo, dando lugar a desplazamientos periódicos 
del techo de la banda extendida y genera cambios periódicos en la densidad de esta-
dos de electrones vestidos de fotones, los cuales finalmente llevan al potencial quí-
mico a oscila- ciones cuánticas. Este comportamiento oscilatorio se refleja en todas 
las cantidades asociadas a la densidad de estados como se verá en la siguientes sec-
ciones.

3.3.	 TIEMPO DE RELAJACIÓN ELECTRÓNICA

A fín de definir el tiempo de relajación de los momentos de electrones vestidos de 
fotones en grafeno es necesario determinar la autoenergía del sistema ya que el 
tiempo de relajación está asociado con

Figura 3.4: Potencial químico como función de la fecuencia  
del campo circularmente polarizado [24]
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la parte imaginaria de la autoenergía a través de la relación
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la parte imaginaria de la autoenergía a través de la relación

h̄

τ(ε) = |ImΣ| . (3.21)

En este sentido, si se tiene en cuenta que en un gas de electrones la
mayoría de los procesos de dispersión son inelásticos, y que el electrón
pierde energía en cada dispersión, en el presente trabajo se considera
la dispersión de electrones vestidos de fotones en impurezas de corto
alcance. Datos experimentales muestran que este mecanismo de dis-
persión es prevalente a temperaturas cercanas a la ambiente.

Por simplicidad no se evaluará la dependencia de la autoenergía
con respecto al número cuántico N , así que se considera esta cantidad
como ImΣ(N, ε) ≈ ImΣ(ε).
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alcance. Datos experimentales muestran que este mecanismo de dis-
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Por simplicidad no se evaluará la dependencia de la autoenergía
con respecto al número cuántico N , así que se considera esta cantidad
como ImΣ(N, ε) ≈ ImΣ(ε)..

Con el fin de entender el comportamiento de las oscilaciones cuán- ticas, asocia-
das al espectro de electrones vestidos de fotones, es preciso limitarse al marco del 
modelo de impurezas de punto simple para las cuales se tiene el siguiente potencial:
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Con el fin de entender el comportamiento de las oscilaciones cuán-
ticas, asociadas al espectro de electrones vestidos de fotones, es preciso
limitarse al marco del modelo de impurezas de punto simple para las
cuales se tiene el siguiente potencial:

V
(
�r − �R

)
= Voδ(�r − �R), (3.22)

donde �R es el vector posición de las impurezas que están distribuidas
al azar, siendo Vo la amplitud del potencial de la impureza y δ es la
función delta de Dirac. Es importante anotar que en la aproximación
auto-consistente de Born además del potencial en la ecuación (3.22),
también son válidos los potenciales aleatorios suaves.

La expresión para la autoenergía Σ(ε) se reduce en la ecuación de
Dyson a la suma de los diagramas de Feynman sin autointerseccio-
nes. Lo anterior es posible cuando la concentración de impurezas es
pequeña. La ecuación autoconsistente para la autoenergía se expresa
así [20]:

ΣR (ε) = niVo


1 + gV0

∑
N,k

GR (N, k)

 , (3.23)

la cual se puede reescribir de la forma:

ΣR (ε) = niVo


1 + gV0

∑
N

∞∫

−∞

dζρ (ζ) ζGR (N, k)

 . (3.24)

En la ecuación anterior se ha cambiado la suma respecto a k por una
integración sobre el parámetro ζ (ver ecuación (2.21), siendo ni la con-
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centración de impurezas. GR (N, k) es la función de Green retardada,
la cual se determinó en la sección anterior en la ecuación (3.10). Si se
separa la parte imaginaria de la función Σ(ε) finalmente se obtiene:

|ImΣ| = gniV
2

o

4πε

ε2
a

∑
r

e−4πε|ImΣ|/ε2
ae2πir(ε2−ζ2)/ε2

aζdζ, (3.25)

donde se despreció la parte real ReΣ ya que ésta conlleva unicamente
a correcciones en el potencial químico y no afecta el efecto oscilatorio
que se pretende estudiar. De forma compacta la ecuación (3.25) se
reescribe así:

|ImΣ| = gniV
2

o

4πε

ε2
a

∞∫

−∞

dζρ(ζ)S(δ, λ), (3.26)

donde el parámetro S se definió en la ecuación (3.16). Como se observa
de la expresión anterior, la cual define el tiempo de relajación de los
momentos electrónicos, la parte imaginaria de la autoenergía posee un
comportamiento directo al comportamiento definido por la densidad
de estados (ver ecuación (3.23)), lo que indica que en la aproximación
autoconsistente de Born D(ε) ∼ τ(ε)−1. Con la ayuda de la ecuación
(3.21), el tiempo de relajación dependiente de la energía toma la si-
guiente forma integral

1
τ(ε) = gniV

2
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4πε

ε2
a

∞∫

−∞

dζρ(ζ)S(δ, λ). (3.27)

La ecuación (3.27) describe de forma general el comportamiento del
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anterior en la ecuación (3.10). Si se separa la parte imaginaria de la función Σ(є) 
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Finalmente, con la ayuda de la relación (3.26) se obtiene la siguiente
expresión para el tiempo de relajación de los momentos de los electro-
nes vestidos de fotones:

τ0

τ(ε) = g
ε

εa

S(δ, λ), (3.29)

donde el parámetro τo es el tiempo de relajación con respecto a una
sola impureza

τo = h̄Vo
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4
CONDUCTIVIDAD 

ÓPTICA

El objetivo del presente capítulo es mostrar que la variación de la densidad de elec-
trones vestidos de fotones en la brecha topológica fovorece la inducción de sutiles 
oscilaciones cuánticas en la conductividad dinámica del grafeno. Ese tipo de com-
portamiento se puede observar en experimentos de espectroscopía de terahercios en 
monocapas de grafeno [21, 6].

4.1.	 ECUACIÓN DE KUBO

Es conocido en el formalismo de Floquet [30], que un campo ac intenso circular-
mente polarizado deforma el hamiltoniano de un cuerpo, y cada punto k sigue un 
círculo en la zona de Brillouin, formando una brecha con estados topologicos dentro 
de ella. Si el circuito encierra el punto de Dirac, tiene lugar un bombeo de carga no 
adiabático, en el cual la función de onda del sistema adquiere una fase geométrica de 
Aharonov-Anandan independiente del hamiltoniano que introduce la deformación 
[30, 23]. Esta fase lleva a un transpote cuantizado que puede ser descrito indepen-
dientemente del orden de la intensidad del campo ac en el régimen de acople fuerte 
y la conductividad puede ser descrita por una teoría lineal. En este sentido, con el fín 
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de describir la conductividad dinámica en una capa de grafeno bajo intensa radiación 
polarizada de corriente alterna, se utiliza la formula Kubo sin correcciones de vértice 
para sistemas bidimencionales en el contexto de electrones vestidos de fotones, los 
cuales están asociados con la solución estacionaria de la ecuación de Schroedinger 
independiente del tiempo.

Inicialmente se mostrará en esta sección la validez de la ecuación lineal de Kubo en 
la descripción de fenómenos no lineales como son las oscilaciones cuánticas de tipo 
óptico en grafeno.

El Hamiltoniano de electrones de Dirac bajo campos ac se define por:
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tiempo.

Inicialmente se mostrará en esta sección la validez de la ecuación
lineal de Kubo en la descripción de fenómenos no lineales como son
las oscilaciones cuánticas de tipo óptico en grafeno.

El Hamiltoniano de electrones de Dirac bajo campos ac se define
por:

Ĥ = vf σ̂ · (p̂ − eA) , (4.1)

donde A = Aac(t) + Ao(t), siendo Aac(t) = Aac(t + T ) el campo ac pe-
riódico intenso. Ao(t) está asociado a un potencial débil, que satisface
la relación |Ao| � |Aac| y cambia lentamente (usualmente se introduce
este potencial experimentalmente como un voltaje de compuerta de-
bil). El hamiltoniano se puede escribir de la forma H = hp + h + h1,
donde

hp = vf σ̂ · p̂ (4.2)

					    (4.1)

donde 
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descrita por una teoría lineal. En este sentido, con el fín de describir
la conductividad dinámica en una capa de grafeno bajo intensa ra-
diación polarizada de corriente alterna, se utiliza la formula Kubo sin
correcciones de vértice para sistemas bidimencionales en el contexto
de electrones vestidos de fotones, los cuales están asociados con la so-
lución estacionaria de la ecuación de Schroedinger independiente del
tiempo.

Inicialmente se mostrará en esta sección la validez de la ecuación
lineal de Kubo en la descripción de fenómenos no lineales como son
las oscilaciones cuánticas de tipo óptico en grafeno.

El Hamiltoniano de electrones de Dirac bajo campos ac se define
por:

Ĥ = vf σ̂ · (p̂ − eA) , (4.1)

donde A = Aac(t) + Ao(t), siendo Aac(t) = Aac(t + T ) el campo ac pe-
riódico intenso. Ao(t) está asociado a un potencial débil, que satisface
la relación |Ao| � |Aac| y cambia lentamente (usualmente se introduce
este potencial experimentalmente como un voltaje de compuerta de-
bil). El hamiltoniano se puede escribir de la forma H = hp + h + h1,
donde

hp = vf σ̂ · p̂ (4.2)
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4.1. ECUACIÓN DE KUBO 35

es el hamiltoniano netamente electrónico, el hamiltoniano

h = −j · Aac (4.3)

está relacionado con la interacción electrónica y el campo ac. El ha-
miltoniano

h1 = −j · Ao (4.4)

está asociado a la interacción con el campo debil estático Ao, siendo
j = evσ̂. Por simplicidad sin pérdica de generalidad, se procederá
a hacer los desarrollos para los puntos k = 0. En este caso, para
determinar la respuesta dinámica, se analiza el vector de estado

|ψ(t)〉 = |ϕ1(t)〉|ϕ(t)〉, (4.5)

como un producto del vector |ϕ1(t)〉, que satisface la ecuación

h1|ϕ1(t)〉 = i
∂|ϕ1(t)〉

∂t
(4.6)

y el vector |ϕ(t)〉 que describe la evolución temporal del sistema en el
campo ac de la forma |ϕ(t)〉 = U(t)|ϕ(0)〉, donde U(t) = exp(−iht) es
el operador de evolución temporal. Entonces |ψ(t)〉 se expresa a través
de la fase geométrica de Ahoronov-Anandan [1]:

|ψ(t)〉 = e−i
∫

h1dt′|ϕ(t)〉, (4.7)
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|ϕ(0)〉 satisface la ecuación de Schroedinger independiente del tiempo:

h|ϕ(0)〉 = εN |ϕ(0)〉. (4.8)

donde la energía εN = εa

√
N se relaciona con los estados electroni-

cos vestidos fotones dentro de la brecha topológica, los cuales fueron
descritos en el Capítulo 2.

Se puede pasar a la representación de interacción, a través de la
transformada

h1(t) = Uh1U
†, (4.9)

j(t) = UjU †. (4.10)

Ahora si se tiene en cuenta la pequeñez de Ao en el Hamiltoniano h1,
se puede expandir el factor exponencial en la ecuación (4.7) en serie
de Taylor solo hasta términos lineales de Ao

exp
(

−i
∫

h1(t′)dt′
)

≈ 1 − i
∫

h1(t′)dt′. (4.11)

Asi la ecuación (4.7) se puede reescribir de la forma

|ψ(t)〉 =
(

1 − i
∫

h1(t′)dt′
)

|φ(t)〉. (4.12)

Por otro lado, el valor esperado para el operador de corriente Jα se
obtiene de la forma

Jα(t) = 〈jα(t)〉 = 〈ψ(t)|jα(t)|ψ(t)〉. (4.13)
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Con la ayuda de las ecuaciones (4.10) y (4.12), la ecuación anterior se reescribe:
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Con la ayuda de las ecuaciones (4.10) y (4.12), la ecuación anterior se
reescribe:

Jα(t) = 〈ϕ(t)|
{

jα(t) − i
∫

dt′ [jα(t)h1(t′) − h1(t′)jα(t)]
}

|ϕ(t)〉,
(4.14)

o de forma mas compacta:

Jα (t) = 〈ϕ (t) |
{

jα (t) − i

h̄

∫
dt′ [jα (t) , h1 (t′)]

}
| ϕ (t)〉. (4.15)

El primer término en el lado derecho de la ecuación (4.15) se anula ya
que el valor medio de la corriente en ausencia de campo eléctrico es
cero

〈ϕ(t)|jα(t)|ϕ(t)〉 = 〈ϕ(0)|jα|ϕ(0)〉 = 0. (4.16)

Si se tiene en cuenta la relación entre el campo eléctrico y el vector
potencial E = ∂Ao/∂t, al igual que la forma de Fourier del campo
eléctrico, se obtiene la formula lineal de Kubo:

σαβ = 1
ω

∫
dt′eiω(t−t′) 〈[jα(t), jβ(t′)]〉 , (4.17)

donde en la expresión anterior se promedió con respecto al vector
|ϕ(t)〉. Así claramente se muestra que la ecuación de Kubo para la
conductividad electrónica en grafeno es independiente de la intensidad
del campo de la radiación electromagnética. La expresión (4.17) será
utilizada en la siguiente sección en la obtención de la conductividad
terahercios del grafeno.

	 (4.14)
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. Así cla-
ramente se muestra que la ecuación de Kubo para la conductividad electrónica en 
grafeno es independiente de la intensidad del campo de la radiación electromagné-
tica. La expresión (4.17) será utilizada en la siguiente sección en la obtención de la 
conductividad terahercios del grafeno.

4.2.	 CONDUCTIVIDAD ÓPTICA TERAHERCIOS

La expresión para la conductividad en la ecuación (4.17) se puede escribir como
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4.2. Conductividad óptica terahercios

La expresión para la conductividad en la ecuación (4.17) se puede
escribir como

σαβ = ImΠαβ

ω
, (4.18)

donde Π es la función de corelación corriente-corriente. Si se desprecia
la dispersión espacial del campo eléctrico, o sea el límite qvf � ω, las
componentes no diagonales de la conductividad son cero [22]. La fun-
ción de correlación corriente-corriente en la representación de Matsu-
bara tiene la forma [20]:

Π (iω) = − g

A

β∫

0

dτeiωτ 〈TrS(β)ehoτ je−hoτ · j〉. (4.19)

S(β) en la ecuación (4.19) es la suma que se evalúa sobre las frecuencias
de Matsubara

S(β) = 1
β

∑
ip

1
ip − ξ − ∑ (k, ip)

1
ip + iω − ξ − ∑ (k, ip + iω) . (4.20)

La suma es igual a las integrales a lo largo de los cortes en el plano
complejo, donde las contribuciones ±δ por encima y por debajo de los
cortes en el plano se restan. Finalmente S(β) toma la forma [20]:

S(β) = −
∞∫

−∞

dε

2πi
f (ε) K (k, ε) , (4.21)

	 (4.18)
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S(β) en la ecuación (4.19) es la suma que se evalúa sobre las frecuencias de Matsubara
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donde
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donde

K = G (ε + iω) {[G (ε + iδ) − G (ε − iδ)] + [G (ε + iδ) − G (ε − iδ)]} ,

(4.22)
f es la función estadística de Fermi y el factor dentro del corchete es
la función espectral A (k, ε) de la función de Green retardada

G (k, ε + iδ) − G (k, ε − iδ) = GR (k, ε) − GA (k, ε) = 2iImGR (k, ε)
(4.23)

=-iA(k, ε) .

Con la ayuda de las ecuaciones (4.21) y (4.22) la función de corre-
lación se reescribe como sigue:

Π (iω) = 2ge2h̄2

Sm2

∑
k,N

k2
∞∫

−∞

dε

2π
fA (k, ε) [GR (k, ε + iω) − G (k, ε − iω)].

(4.24)
Haciendo la continuación analítica de iω → ω+iδ, entonces G (k, ε ± iω)
puede cambiarse por G (k, ε ± ω ± iδ). El siguiente paso es tomar la
parte imaginaria de esta expresión y ésto es justamente proporcional a
su función espectral A (k, ε ± ω). La función de correlación corriente-
corriente en la ecuación (4.24) se puede escribir como sigue

ImΠ (ω) = 2ge2h̄2

Sm∗2

∑
k,N

k2
∞∫

−∞

dε

2π
fA (k, ε) [A (k, ε + ω) − A (k, ε − ω)],

(4.25)
donde m∗ es la masa efectiva definida en la Sección 2.2. Cambiando
de variables ε → ε + ω en el segundo término se obtiene la siguiente

	 (4.22)
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tral A (k, є) de la función de Green retardada
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de variables ε → ε + ω en el segundo término se obtiene la siguiente
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La función de correlación corriente- corriente en la ecuación (4.24) se puede escribir 
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expresión:

ImΠ (ω) = 2ge2h̄2

Sm∗2

∑
k,N

k2
∞∫

−∞

dε

2π
A (k, ε) A (k, ε + ω) [f (ε) − f (ε + ω)].

(4.26)
De la ecuación anterior dividiendo por la frecuencia se desprenden dos
contribuciones: la primera que está asociada a transiciones interbandas

σinter = ge2

πS

∑
k,N

∫
v2(k) [2ImGR(N, k)]2 [f(ε) − f(ε + ω)]

ω
dε, (4.27)

donde v(k) = ∂ε/∂p es la velocidad de los electrones vestidos de fo-
tones. La segunda contribución, que como es conocido de datos expe-
rimentales, en el rango de frecuencias terahercios define el principal
aporte a la conductividad dinámica debido a transiciones electrónicas
intrabandas [32]. En este sentido, si se expande f (ε + ω) y f (ε) en se-
rie de Taylor, asi como teniendo en cuenta que en el límite h̄ω � kBT ,
la relación [f(ε) − f(ε + ω)]/ω ≈ ∂f/∂ε, entonces la conductividad
dinámica asociada a las transiciones intrabanda adopta la forma si-
guiente:

σintra = ge2

πS

∑
k,N

∫
v2(k) [2ImGR(N, k)]2

(
−∂f

∂ε

)
dε. (4.28)

Estas contribuciones a la conductividad terahercios son analizadas con
mas detalle en la siguiente sección.

	 (4.26)
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intrabandas [32]. En este sentido, si se expande f (ε + ω) y f (ε) en se-
rie de Taylor, asi como teniendo en cuenta que en el límite h̄ω � kBT ,
la relación [f(ε) − f(ε + ω)]/ω ≈ ∂f/∂ε, entonces la conductividad
dinámica asociada a las transiciones intrabanda adopta la forma si-
guiente:

σintra = ge2

πS

∑
k,N

∫
v2(k) [2ImGR(N, k)]2

(
−∂f

∂ε

)
dε. (4.28)

Estas contribuciones a la conductividad terahercios son analizadas con
mas detalle en la siguiente sección.
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Estas contribuciones a la conductividad terahercios son analizadas con mas detalle 
en la siguiente sección.

4.3	 OSCILACIONES DE LA CONDUCTIVIDAD

La parte imaginaria cuadrática de la función de Green retardada puede expresarse 
de la forma [20]:
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4.3. Oscilaciones de la conductividad

La parte imaginaria cuadrática de la función de Green retardada
puede expresarse de la forma [20]:

[2ImGR(k)]2 = G2
R + G2

A − 2GRGA, (4.29)

donde GR es la función de Green retardada, la cual se obtuvo en
la ecuación (3.10) y GA es la función de Green avanzada, la cual se
escribe:

GA(N, k) = 1
ε − εN − ΣA(ε) + 1

ε + εN − ΣA(ε) , (4.30)

siendo ΣA(ε) = ReΣ(ε) − iImΣ(ε) la auto-energía compleja avanza-
da. El primer y segundo término de la parte derecha de la ecuación
(4.30) se relacionan con la función de Green avanzada en las bandas
de conducción y de valencia. De forma compacta la ecuación (4.30) se
reescribe

GA(N, k) = 2(ε + |ImΣ|)
(ε + |ImΣ|)2 − ε2

N

. (4.31)

Por simplicidad, al igual que anteriormente, se puede descartar la can-
tidad ReΣ, ya que sólo conduce a una pequeña corrección del potencial
químico.

La expresión −2GRGA tiene un polo de primer orden, en tanto
que G2

R + G2
A tiene un polo de segundo orden en el plano complejo.

Utilizando la formula de la suma de Poisson (ver ecuación (3.3)), facil-
mente después de algunos cálculos integrales, y aplicando el teorema

	 (4.29)

donde 
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químico.

La expresión −2GRGA tiene un polo de primer orden, en tanto
que G2

R + G2
A tiene un polo de segundo orden en el plano complejo.

Utilizando la formula de la suma de Poisson (ver ecuación (3.3)), facil-
mente después de algunos cálculos integrales, y aplicando el teorema

 es la función de Green retardada, la cual se obtuvo en la ecuación (3.10) 
y 
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Por simplicidad, al igual que anteriormente, se puede descartar la can-
tidad ReΣ, ya que sólo conduce a una pequeña corrección del potencial
químico.

La expresión −2GRGA tiene un polo de primer orden, en tanto
que G2

R + G2
A tiene un polo de segundo orden en el plano complejo.
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Por simplicidad, al igual que anteriormente, se puede descartar la can-
tidad ReΣ, ya que sólo conduce a una pequeña corrección del potencial
químico.

La expresión −2GRGA tiene un polo de primer orden, en tanto
que G2

R + G2
A tiene un polo de segundo orden en el plano complejo.

Utilizando la formula de la suma de Poisson (ver ecuación (3.3)), facil-
mente después de algunos cálculos integrales, y aplicando el teorema
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de conducción y de valencia. De forma compacta la ecuación (4.30) se
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Por simplicidad, al igual que anteriormente, se puede descartar la can-
tidad ReΣ, ya que sólo conduce a una pequeña corrección del potencial
químico.

La expresión −2GRGA tiene un polo de primer orden, en tanto
que G2

R + G2
A tiene un polo de segundo orden en el plano complejo.

Utilizando la formula de la suma de Poisson (ver ecuación (3.3)), facil-
mente después de algunos cálculos integrales, y aplicando el teorema

 la auto-energía compleja avanzada. El primer 
y segundo término de la parte derecha de la ecuación (4.30) se relacionan con la 
función de Green avanzada en las bandas de conducción y de valencia. De forma 
compacta la ecuación (4.30) se reescribe
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Por simplicidad, al igual que anteriormente, se puede descartar la can-
tidad ReΣ, ya que sólo conduce a una pequeña corrección del potencial
químico.

La expresión −2GRGA tiene un polo de primer orden, en tanto
que G2

R + G2
A tiene un polo de segundo orden en el plano complejo.

Utilizando la formula de la suma de Poisson (ver ecuación (3.3)), facil-
mente después de algunos cálculos integrales, y aplicando el teorema

	 (4.31)

Por simplicidad, al igual que anteriormente, se puede descartar la cantidad ReΣ, ya 
que sólo conduce a una pequeña corrección del potencial químico.

La expresión 
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donde GR es la función de Green retardada, la cual se obtuvo en
la ecuación (3.10) y GA es la función de Green avanzada, la cual se
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ε − εN − ΣA(ε) + 1

ε + εN − ΣA(ε) , (4.30)

siendo ΣA(ε) = ReΣ(ε) − iImΣ(ε) la auto-energía compleja avanza-
da. El primer y segundo término de la parte derecha de la ecuación
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N
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Por simplicidad, al igual que anteriormente, se puede descartar la can-
tidad ReΣ, ya que sólo conduce a una pequeña corrección del potencial
químico.

La expresión −2GRGA tiene un polo de primer orden, en tanto
que G2

R + G2
A tiene un polo de segundo orden en el plano complejo.

Utilizando la formula de la suma de Poisson (ver ecuación (3.3)), facil-
mente después de algunos cálculos integrales, y aplicando el teorema

 tiene un polo de primer orden, en tanto que 
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Por simplicidad, al igual que anteriormente, se puede descartar la can-
tidad ReΣ, ya que sólo conduce a una pequeña corrección del potencial
químico.

La expresión −2GRGA tiene un polo de primer orden, en tanto
que G2

R + G2
A tiene un polo de segundo orden en el plano complejo.

Utilizando la formula de la suma de Poisson (ver ecuación (3.3)), facil-
mente después de algunos cálculos integrales, y aplicando el teorema

 tiene un 
polo de segundo orden en el plano complejo. Utilizando la formula de la suma de 
Poisson (ver ecuación (3.3)), facilmente después de algunos cálculos integrales, y 
aplicando el teorema del residuo, donde los polos están dados por 
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del residuo, donde los polos están dados por x = ±2iε|ImΣ|/ε2
a, se

obtiene:

∞∑
r=−∞

GRGA =
∞∑

r=−∞

4πε

ε2
a|ImΣ|

e
− 4πrε|ImΣ|

ε2
a e

2πir

(
ε2−ζ2

ε2
a

)
. (4.32)

Ahora para calcular el residuo del polo de segundo orden se tiene en
cuenta la siguiente relación:

Res (h, z0) = ĺım
z→z0

1
(n − 1)!

dn−1

dzn−1 {(z − z0)n h (z)} . (4.33)

De esta manera, la función G2
R se puede escribir asi

G2
R = 4 (ε2 − 2iε|ImΣ|)

ε4
a

(
−2iε|ImΣ|

ε2
a

− x2
)2 . (4.34)

Calculando el residuo a través de la ecuación (4.33), la suma de G2
R

toma la forma:

∞∑
N

G2
R =

∞∑
r=−∞

4π

ε2
a

ε

|ImΣ|
e

2πir

(
ε2−ζ2

ε2
a

)
e

− 4π2|r|ε|ImΣ|
ε2

a

[
4π | r | ε2|ImΣ|

ε2
a

]
.

(4.35)
De igual manera se obtiene una expresión para G2

A

∞∑
N

G2
A =

∞∑
r=−∞

4πε

ε2
a|ImΣ|

e
2πi|r|

(
ε2−ζ2

ε2
a

)
e

− 4π|r|ε|ImΣ|
ε2

a

[
4π | r | ε|ImΣ|

ε2
a

]
.

(4.36)
Sustituyendo las ecuaciones (4.32), (4.35) y (4.36) en la suma de la

, se 
obtiene:
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Sustituyendo las ecuaciones (4.32), (4.35) y (4.36) en la suma de la
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A

∞∑
N

G2
A =

∞∑
r=−∞

4πε

ε2
a|ImΣ|

e
2πi|r|

(
ε2−ζ2

ε2
a

)
e

− 4π|r|ε|ImΣ|
ε2

a

[
4π | r | ε|ImΣ|

ε2
a

]
.

(4.36)
Sustituyendo las ecuaciones (4.32), (4.35) y (4.36) en la suma de la

	 (4.33)

De esta manera, la función 
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del residuo, donde los polos están dados por x = ±2iε|ImΣ|/ε2
a, se

obtiene:

∞∑
r=−∞

GRGA =
∞∑

r=−∞

4πε

ε2
a|ImΣ|

e
− 4πrε|ImΣ|

ε2
a e

2πir

(
ε2−ζ2

ε2
a

)
. (4.32)

Ahora para calcular el residuo del polo de segundo orden se tiene en
cuenta la siguiente relación:

Res (h, z0) = ĺım
z→z0

1
(n − 1)!

dn−1

dzn−1 {(z − z0)n h (z)} . (4.33)

De esta manera, la función G2
R se puede escribir asi

G2
R = 4 (ε2 − 2iε|ImΣ|)

ε4
a

(
−2iε|ImΣ|

ε2
a

− x2
)2 . (4.34)

Calculando el residuo a través de la ecuación (4.33), la suma de G2
R

toma la forma:

∞∑
N

G2
R =

∞∑
r=−∞

4π

ε2
a

ε

|ImΣ|
e

2πir

(
ε2−ζ2

ε2
a

)
e

− 4π2|r|ε|ImΣ|
ε2

a

[
4π | r | ε2|ImΣ|

ε2
a

]
.

(4.35)
De igual manera se obtiene una expresión para G2

A

∞∑
N

G2
A =

∞∑
r=−∞

4πε

ε2
a|ImΣ|

e
2πi|r|

(
ε2−ζ2

ε2
a

)
e

− 4π|r|ε|ImΣ|
ε2

a

[
4π | r | ε|ImΣ|

ε2
a

]
.

(4.36)
Sustituyendo las ecuaciones (4.32), (4.35) y (4.36) en la suma de la

 se puede escribir asi
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del residuo, donde los polos están dados por x = ±2iε|ImΣ|/ε2
a, se

obtiene:

∞∑
r=−∞

GRGA =
∞∑

r=−∞

4πε

ε2
a|ImΣ|

e
− 4πrε|ImΣ|

ε2
a e

2πir

(
ε2−ζ2

ε2
a

)
. (4.32)

Ahora para calcular el residuo del polo de segundo orden se tiene en
cuenta la siguiente relación:

Res (h, z0) = ĺım
z→z0

1
(n − 1)!

dn−1

dzn−1 {(z − z0)n h (z)} . (4.33)

De esta manera, la función G2
R se puede escribir asi

G2
R = 4 (ε2 − 2iε|ImΣ|)

ε4
a

(
−2iε|ImΣ|

ε2
a

− x2
)2 . (4.34)

Calculando el residuo a través de la ecuación (4.33), la suma de G2
R

toma la forma:

∞∑
N

G2
R =

∞∑
r=−∞

4π

ε2
a

ε

|ImΣ|
e

2πir

(
ε2−ζ2

ε2
a

)
e

− 4π2|r|ε|ImΣ|
ε2

a

[
4π | r | ε2|ImΣ|

ε2
a

]
.

(4.35)
De igual manera se obtiene una expresión para G2

A

∞∑
N

G2
A =

∞∑
r=−∞

4πε

ε2
a|ImΣ|

e
2πi|r|

(
ε2−ζ2

ε2
a

)
e

− 4π|r|ε|ImΣ|
ε2

a

[
4π | r | ε|ImΣ|

ε2
a

]
.

(4.36)
Sustituyendo las ecuaciones (4.32), (4.35) y (4.36) en la suma de la

	 (4.34)

Calculando el residuo a través de la ecuación (4.33), la suma de 
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4.3. Oscilaciones de la conductividad

La parte imaginaria cuadrática de la función de Green retardada
puede expresarse de la forma [20]:

[2ImGR(k)]2 = G2
R + G2

A − 2GRGA, (4.29)

donde GR es la función de Green retardada, la cual se obtuvo en
la ecuación (3.10) y GA es la función de Green avanzada, la cual se
escribe:

GA(N, k) = 1
ε − εN − ΣA(ε) + 1

ε + εN − ΣA(ε) , (4.30)

siendo ΣA(ε) = ReΣ(ε) − iImΣ(ε) la auto-energía compleja avanza-
da. El primer y segundo término de la parte derecha de la ecuación
(4.30) se relacionan con la función de Green avanzada en las bandas
de conducción y de valencia. De forma compacta la ecuación (4.30) se
reescribe

GA(N, k) = 2(ε + |ImΣ|)
(ε + |ImΣ|)2 − ε2

N

. (4.31)

Por simplicidad, al igual que anteriormente, se puede descartar la can-
tidad ReΣ, ya que sólo conduce a una pequeña corrección del potencial
químico.

La expresión −2GRGA tiene un polo de primer orden, en tanto
que G2

R + G2
A tiene un polo de segundo orden en el plano complejo.

Utilizando la formula de la suma de Poisson (ver ecuación (3.3)), facil-
mente después de algunos cálculos integrales, y aplicando el teorema

 toma la forma:

	

42 4. CONDUCTIVIDAD ÓPTICA

del residuo, donde los polos están dados por x = ±2iε|ImΣ|/ε2
a, se

obtiene:

∞∑
r=−∞

GRGA =
∞∑

r=−∞

4πε

ε2
a|ImΣ|

e
− 4πrε|ImΣ|

ε2
a e

2πir

(
ε2−ζ2

ε2
a

)
. (4.32)

Ahora para calcular el residuo del polo de segundo orden se tiene en
cuenta la siguiente relación:

Res (h, z0) = ĺım
z→z0

1
(n − 1)!

dn−1

dzn−1 {(z − z0)n h (z)} . (4.33)

De esta manera, la función G2
R se puede escribir asi

G2
R = 4 (ε2 − 2iε|ImΣ|)

ε4
a

(
−2iε|ImΣ|

ε2
a

− x2
)2 . (4.34)

Calculando el residuo a través de la ecuación (4.33), la suma de G2
R

toma la forma:

∞∑
N

G2
R =

∞∑
r=−∞

4π

ε2
a

ε

|ImΣ|
e

2πir

(
ε2−ζ2

ε2
a

)
e

− 4π2|r|ε|ImΣ|
ε2

a

[
4π | r | ε2|ImΣ|

ε2
a

]
.

(4.35)
De igual manera se obtiene una expresión para G2

A

∞∑
N

G2
A =

∞∑
r=−∞

4πε

ε2
a|ImΣ|

e
2πi|r|

(
ε2−ζ2

ε2
a

)
e

− 4π|r|ε|ImΣ|
ε2

a

[
4π | r | ε|ImΣ|

ε2
a

]
.

(4.36)
Sustituyendo las ecuaciones (4.32), (4.35) y (4.36) en la suma de la

	 (4.35)

De igual manera se obtiene una expresión para 
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4.3. Oscilaciones de la conductividad

La parte imaginaria cuadrática de la función de Green retardada
puede expresarse de la forma [20]:

[2ImGR(k)]2 = G2
R + G2

A − 2GRGA, (4.29)

donde GR es la función de Green retardada, la cual se obtuvo en
la ecuación (3.10) y GA es la función de Green avanzada, la cual se
escribe:

GA(N, k) = 1
ε − εN − ΣA(ε) + 1

ε + εN − ΣA(ε) , (4.30)

siendo ΣA(ε) = ReΣ(ε) − iImΣ(ε) la auto-energía compleja avanza-
da. El primer y segundo término de la parte derecha de la ecuación
(4.30) se relacionan con la función de Green avanzada en las bandas
de conducción y de valencia. De forma compacta la ecuación (4.30) se
reescribe

GA(N, k) = 2(ε + |ImΣ|)
(ε + |ImΣ|)2 − ε2

N

. (4.31)

Por simplicidad, al igual que anteriormente, se puede descartar la can-
tidad ReΣ, ya que sólo conduce a una pequeña corrección del potencial
químico.

La expresión −2GRGA tiene un polo de primer orden, en tanto
que G2

R + G2
A tiene un polo de segundo orden en el plano complejo.

Utilizando la formula de la suma de Poisson (ver ecuación (3.3)), facil-
mente después de algunos cálculos integrales, y aplicando el teorema	
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del residuo, donde los polos están dados por x = ±2iε|ImΣ|/ε2
a, se

obtiene:

∞∑
r=−∞

GRGA =
∞∑

r=−∞

4πε

ε2
a|ImΣ|

e
− 4πrε|ImΣ|

ε2
a e

2πir

(
ε2−ζ2

ε2
a

)
. (4.32)

Ahora para calcular el residuo del polo de segundo orden se tiene en
cuenta la siguiente relación:

Res (h, z0) = ĺım
z→z0

1
(n − 1)!

dn−1

dzn−1 {(z − z0)n h (z)} . (4.33)

De esta manera, la función G2
R se puede escribir asi

G2
R = 4 (ε2 − 2iε|ImΣ|)

ε4
a

(
−2iε|ImΣ|

ε2
a

− x2
)2 . (4.34)

Calculando el residuo a través de la ecuación (4.33), la suma de G2
R

toma la forma:

∞∑
N

G2
R =

∞∑
r=−∞

4π

ε2
a

ε

|ImΣ|
e

2πir

(
ε2−ζ2

ε2
a

)
e

− 4π2|r|ε|ImΣ|
ε2

a

[
4π | r | ε2|ImΣ|

ε2
a

]
.

(4.35)
De igual manera se obtiene una expresión para G2

A

∞∑
N

G2
A =

∞∑
r=−∞

4πε

ε2
a|ImΣ|

e
2πi|r|

(
ε2−ζ2

ε2
a

)
e

− 4π|r|ε|ImΣ|
ε2

a

[
4π | r | ε|ImΣ|

ε2
a

]
.

(4.36)
Sustituyendo las ecuaciones (4.32), (4.35) y (4.36) en la suma de la

	 (4.36)

Sustituyendo las ecuaciones (4.32), (4.35) y (4.36) en la suma de la ecuación (4.27) 
finalmente se obtiene:
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ecuación (4.27) finalmente se obtiene:

∑
N

[2ImGR (k)]2 =
∞∑

r=−∞

4πεRD

ε2
a | ImΣ |

e
2πir

(
ε2−ζ2

ε2
a

) [
1 + 8π | r || ImΣ | ε

ε2
a

]

(4.37)
donde RD(r) es el factor de Dingle definido en la ecuación (3.7). Ahora
tomando la expresión (4.37) en la ecuación (4.27), la conductividad in-
terbandas en la capa de grafeno puede ser reescrita en forma compacta
de la siguiente manera:

σinter = 2ge2

πSm

∞∑
r=−∞

∫ εM (ε, r)
| ImΣ |

e
2πirε2

ε2
a [2ImGR]2 [f(ε) − f(ε + ω)]

ω
dε.

(4.38)
En la ecuación (4.38) se definió el parámetro:

M (ε, r) = 4π

ε2
a

RD (ε, r) N (ε, r)
[
1 + 8π | r || ImΣ | ε

ε2
a

]
, (4.39)

donde N (ε, r) está definido por el integral

N (ε, r) =
ε∫

−∞

dζρ (ζ) ζe
− 2πirζ2

ε2
a . (4.40)

En la expresión (4.39) se pasó de la suma por k a un integral por ζ como
se realizó en la Sección 3.1. Para transiciones interbandas el segundo
término de la expresión (4.39) es irrelevante y la ecuación (4.38) toma
una forma mas compacta, expresandose a través del parámetro S (δ, λ),

	 (4.37)
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donde 
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ecuación (4.27) finalmente se obtiene:

∑
N

[2ImGR (k)]2 =
∞∑

r=−∞

4πεRD

ε2
a | ImΣ |

e
2πir

(
ε2−ζ2

ε2
a

) [
1 + 8π | r || ImΣ | ε

ε2
a

]

(4.37)
donde RD(r) es el factor de Dingle definido en la ecuación (3.7). Ahora
tomando la expresión (4.37) en la ecuación (4.27), la conductividad in-
terbandas en la capa de grafeno puede ser reescrita en forma compacta
de la siguiente manera:

σinter = 2ge2

πSm

∞∑
r=−∞

∫ εM (ε, r)
| ImΣ |

e
2πirε2

ε2
a [2ImGR]2 [f(ε) − f(ε + ω)]

ω
dε.

(4.38)
En la ecuación (4.38) se definió el parámetro:

M (ε, r) = 4π

ε2
a

RD (ε, r) N (ε, r)
[
1 + 8π | r || ImΣ | ε

ε2
a

]
, (4.39)

donde N (ε, r) está definido por el integral

N (ε, r) =
ε∫

−∞

dζρ (ζ) ζe
− 2πirζ2

ε2
a . (4.40)

En la expresión (4.39) se pasó de la suma por k a un integral por ζ como
se realizó en la Sección 3.1. Para transiciones interbandas el segundo
término de la expresión (4.39) es irrelevante y la ecuación (4.38) toma
una forma mas compacta, expresandose a través del parámetro S (δ, λ),

 es el factor de Dingle definido en la ecuación (3.7). Ahora tomando la 
expresión (4.37) en la ecuación (4.27), la conductividad interbandas en la capa de 
grafeno puede ser reescrita en forma compacta de la siguiente manera:
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ecuación (4.27) finalmente se obtiene:

∑
N

[2ImGR (k)]2 =
∞∑

r=−∞

4πεRD

ε2
a | ImΣ |

e
2πir

(
ε2−ζ2

ε2
a

) [
1 + 8π | r || ImΣ | ε

ε2
a

]

(4.37)
donde RD(r) es el factor de Dingle definido en la ecuación (3.7). Ahora
tomando la expresión (4.37) en la ecuación (4.27), la conductividad in-
terbandas en la capa de grafeno puede ser reescrita en forma compacta
de la siguiente manera:

σinter = 2ge2

πSm

∞∑
r=−∞

∫ εM (ε, r)
| ImΣ |

e
2πirε2

ε2
a [2ImGR]2 [f(ε) − f(ε + ω)]

ω
dε.

(4.38)
En la ecuación (4.38) se definió el parámetro:

M (ε, r) = 4π

ε2
a

RD (ε, r) N (ε, r)
[
1 + 8π | r || ImΣ | ε

ε2
a

]
, (4.39)

donde N (ε, r) está definido por el integral

N (ε, r) =
ε∫

−∞

dζρ (ζ) ζe
− 2πirζ2

ε2
a . (4.40)

En la expresión (4.39) se pasó de la suma por k a un integral por ζ como
se realizó en la Sección 3.1. Para transiciones interbandas el segundo
término de la expresión (4.39) es irrelevante y la ecuación (4.38) toma
una forma mas compacta, expresandose a través del parámetro S (δ, λ),
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En la ecuación (4.38) se definió el parámetro:
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ecuación (4.27) finalmente se obtiene:

∑
N

[2ImGR (k)]2 =
∞∑

r=−∞

4πεRD

ε2
a | ImΣ |

e
2πir

(
ε2−ζ2

ε2
a

) [
1 + 8π | r || ImΣ | ε

ε2
a

]

(4.37)
donde RD(r) es el factor de Dingle definido en la ecuación (3.7). Ahora
tomando la expresión (4.37) en la ecuación (4.27), la conductividad in-
terbandas en la capa de grafeno puede ser reescrita en forma compacta
de la siguiente manera:

σinter = 2ge2

πSm

∞∑
r=−∞

∫ εM (ε, r)
| ImΣ |

e
2πirε2

ε2
a [2ImGR]2 [f(ε) − f(ε + ω)]

ω
dε.

(4.38)
En la ecuación (4.38) se definió el parámetro:

M (ε, r) = 4π

ε2
a

RD (ε, r) N (ε, r)
[
1 + 8π | r || ImΣ | ε

ε2
a

]
, (4.39)

donde N (ε, r) está definido por el integral

N (ε, r) =
ε∫

−∞

dζρ (ζ) ζe
− 2πirζ2

ε2
a . (4.40)

En la expresión (4.39) se pasó de la suma por k a un integral por ζ como
se realizó en la Sección 3.1. Para transiciones interbandas el segundo
término de la expresión (4.39) es irrelevante y la ecuación (4.38) toma
una forma mas compacta, expresandose a través del parámetro S (δ, λ),

	 (4.39)

donde 
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ecuación (4.27) finalmente se obtiene:

∑
N

[2ImGR (k)]2 =
∞∑

r=−∞

4πεRD

ε2
a | ImΣ |

e
2πir

(
ε2−ζ2

ε2
a

) [
1 + 8π | r || ImΣ | ε

ε2
a

]

(4.37)
donde RD(r) es el factor de Dingle definido en la ecuación (3.7). Ahora
tomando la expresión (4.37) en la ecuación (4.27), la conductividad in-
terbandas en la capa de grafeno puede ser reescrita en forma compacta
de la siguiente manera:

σinter = 2ge2

πSm

∞∑
r=−∞

∫ εM (ε, r)
| ImΣ |

e
2πirε2

ε2
a [2ImGR]2 [f(ε) − f(ε + ω)]

ω
dε.

(4.38)
En la ecuación (4.38) se definió el parámetro:

M (ε, r) = 4π

ε2
a

RD (ε, r) N (ε, r)
[
1 + 8π | r || ImΣ | ε

ε2
a

]
, (4.39)

donde N (ε, r) está definido por el integral

N (ε, r) =
ε∫

−∞

dζρ (ζ) ζe
− 2πirζ2

ε2
a . (4.40)

En la expresión (4.39) se pasó de la suma por k a un integral por ζ como
se realizó en la Sección 3.1. Para transiciones interbandas el segundo
término de la expresión (4.39) es irrelevante y la ecuación (4.38) toma
una forma mas compacta, expresandose a través del parámetro S (δ, λ),

 está definido por el integral
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ecuación (4.27) finalmente se obtiene:

∑
N

[2ImGR (k)]2 =
∞∑

r=−∞

4πεRD

ε2
a | ImΣ |

e
2πir

(
ε2−ζ2

ε2
a

) [
1 + 8π | r || ImΣ | ε

ε2
a

]

(4.37)
donde RD(r) es el factor de Dingle definido en la ecuación (3.7). Ahora
tomando la expresión (4.37) en la ecuación (4.27), la conductividad in-
terbandas en la capa de grafeno puede ser reescrita en forma compacta
de la siguiente manera:

σinter = 2ge2

πSm

∞∑
r=−∞

∫ εM (ε, r)
| ImΣ |

e
2πirε2

ε2
a [2ImGR]2 [f(ε) − f(ε + ω)]

ω
dε.

(4.38)
En la ecuación (4.38) se definió el parámetro:

M (ε, r) = 4π

ε2
a

RD (ε, r) N (ε, r)
[
1 + 8π | r || ImΣ | ε

ε2
a

]
, (4.39)

donde N (ε, r) está definido por el integral

N (ε, r) =
ε∫

−∞

dζρ (ζ) ζe
− 2πirζ2

ε2
a . (4.40)

En la expresión (4.39) se pasó de la suma por k a un integral por ζ como
se realizó en la Sección 3.1. Para transiciones interbandas el segundo
término de la expresión (4.39) es irrelevante y la ecuación (4.38) toma
una forma mas compacta, expresandose a través del parámetro S (δ, λ),

	 (4.40)

En la expresión (4.39) se pasó de la suma por k a un integral por ζ como se realizó 
en la Sección 3.1. Para transiciones interbandas el segundo término de la expresión 
(4.39) es irrelevante y la ecuación (4.38) toma una forma mas compacta, expresan-
dose a través del parámetro S (δ, λ),

el cual se definió en la ecuación (3.16)
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el cual se definió en la ecuación (3.16)

σinter = 2ge2

πSm

∫ ε

| ImΣ |
N (ε, 0) S (δ, λ) [f(ε) − f(ε + ω)]

ω
dε, (4.41)

donde se definió el parámetro

N (ε, 0) =
ε∫

−∞

dζρ (ζ) ζ. (4.42)

Por otro lado, la contribución a la conductividad terahercios debida a
transiciones intrabanda puede escribirse como la suma de los términos
de Drude y un término cuántico σintra = σD + σQ siendo

σD = 8ge2

Sm∗ε2
a

∫
dεN (ε, 0) ε

| ImΣ |

(
−∂f

∂ε

)
S (δ, λ) , (4.43)

σQ = 8ge2

Sm∗ε2
a

∫
dεN (ε, 0) ε

| ImΣ |

(
−∂f

∂ε

) (
−λ

∂S (δ, λ)
∂λ

)
. (4.44)

Ahora, la ecuación para σintra puede escribirse de manera mas compac-
ta tomando en cuenta la expresión en la ecuación (3.23) para el tiempo
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En la ecuación anterior se introdujo el perámetro

Γ = 4gπε2

ε3
aτ0
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El factor N(ε, 0) de la ecuación (4.46), el cuál esta relacionado con la
dispersión de electrones a lo largo de los estados extendidos para los
electrones vestidos de fotones (ver ecuación (2.22) contribuye a la for-
ma explicita de la conductividad dinámica de dos maneras diferentes.
En el término tipo Drude σD, el cual es monótono (primer término
de ecuación (4.45)) y está asociado a absorciones intrabanda, el factor
N(ε, 0) determina la condición para la cual la transición tenga lugar.
Este aspecto establece el principal comportamiento de la conductivi-
dad terahertz para este material, hecho que es conocido en númerosos
trabajos. Por otra parte, el término cuántico σQ de la ecuación (4.45),
está vinculado a un efecto más sutil, el cual conduce a una dependencia
oscilante de la conductividad dinámica sobre la frecuencia del campo
ac. El factor N(ε, 0) contribuye a este efecto disminuyendo la amplitud
de las oscilaciones. En la Figura 4.1 se muestra la conductividad como
función de la frecuencia de acuardo a la ecuación (4.45). En esta ima-
gen, se evidencia el comportamiento modulado de la conductividad en
terahercios con el aumento de la frecuencia.

Este efecto cuántico es estacionario ya que los estados electrónicos
vestidos de fotones tratados en la ecuación (2.51) aparecen como una
solución de la ecuación de Schroedinger independiente del tiempo.

A partir de datos experimentales de grafeno irradiado [24,25,26],
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Figura 4.1: Conductividad versus frecuencia para T = 359K, µ =
meV , y τ = 46fs. σ0 = e2/4h̄.

los cuáles pueden soportar nuestros resultados teóricos, se observa que
la contribución de Drude se ajusta al rango espectral como ya es co-
nocido, pero es obvio que la conductividad terahertz no cae de una
manera monotona con el aumento de la frecuencia, sino de una mane-
ra oscilante, de la misma manera que se muestra en la Figura 4.1.

En la Figura 4.2 se muestra la misma dependencia como en la
Figura 4.1 pero para difentes temperaturas, teniendo en cuenta que
−∂f/∂ε ≈ [4Tcosh2(ε/2T )]−1.

De igual manera, datos experimentales muestran una fuerte depen-
dencia de la conductividad con la intensidad del campo. En la Figura
4.3 se muestra la conductividad terahertz versus la amplitud del cam-
po para los mismos valores de los parámetros de la Figura 4.1. La
Figura 4.3 evidencia de forma clara el comportamiento oscilante de la
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Figura 4.1: Conductividad versus frecuencia para T = 359K, µ =
meV , y τ = 46fs. σ0 = e2/4h̄.
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Para mostrar la naturaleza de este tipo de oscilaciones, analizamos
por simplicidad el sistema a temperatura T = 0, entonces (−∂f

∂ε
) ≈

δ(ε − Ef ). Reemplazando ésto en la ecuación (4.46) y aplicando la
función delta Dirac, la conductividad dinámica adquiere una forma
compacta
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)
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La cantidad ζf = h̄vfkf define la desviación de la energía de Fermi
(medida desde la parte superior de la banda) de su valor a campo
cero. El parámetro kf = [2m∗|Ef − εg|]1/2/h̄ es el vector de onda de
Fermi en presencia de campos ac, en concordancia con la ecuación
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(2.19) y para los estados de borde en la aproximación de masa efecti-
va de acuerdo con la ecuación (2.22). Γf , δf y λf son los parámetros
previamente definidos, pero para ε = Ef . En este sentido, δf es el pa-
rámetro que caracteriza la desviación de ζf del valor Ef a temperatura
T = 0. El corrimiento de las singularidades, debido a la frecuencia del
campo, lleva a cambios periodicos en la densidad de estados (la cuál
está relacionada con la función de Green de la ecuación (2.24)) para
electrones vestidos de fotones y al mismo tiempo a la variación del
vector de onda de Fermi. En otras palabras, como se puede ver de
definición de la cantidad εg ésta depende inversamente de la frecuen-
cia del campo por consiguiente si la frecuencia incrementa, entonces
εg disminuye y de este modo disminuye la densidad de los electrones
vestidos de fotones en el interior del gap.

El efecto estudiado puede ser comprendido sobre la base de tran-
siciones intrabandas de electrones desde el interior al exterior del gap
con el incremento en la frecuencia del campo y basicamente este efec-
to es responsable de las oscilaciones cuánticas en la conductividad
terahertz.

La Figura 4.4 muestra la dependencia de la conductividad con la
frecuencia terahertz para diferentes valores del tiempo de relajación.
Como se observa de esta curva, el aumento de las impurezas reduce
la amplitud de la oscilación, destruyendo las oscilaciones cuanticas y
conduciendo al sistema a un comportamiento completamente de tipo
Drude.
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Figura 4.3: Conductividad versus la amplitud del campo para los mismos valo-
res de los parametros como en la Figura 4.1. 
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(2h̄ω/ε0A)1/2.

Figura 4.4: Conductividad versus frecuencia para los valores de los
parámetros de la Figura 4.1; τ = 30fs(línea negra) y τ = 44fs(línea
gris).
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