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Abstract

In this article it is studied the dynamic of the solutions of the Hutchinson’s equation and from here it is gived a new
prooof of the Prime Number Theorem.
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Resumen

En este articulo se estudia la dindmica de las soluciones de la ecuacién de Hutchinson con retardo finito y como conse-
cuencia se presenta una nueva prueba del Teorema de los nimeros primos.
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1. Introduccion

En Ecologia son introducidos los modelos con retardo debido a que existen modelos de poblaciones que
no satisfacen la ecuacién
, N@)
N(t)=7N(t)1—T,(t20) ey
donde 7 es la tasa de crecimiento de la poblacion y P es el nivel de saturacion de la especie donde vive , el
cual suele determinarse en funcién de los recursos disponibles. La ecuacién (1) tiene los puntos de equilibrio
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N(t) = 0y N(¢) = P, y fuera de estos, es decir, cuando |[N(f) — P| # 0, para todo ¢ > 0, todas sus soluciones
son mondtonas. Integrando (1) por fracciones parciales se encuentra que su solucién estd dada por

yt
N(@) = __ PN@e™ )
P+ NQO)(e"-1)
y a partir de ésta, se observa que cualquier solucién con N(0) > 0 es atraida globalmente por el punto P.
Este modelo es conocido como modelo de Verhulst, biélogo matematico holandés, quien la introdujo en
1838 (Ver [8]). En este modelo, el citado autor, considera que la tasa de mortalidad actda instantineamente,
mientras que en general, existe un cierto retraso debido a la influencia de factores como el periodo de
madurez y el tiempo de gestacion. Motivado a estos hechos, Hutchinson propuso en 1948 (Ver [6] ) la
ecuacion logistica con retardo, conocida con el nombre de ecuacién de Hutchinson o ecuacién logistica
retardada

N'(t) = yN(1) (1 _N (IP_ L

) , (120) 3)
donde el retardo &, con i > 0, representa la edad de maxima capacidad reproductiva de un individuo de la
poblacién. En este caso, la tasa de crecimiento per capita en el instante es una funcion lineal de la poblacion
en el instante (¢ — h). Si la poblacién N(7) es conocida en el pasado y viene dada por N(f) = ¢o(¢), donde
¢o : [-h,0] - R* es una funcién continua que representa el tamafio de la poblacion en el pasado, entonces
se tiene el siguiente sistema

N'(t)=yN(@ (1-22) >0 @

N(1) = ¢o(7) -h<t<0

El sistema (4) puede ser tratado por el método del paso o del intervalo, mediante el cual es reducido a
una ecuacion diferencial ordinaria. Se probard que si se satisfacen ciertas condiciones el punto de equilibrio
N(t) = P es un atractor global para (4), y que la presencia del retardo cambia la dindmica de las soluciones
de la ecuacidn (1), ademds se deduce el Teorema de los nimeros primos.

Si en (4) hacemos

t=hs, a=vyh, N(@) = N(hs)=P( + x(s)) (®)]

resulta que si —h < ¢t < 0 entonces —h < hs < 0, y en consecuencia —1 < s < 0, y si t > 0 se tiene que
Px'(s) = hN’(hs) = hN'(t), se deduce entonces que N'(¢) = (P/h)x'(s), y ademds que

N(t = h) = N(hs — h) = N(h(s — 1)) = P(1 + N(s — 1)).

Reemplazando N(#), N'(t) y N(t — h) en la primera ecuacién del sistema (4) tenemos

%x’(s) =yP(1 + x(s)) |1 - g(l +x(s — 1))| = —yPx(s — 1)(1 + x(s)), s=0

eliminado P, teniendo en cuenta que @ = yh y usando (5), podemos escribir el sistema (4) como

X'(s) = —ax(s — D)(1 + x(s)), s>0
x(s) = ¢o(s), -1<s<0
cambiando ¢ por s queda que
X'(t) = —ax(t — D(1 + x(2)), t>0 6)
x(1) = go(1), ~1<1<0 (
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La funcién constante x(¢) = —1, ¢ € (=0, 00), es un punto de equilibrio de (6) con ¢o(f) = —1sit € [-1,0],
también x(7) = 0, t € (—oco, c0) es un punto de equilibrio con ¢o(¢) = 0sit € [-1,0].

Definition 1.1. Una solucion del sistema (6) es una funcion x(t) = x(t, ¢g) donde ¢y : [-1,0] —» R* es una
funcion continua y

] x( sit=0
x(t, go) ‘{ do(t) si—1<t<0

donde x(t) es solucion de (6) para todo t > 0y x'(0) = x'.(0) es la derivada por la derecha en cero.

Lema 1.2. La funcion x(t) = x(t, ¢o) es solucion de (6) si y solo si x(t) es solucion de la ecuacion integral

x(t) = x(0) — af x(s— D1 + x(s)ds, t >0
0

xX(t) = do(t) si —1<t<0.

Prueba. Como x(s — 1)(1 + x(s)) es una funcién continua, entonces, por el Teorema fundamental, deri-
vando, se tiene que
X() = —ax(t— 1)1 +x(@)sit >0

y si —1 <t < 0 entonces x(¢) = ¢o(t) , luego, x(t, #o) es solucion de (6).
Reciprocamente, supongamos que x(z, ¢g) es soluciéon de (6) entonces x(r) = ¢o(¢) si —1 <t <0,y para
t > 0, cambiando ¢ por s e integrando sobre [0, ] resulta

x(t) = x(0) — a'f x(s — D)(1 + x(s8))ds.
0

La prueba ha sido completada. m

2. Existencia de las soluciones
En el préximo Teorema mostraremos que el sistema (6) tiene solucion.

Teorema 2.1. Si ¢y es una funcion continua definida sobre [—1,0], entonces existe una funcion x(t) =
x(t, o) definida en [—1, 00) que coincide con ¢y en [—1,0] y satisface el sistema (6) .

Prueba. Si x(¢) es solucién de (6) que coincide con ¢ entonces x(f) = ¢o(¢) si —1 <t < 0y del Lema
1.2 tenemos que

x(1) = ¢p(0) — af x(s = D(1 + x(s5))ds.
0

Reciprocamente, si x(¢) satisface la ecuacion integral entonces debe satisfacer (6) , este es el Lema 1.2. Por
lo tanto solo es necesario probar que el sistema (6) tien una solucién Unica, esto se consigue explicitamente
por el método del paso. Busquemos una soluciénen [0, 1] :si0 < ¢ < 1 entonces —1 < r—1 < 0, de aqui que
x(t—1) = ¢o(t — 1), y el sistema (6) se convierte en

X(t) = —ago(t — (1 +x()) sit>0
x(0) = ¢o(0)
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Como x(#) y ¢o(t — 1) son continuas, el sistema anterior tiene solucién, y por el Lema 1.2 viene dada por

x(1) = ¢o(0) — afo $o(t = DA + x(s))ds. = ¢1(1),

donde hemos llamado ¢, (¢) a la solucién en [0, 1] .
Ahora usamos la ecuacidn ¢ (¢) para obtener la solucién en el intervalo [1, 2]. Tenemos que si 1 <7 <2
entonces sigue que k—2 < tr—1 < 1, por tanto x(¢ — 1) = ¢ (¢ — 1) , de esta manera, consideramos el sistema

X)) = —agi(t— D1+ x(t) sil<t<?2
x(1) = ¢1(1)

Asi, como x(¢) y ¢1(t — 1) son continuas, el sistema anterior tiene solucién, y por el Lema 1.2 viene dada por

x(t) = ¢1(0) — ozf do(t — DA + x(s))ds. = ¢o(r), 1 <t<2.
0

En general, asumiendo que ¢;_; () esta definidaen [k — 2,k — 1], conk € Z* y k > 2, buscamos una solucién
en [k —1,k]. Tenemosentonces que k — 1 <t <k o k-2<t-1<k-1,yasix(t—1) = ¢p_1(r— 1), con
lo cual consideramos el sistema

{ X(0) = —agi(t— D1+ x(1) sik—1<r<k
x(k—=1) = g1k = 1)

Como x(#) y ¢1(t — 1) son continuas, el sistema anterior tiene solucidn, y por el Lema 1.2 viene dada por

() = 1 (0) — afo b1 (t — (1 + x(s))ds. = ¢p(t), k—1<1<k.

Una solucién del sistema (6) definida por la funcién inicial ¢y(f) es dada por las relaciones x(¢) = ¢, (¢) para
tek-1,k],k =0,1,2,3,... Es claro que la funcién x(f) = ¢,(f) es continua como consecuencia de su
construccién y es continuamente diferenciable en [k — 1, k] para todo k > 1, y en el punto ¢ = 0 solo tiene
derivada por la derecha x’(0) = x/,(0). Como la solucién

x(1) = ¢r1(0) — leo Gr-1(t = D(L + x(8))ds. = ¢i(1)

coincide con ¢o(#) en [—1,0] y como las funciones ¢(f) estdn univocamente determinadas y coinciden con
x(t)en [k — 1,k] parak =0, 1,2, 3,..., entonces existe una solucién unica.

Busquemos ahora la forma explicita de la solucién. Por el Lema 1.2 tenemos que x(f) es solucién de (6)
siy solo si

x(t) = x(0) — af do(s — 1)(1 + x(s))ds. = ¢o(0) — af do(s — 1)(1 + x(s))ds, t =0
0 0

y x(t) = ¢o(t) sit € [-1,0]. De (6) se deduce que x'(¢) + ago(t — 1)x(t) = —apo(t — 1); x(0) = ¢o(0); usando
la técnica del factor integrante tenemos que

x([)ef[; a(ﬁo(s—l)ds], _ (x'(t) + a’(b()(l _ 1)x(t)) efnf ado(s—1)ds

—ago(r - l)efot ago(s—Dds
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cambiando ¢ por s e integrando sobre [0, f] con 0 < s < u < ¢, obtenemos

x(t)efn' ado(s=Dds — () — af dou—1) (efn“ Uz¢0(s—l)ds) du,
0

y se tiene que

x(1)

t " f "
Go(0)e™ hradols=bds (e_f“ WU(S_MS)OZ f do(u—1) (efn w¢o(s—l)ds) du
0

t l U 't
_ ¢0(O)e_f0 apo(s—Dds _ af do(u—1) (efo at/)o(s—l)ds—fo a¢o(s—l)ds)du
0

(}50(0)6_ fo[ apo(s—Dds _ af) ¢0(Lt _ 1)(efr“ m{)U(s—l)ds) du @)

para 0 < t < u. Hagamos z = z(u) = ek *6=Dds entonces
A0) = e benODE Ty =1,

ademds |
dz = ago(u — l)ef/ 0/¢o(s—1)ds’

entonces podemos escribir

! ! .
@ f ol — 1) (e @@l gy = f dz = 2(1) = 2(0) = 1 — e~ h ato(s=Dds 8)
0 0
Reemplazando (8) en (7) resulta

x(1)

$o(0)e™ b atnts=ds _ ( 1=k oz¢o(s—l)ds)

(B0(0) + 1) e~ b ato(s=Dds _

parat >0y x(r) = ¢(t) sit € [-1,0].
La prueba estd completa m

3. Oscilacion de las soluciones

Definition 3.1. Decimos que una funcion x : [0, c0] — R* es oscilatoria {t,},,_, con t,, — oo ,m — oo tal
que x(t,,) = O param = 1,2,3, ... y x no es oscilatoria si existe T € [0, o] tal que |x(¢)| > 0 para todo t > T.

Lema 3.2. Si x(t) = x(t, ) es solucion no oscilatoria de (6), entonces x(t) — 0 cuando t — oo en forma
mondtona, ademds x'(t) — 0 cuando t — oo y x(t) es acotada inferiormente por —1 y superiormente por

max {$(0), m, ¢} -

Prueba. Como x(¢) es solucién no oscilatoria de (6) existe T € [0, o] tal que |x(f)| > O paratodo t > T,
luego, existen dos posibilidades:

1. x(#) > Oparatodot>T
2. x(t) <Oparatodot>T
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en cualquiera de los casos x(f) es de signo constante si t > 7. Si ocurre 1.) , de (6) se deduce que
X() + 1= ($(0) + 1) e b =D 5 0 6i ¢(0) > —1

entonces x(t) > —1 para todo ¢ > 0, y si ocurre 2.) entonces —1 < x(¢#) < 0 para todo t > T. Si ocurre 1)
entonces .
() = ($(0) + 1) e~ h @645 _ 1 < (3(0) + 1) e® — 1 = ¢(0).

Seam = max {x(¢) : t € [0, T]}, entonces tenemos que —1 < x(f) < M = max {¢, ¢, m}, luego, x(¢) es acotada.
Ahora, como x(f) es de signo constante sit > T y x(f) > —1 para todo ¢ > 0, en particular, x(t — 1) > —1
paratodo ¢t > T — 1, multiplicando la primera ecuacion de (6) por x(z — 1) resulta que

X(Ox(t=1) = —ax*(t = (1 + x()) <0

por ser a (1 + x(¢)) > 0y x>(t — 1) > 0. Veamos que lo anterior implica que x(¢) y x(t — 1) tienen el mismo
signo si t+ > T — 1. Supongamos lo contrario, entonces existe un ¢ > T — 1 tal que x(¢*) y x(+* — 1)
tienen signos opuestos, lo que indica, por continuidad que existe € (t — 1,¢*) tal que x(f) = O con f > T,
contradiciendo el hecho que |x(7)| > O para todo ¢ > T. Entonces, debe ser que x(f) y x(¢ — 1) tienen el mismo
signo sit > T — 1. Esto implica, a su vez, que x’(#) y x(¢) tienen signos constantes pero opuestos si t > 7. De
esta manera se presentan dos posibilidades:

a) x(t) > 0y x'(r) < 0 : entonces x(¢) es acotada superiormente por 0 y decreciente con lim x(#) > 0 cuando
t — oo

b) x(t) < 0y x’(#) > 0 : entonces x(f) es acotada superiormente por 0 y creciente, entonces converge en
forma creciente.

en cualquiera de los dos casos converge en forma monétona y debe hacerlo a uno de los puntos criticos
de (6), es decir, debe converger a 0 o a —1. En el caso 2), como x(¢) > —1 para ¢ > T, y ademds, es creciente,
no puede converger a —1, luego, debe converger a 0. Si ocurre 1), como x(¢) es decreciente y x(f) > 0 para
todo ¢ > 0, entonces no puede converger a —1, por lo tanto, su convergencia es a 0. En cualquiera de los dos
casos lim;_,., x(¢) = 0.

De (6) se deduce que lim,_,., x'(f) = 0, dado que

(¢

La prueba estd completa. m

Lema 3.3. La estabilidad asintdtica de x'(t) = —ax(t—1) (1 + x(1)) es equivalente a la estabilidad asintdtica
de la ecuacion diferencial con retrado x'(t) = —ax(t — 1).

Prueba. Como lim,_,«, x(f) = 0y lim,—,c x(#— 1) = 0 entonces lim,,« x(f)x(t — 1) = 0. Para x(¢) préximo
a 0 podemos despreciar el término —ax(r — 1)x(¢) y la estabilidad asintética de

X () = —ax(t — 1)1 + x(t)) = —ax(t — 1) — ax(t — 1)x(¢) ©)
es la misma estabilidad asintética de la ecuacion retardada

X'(t) = —ax(t-1) (10)
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Reciprocamente, silim,_,., x(z—1) # 0 entonces lim,_,., x(¢) # 0 lo que a su vez implica que Iim,_,., x(*)x(t—

1) # 0, y entonces lim,_,, —ax(t — 1) (1 + x(¢)) # 0 ya que lim,_,, x(¢) > —1.

La prueba estd completa. m

A continuacién estudiamos la estabilidad asintética de (10), para esto determinemos la ecuacidn carac-
teristica asociada.

Seay = ae, tendremos

ayit-1=a (ae’l(’_”) = ?eVe™ Y (1) = adet

entonces

21

y = —ay(t—1) @ ale’ = —a?ele™

y de aqui resulta que
A+ae =0, (11)

A

esta ecuacion se conoce como la ecuacién caracteristica de (10) y se tiene que y = e es solucién de (10)

siysolosid+ae*=0.
La prueba del siguiente Lema puede encontrarse en ([5], pag. 37).

Lema 3.4. Todas las soluciones de (10) son oscilatorias si y solo si la ecuacion caracteristica asociada
A+ et = 0 no tiene raices reales.

Lema 3.5. Si @ € (0,0), una condicion necesaria y suficiente para que todas las raices de (11) tengan
parte real negativa es que 0 < @ < /2

Prueba. Veamos primero si A = a+bicon b € [0, o) es solucién de (11) . Entonces a = —ae™ cos(b); b =
—ae? sin(b).
Por ser A raiz de (11) tenemos
0+0i = 0=A+ae™
= (a+bi)+ae
= (a+ bi) + ae™® (cos(=b) + i sin(—=b)
= (a+ib) + ae cos(b) — iae*sin(b)
= (d+ ae “cos(b)) +i(b— ae *sin(b))

—(a+bi)

lo que implica que a = —ae™“ cos(b) y b = ae™ sin(b).

Veamos que si 0 < @ < /2 entonces todas las raices de (11) tienen parte real negativa. Supongamos que
(11) tiene unaraiz A = a + ib con a > 0, tenemos de (11) que A = —ae 1 <0, pero A4 = 0 no es raiz de (11)
por ser @ > 0, entonces debemos tener que A < 0. Por la paridad de la funcién coseno podemos suponer que
b > 0 lo que implica que 0 < b = ae™sin(b) < @e™ < @ < m/2 lo que implica que 0 < b < 7/2, entonces
a = —ae “cos(b) < 0yaque por ser 0 < b < m/2 se tiene que cos(b) > 0 eto contradice que a > 0. Esto
prueba la suficiencia.

Para probar la necesidad veamos que cuando @ = +7/2 , (10) tiene un par de raices imaginarias 4 =
+7/2i = *ai.

Tenemos que para cada

= givad=Givaleon(5)visn(5)
A+ ae 21+a/e2 21+C&' Cos 3 + 181n )
T
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entonces ’2—’1' es raiz de (11) . Andlogamente se prueba que —m/2i es también raiz de (11). Esto prueba la
necesidad. m

Lema 3.6. Sea « € (0, o) entonces todas las soluciones de x'(t) = ax(t — 1) son oscilatorias sia > e y

tiene una solucion no oscilatoria si a < e
Prueba. Supongamos que la ecuacién x'(f) = ax(t — 1) tiene un solucién oscilatoria con
a>e! (12)

, entonces, por el Lema 3.4 la solucién caracteristica asociada A + ae™* = 0 tiene una raiz real 1 = —u con
u > 0 porque ésta no puede tener raices positivas o nulas por ser ae™ > 0, entonces

—u+e =yt =0 u=é",

como u >0 "
1=o& (13)
u

Consideremos la funcién g(u) = €"/u con u € (0, o). Difrenciando esta funcién tenemos que

) uet —e'  e'u-1)
u) = = .
& u? u?
Se puede observar que u = 1 es un prunto critico, ademas como g’(u) es negativa para u € (0, 1) y positiva
para u € (1, co) entonces la funcién g posee un minimo absoluto en # = 1, en consecuencia, g(u) > g(1) = e.

De (13), tenemos
U

l=a— > ae
u
y de aqui @ < e~ '. Esto contradice (12), entonces si a > e~! todas las soluciones de x'(f) = ax(t — 1) son
oscilatorias.

Supongamos ahora que a < e”! & ae < 1. Definamos F(1) = 1 + ae™* entonces F(0) = o > 0y
F(-1) = =1 + @e < 0 por ser ae < 1. Por continuidad, existe una raiz real en [—1, 0] correspondiente a la
cual x’(#) = ax(t — 1) tiene una solucién no oscilatoria.

Es conocido que si e™! < @ < 71/2 con a = yh todas las soluciones de (3) son oscilatorias y convergen
en forma oscilante a P. Como la estabilidad asintdtica de (6) es equivalente a la estabilidad asintética de (7)
para ¢t > 0, entonces si ¢! < @ < /2 ambas son oscilatorias, ysi0 < a< ¢! el nimero de ceros de las
soluciones de (6) es finito por no ser oscilatorio , entonces, por el Lema 3.2 dichas soluciones convergen a 0
en forma monétona y si e”! < @ < 7/2 las soluciones de la ecuacién de Hutchinson convergen a P en forma
oscilante.

Del cambio de variable N(f) = P(1 + x(s)) tenemos lo siguiente:

1

1. Si0 < @ < ¢! tenemos que x(f) — 0 cuando ¢ — oo en forma mondtona , es equivalente a que, si
0 < a < ¢! las soluciones de (3) convergen a P en forma monétona.

2. Sie™! < @ < 7/2 las soluciones de la ecuacién de Hutchinson (3) convergen a P en forma oscilatoria,
es equivalente a , si e~! < @ < /2 las soluciones de (3) convergen a cero en forma oscilatoria.

En conclusién, si 0 < & < ¢! las soluciones de (3) y también las de (6) convergen a 0. m
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4. El Teorema de los niimeros primos.

El Teorema de los Numeros Primos nos proporciona un estimativo sobre la distribucién de los nimeros
primos en la sucesion natural cuando N es grande.

Definition 4.1. La funcion n(n) es la que asigna a cada niimero real n la cantidad de nimeros primos
menores o igual a n, por ejemplo, n(1) = 0,7 (10) = 4, 7(100) = 25.

La afirmacion del Teorema fue conjeturada independientemente por Gauss en 1792 y por Legendre en
1798, pero solo en 1896 en forma independiente por J. Hadamard y C. De La Vallé-Poussin demosraron di-
cho teorema en forma analitica , o sea, mediante el uso de funciones de variable compleja y sus propiedades,
pero estas demosraxiones resultaron muy complicadas, por eso otros matemadticos continuaron buscando
otras pruebas mds simples y transparentes. En 1949 A. Selberg y P. Erdos dieron una demostracién mas
elemental sin usar variable compleja pero la prueba atin es muy complicada. Otra prueba del mismo fué pre-
sentada por N.A. Carella (Ver [1]) usando el Teorema del Valor Medio para funciones aritméticas y algunas
propiedades de la funcién Zeta de Riemann.

La sencilla prueba que presentamos aqui estd basada en la ecuacién de Hutchinson con retardo finito,
algunas sugerencias dadas por [3], y en otras, cambios de variable realizados.

El Teorema de los nimeros primos afirma que

. n(n)In(n)
lim —————= =

n—oo n

1. (14)

En otras palabras, que para n grande m(n) es aproximadamente igual a n/ In(n).

Tenemos que lim,_,., 1(n) = oo ya que en caso contrario los ndmeros primos serian finito lo que es
contradictorio.

Uno puede derivar procediendo muy heuristicamente el siguiente.

Lema 4.2. Sea

) _ 1
dn) = n Inn)
Entonces
Z/(l’l) = M (15)
2n
Prueba. Veamos que

) ) ~ 1 ’ . 1 21

= Anw) T \mm) »
()
~ \Inm)) nm) n

_ (L) _r 1
In(n) % In(n) 2n

e P
- In(n) ) In(y/n) 2n
—z(n)z(V/n)

2n '
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[

Es claro que z(n) = 1/ In(z) es solucion de (15) y que z(n) — 0 cuando n — oo., pero surge una pregunta:
(Todas las soluciones de (15) tienden a cero cuando 7 tiende a infinito?

Esto es lo que probaremos a continuacion y de aqui deduciremos el Teorema de los Nimeros Primos

Teorema 4.3. El cambio de variable
x(t)=z(e¥)2 -1

transforma la ecuacion (15) en
x(t) = —In2)x(r — 1) (1 + x(2)) .

Prueba. De (15) se deduce que

X+ 1=z(F)2 y xt-D=z(¥)27" =1 (16)
Sean = % entonces In(n) = 2y
_ In(In(n))
T InQQ) an
Y 1
[ InnGy) | Inng) = In@) _ (%) _ In(vinG) 8
T W) In(2) T @) Q) (18)
De (16),(17) y (18) se deduce que
In(In(n))
_(In(n(n)) _ _ x(W) +1
_X(I) +1= x(w) +1= Z(l’l) ln(n) =4 z(n) = W (19)
’ (l (In(vi ))
n(In( vn)
In (In( ) N~we )t
x(t—l):x[W]=z(\/ﬁ)ln(\/ﬁ)—l@z(\/ﬁ)=w (20)

Derivando la expresion derecha de (19) respecto a n, se tiene

1 x;(ln(ln(n)))_l (M)+1

, nlin(2) In(2) n In(2)
Z(n) = 3
(In(n))
reemplazando z(n),z(/n) y Z’(n) en la ecuacioén (15) se tiene
In(n(n)) In(inCvi) ) 4
| ,(m(ln(n))) 1 (ln(ln(n))) ‘1 () 'x( ) )+
@ * T 7\ T In(n) in(V7)

(In(n))* 2n
- (r (1) (x(232) 1)
1 (n(n))* 2n
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eliminando en la cuacién 2, 1/n y (In(n))? y despejando x’ resulta

() m@{_(x(%) ) ) ) ) 1)}
-t o)) o T )

—In(2) (x (ln (ln(n))) + 1) X (_ln (ln( \/ﬁ)) ]

In(2) In(2)

De (17) y (18) se deduce que esta ultima ecuacion resultante tiene la forma de la ecuacion (6) con @ = In(2),

y como ¢~ < In(2) < 7/2 entonces todas las soluciones x(f) — 0 cuando t — co. m

A continuacion, el Teorema de los nimeros primos.

Teorema 4.4. Dada la funcion n(n) definida como lacantidad de niimeros primos menores o iguales a

n € R, entonces
Iim @ In(n) = 1.

n—oo n
Prueba. De (17) tenemos que ¢ — oo cuando n — oo; ahora,

(n)

x() =z(e)2' = 1 =z(m)In(n) - 1 = In(n) — 1.

n

1

Como e~ < In(2) < 7r/2 entonces todas las soluciones de (6) tienden a 0 en forma oscilatoria, luego

lim x(¢) = lim (z(n) In(n) — 1) = lim () In(n)—1=0
t—0o0 n—o0 n—oo n

esto quiere decir que para n grande el orden de crecimiento de m(n) es similar al orden de crecimiento de la
funcién n/ In(n), por tanto

n(n)

= In(n)

y el teorema queda demostrado. m
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