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Resumen

Sea n un entero positivo y R un anillo con elemento identidad; notamos por R" el R-médulo izquierdo cuyos elementos
X1

sondelaforma: | : | tal que x; € Rparacadal <i < n. En el presente trabajo, se estudian condiciones de invertibili-

Xn
dad de matrices rectangulares sobre R via relaciones de congruenciaen N = {1,2- - - }, estipulando que anillos tienen
numero de base invariante.

Palabras claves: Anillos con elemento identidad, matrices invertibles sobre un anillo, nimero de base invariante,
congruencias.

Abstract

Let n be a positive integer and R a ring with identity element, I noticed for R” the left R-module whose elements are of
X1

the form: | : | such that x; € R for each 1 < i < n. In this paper, invertibility condition of rectangular matrices over R
Xn

are studied via congruence relations in IN = {1,2,3- - - } stipulating that rings have invariant basis number.

Keywords: Rings with identity element, invertible matrices over a ring, invariant basis number, congruences.

1. Introduccién cuales se presentan matrices rectangulares
. . : ‘invertibles’, esto es, matrices de tamafio m X n
Este trabajo estd basado en algunas ideas toma- ’ !

das de [1]. Nuestra labor consisti6 en analizar y sobre un anillo R, digamos P para la cual existe

. ) una matriz tnica Q de tamario n X m sobre R
detallar las demostraciones alli presentadas. Q

En los cursos basicos de teoria de algebra lineal, tal que PQ = Iy QP = I, donde Ly e I son

. . s 1 trices identidad de t fi X X
solo se estudia el concepto de invertibilidad as matrices idenficad de tamano it >ty 1t > 1

. respectivamente.
para matrices cuadradas con entradas en un

campo; sin embargo hay situaciones en las
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Cuando toda matriz invertible en un anillo R es
necesariamente cuadrada, el anillo R se dice que
tiene un Numero de Base Invariante. Muchos
anillos tales como los campos o los enteros
tienen esta propiedad y existen resultados que
muestran que tal propiedad puede transmitirse

de un anillo a otro.

En el presente trabajo se dan algunos ejemplos
de anillos que no tienen niimero de base inva-
riante, los cuales pueden clasificarse mediante
una relacién de congruencia sobre los ntimeros
naturales, lo que nos permite determinar el
tamafio permitido de las matrices invertibles.

Tal relacién de congruencia es a su vez deter-
minado por su tipo (w,d) , el cudl es llamado el

tipo del anillo o el tipo de la congruencia.

Para este estudio utilizaremos los conceptos de
congruencia en N = {1,2,3, ...}, anillos con ele-

mento identidad y homomorfismo de anillos.

2. Preliminares

En esta secciéon se estudian los anillos, los
subanillos, los ideales, los médulos, las relacio-
nes de equivalencia, etc. Tales temas pueden

consultarse en: [5],[6],[7].

Sea R un conjunto no vacio, dos operaciones de-

’

finidasen R, “+ "y “ - ”. Diremos que (R, +,)

es un anillo si se verifica:
R1) (R,+) es un grupo abeliano;
Ry) (R,-) es asociativo;

R3) Se cumplen las leyes distributivas:
(x+y) z=x-z+y- -z
x-(y+z)=x-y+x-z

Si el anillo satisface:

Ry) x-y =y xparatodo x,y € R entonces R es

un anillo conmutativo; ademas si existe 1 €
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RtalqueVx € Rx-1 =1-x = x, diremos
que R es un anillo con elemento identidad.
Escribimos simplemente xy en vez de x - y

y al médulo de la suma lo notaremos 0.

En R;) cuando decimos que (R, +) es un grupo

abeliano significa:

(i) En el conjunto R esta definida la operacién

binaria: (x,y) — x +y;

(i) La operacién es asociativa: (x +y) +z =

x+ (y +z), para todos los x,y,z € R;

(iif) R posee el elemento neutro (unidad) 0: 0 4

x =x+0 = xparatodox € R;
(iv) Para cada elemento x € R, existe el inverso

—x:x+(—x)=(-x)+x=0;

(v) R es conmutativo: x 4+ y = y + x para todos

los x,y € R.

Sea {0} # Runanilloy @ # S C R. Diremos que

S es un subanillo de R si se verifica:
(i) VxVy x—y €S;

(ii)) VxVy x—y €S

Sea R # {0} un anillo. Para 0 # a4 € R diremos
que a es un divisor de cero si existe b € R, b # 0
tal que ab = ba = 0.

Si R es un anillo conmutativo sin divisores de
cero y con elemento identidad diremos que R es

un dominio entero.

Todo campo es un dominio entero.

Sea ¢ : R — S una funcién, R y S anillos. Dire-
mos que ¢ es un homomorfismo de anillos si se

satisface:

) plx+y) =v(x) +v(y);
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i) P(xy) = p(x)P(y)

para todo x,y € R.
Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos,

entonces:
1) ¥(0r) = 0Os;
2) P(=x) = —¢p(x);

3) p(nx) = ny(x) paratodon € Zy todo x €
R;

4) Si Ry S son dominios enteros entonces o

es una funcién constante cero o (1) = 1.

donde Og,1g y Og, 15 son los médulos de + y -

para Ry S respectivamente.

¢ : R — S es un isomorfismo de anillos si cum-

ple las siguientes condiciones:
i) ¥ esbiyectiva;
ii) 1 es un homomorfismo de anillos

Silos anillos R y S son isomorfos lo denotaremos

como sigue: R ~ §S.

¢ : R = S es un isomorfismo de anillos si y so-
lamente si ¢ : R — S es un homomorfismo de
anillos y ¢! : S — R es un homomorfismo de

anillos. Demostraciéon

(=) Por ser ¢ biyectiva tenemos que §(x) =
yeyp iy =x
Sean y,iy € S, dado que ¢ es biyectiva entonces
existen x, X tal que ¢(x) = y, ¢(X) = . Enton-
ces 1 (y) = xy p~1(§) = . Dado que ¢ es un
homomorfismo de anillos entonces:

) px+3) =) +9(x) =y +y

i) p(xx) = () yp(x) = yy
Por i) tenemos que ¢~ l(y +¥y) = x+
¥ = v Yy) + ¢ (y) y por ii) tenemos que
Y (yy) = 2% = ¢~ (y)y (7). Por tanto y

es un homomorfismo.
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(<) Dado que existe (! entonces i es biyecti-
va y ademds como ¢ : R — S es un homomor-
fismo de anillos entonces por definicién ¢ es un

isomorfismo de anillos. &

Una matriz A con # filas y # columnas se deno-

mina matriz cuadrada de orden 7.

Si A es una matriz cuadrada y si se puede en-
contrar una matriz B del mismo tamafio tal que
AB = BA = I entonces se dice que A es invertible

y B se denomina una inversa de A.

Si By C son, ambas, inversas de la matriz A, en-

tonces B = C.

Si Ay B son matrices invertibles del mismo ta-

mano, entonces
a) AB esinvertible,

b) (AB)"' =B 1A~1

Si A es una matriz cuadrada, entonces las po-
tencias enteras no negativas de A se definen co-

mo A = 1 A" = AA A(n > 0).

nfactores
Ademas, si A es invertible, entonces las poten-

cias enteras negativas de A se definen como
AN — (A—l)n — A 1p-1 A1

nfactores
Si A es una matriz cuadrada y r y s son enteros,

entonces A"A° = A"y (A7) = A”S.
Si A es una matriz cuadrada e invertible, enton-
ces

a) A 'esinvertibley (A~1)"! = A.

b) A" es invertible y (A")~! = (A~1)" para
n=012---

¢) Para cualquier k € R diferente de cero, la

matriz kA es invertible y (kA) ™! = %A’l.
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Si A es una matriz invertible, entonces AT tam-

bién es invertible y (AT)"! = (A~1)T.

Sea R un anillo, I un subanillo de R.

i) Si paratodoi € Iy paratodor € R se ve-
rifica que ri € I, diremos que I es un ideal

izquierdo de R ;

ii) Si para todoi € Iy para todo r € R se ve-
rifica que ir € I, diremos que I es un ideal

derecho de R.

Si se cumple i) y ii) diremos que I es un ideal

bilateral de R o simplemente un ideal de R.

Si R es un anillo, aR = {ar | r € R} y Ra =
{ra | r € R} son ideales derecho e izquierdo de

R respectivamente.

Si Iy K son ideales entonces definimos I + K =
{i+k|ieLkeK}e
m

IK = {Zaibi | a; € ,bje K,m e N}
i=1

Si Iy K son ideales de un anillo R, entonces:
i) INKesunidealde R ;
i) I+ KesunidealdeR;

i) IK es unideal de R

Sea Runanilloe I unidealde R.EnR/I = {x +
I | x € R} las operaciones + y - se definen: + :
R/IxR/I — R/I,definidopor (x+ I, y+1I) —
(x+I)+(y+I)=(x+y)+1y-:R/IXR/I —
R/1, definido por (x + Ly +1) — (x+1I)- (y +
)= (x-y)+1I

Sea Run anilloe I unideal de R.Si R/I = {x +

I | x € R} entonces:
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i) R/I es un anillo, llamado anillo cociente de

RporI;

ii) Si 1 es el elemento identidad de R entonces

1+ I es el elemento identidad de R/ I ;

iii) Si R es conmutativo entonces R/I es con-

mutativo.

Cada anillo con elemento identidad posee al

menos un ideal maximal.

Sea R un anillo conmutativo con elemento
identidad. Entonces M es un ideal maximal de

R'siy sélo si R/M es un campo.

Si R1, Ry son anillos con elemento identidad,
(Ry,+,7), (Ry,+,'), D = Ry X Ry. En D se
define para x € Ry,y € Ry,u € Ry,v € Ry;
(x,y) & (u,0) = (x+u,y+'0)y (x,y) © (u,0) =
(x-u,y ' v).Con estas operaciones D es un anillo

con elemento identidad.

Sea R un anillo con identidad y sea V un grupo
abeliano escrito aditivamente. Si la aplicacion - :
R xV — V, definida por -(x,v) = x - v := xv

satisface las siguientes propiedades:

(M1) x(u+v) =xu+xv, paratodox € R, u,v €
v;

(M) (x+y)v = xv+yv, paratodo x,y € R,
vEeV,

(M3) (xy)v = x(yv), paratodox,y € R,v € V;
(My) 1v =v, paratodov € V.

Entonces V se dice un R-médulo a izquierda o
un R-moédulo izquierdo. Andlogamente se defi-
ne R-médulo a derecha.

A menos que explicitamente se mencione lo con-
trario, el término médulo significard médulo iz-

quierdo.
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Moédulos sobre un campo F y espacio vectoriales
sobre F son lo mismo.

Un subconjunto S = {s1,52,...,5,} de un R-
modulo, se dice linealmente independiente(L.I)
si la tnica combinacién lineal nula con los ele-
mentos de S es a través de escalares nulos de R.
Mas exactamente, S es linealmente independien-
tes si para cualesquiera escalares aq,- - - , 4, € R
secumpleque ! a;5, =0=4;=0,1<i<
n.

Nota. Por definicién asumimos que el conjunto
vacio es L.I. Un subconjunto cualquiera S de V
es L.I si cada subconjunto finito de S es L.I. S es
linealmente dependiente (L.D) sino es L.I.

Si S = {s1,52,...,5x} es un subconjunto de un
R- médulo V, diremos que S genera a V, si para

todov € V existency,cy,...,c; € R tales que

lo denotaremos por (S) = V.

Un subconjunto no vacio S de un R- médulo V,
es una base para V si se cumplen las siguientes

condiciones:
@ <S>=V;

(b) SesL.l

Un R-moédulo es libre si posee al menos una base.

La relaciéon binaria ~ en X se llama relacion de
equivalencia, sipara toda x, ¥/, x”” € X se cumplen

las condiciones:
(i) x ~ x (reflexividad);
(i) x ~ x" = x' ~ x (simetria);

(i) x ~x' A x' ~ x" = x ~ x" (transitividad).
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La escritura 4 ~ b expresa la negacién de la
equivalencia entre los elementos a,b € X.

El subconjunto ¥ = {x’ € X | ¥’ ~ x} C X de
todos los elementos equivalentes a un x dado,
se denomina clase de equivalencia contenedora de
X.

Dada una familia {B;};c; no vacia de subcon-

juntos de X, {B;};c| es una particion de X si

Py :UierBi=X

P, : Para cualesquiera B;, Bj, o bien B; = B; o

bien Bi ﬂ B] = Q.

Sea ~ una relacién de equivalencia en un con-
junto X y para todo x € X

seax = {x’ € X | ¥’ ~ x}. Entonces la familia
de conjuntos {X | x € X} es una particién de X.
El conjunto de clases de equivalencia se denota

por X/ ~, que es llamado el conjunto cociente.

3. Anillos con nimero de base invariante

Normalmente se habla de matrices inverti-
bles cuando son cuadradas. Sin embargo hay
situaciones en las que se producen matrices

rectangulares invertibles .

Durante todo el trabajo usaremos anillos R con
elemento identidad y

N ={1,2,---}.

Decimos que una matriz P de tamafio m X n
con entradas en R, es invertible si existe una
matriz Q de tamafio n X m con entradas en R tal
que PQ = I, y QP = I, donde I, e I, son las
matrices identidad de tamafios m x m y n x n

respectivamente.
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Si la matriz Q de n X m existe entonces es

Unica. Demostracién

Sean S y Q matrices de tamafio n x m tal que

PS=1,ySP=1,yPQ=1,yQP =1,

S(PQ) = (SP)Q = LQ = Qy
S(PQ) =SI,, = S.Entonces Q = S. A

Un anillo R se dice que tiene un Ntmero de
Base Invariante si y solamente si toda matriz
invertible con entradas en R es cuadrada.

Si un anillo tiene Ntimero de Base Invariante lo
denotaremos NBI. Es decir, R tiene NBI < (V

P)(P es invertible = P es cuadrada).

Algunos anillos conocidos como los enteros y
los campos gozan de esta propiedad. Algunos
resultados fundamentales muestran que la pro-
piedad de tener un niimero de base invariante
puede transmitirse de un anillo a otro (mediante

homomorfismo de anillos).

Sea n un entero, n > 1y R un anillo.

Escribimos R" =
X1

x;€ERi=1,,n

El rango de un R-médulo es la cardinalidad de la

base.

R"™ es un R-médulo libre de rango n.

Si F es un campo, P es una matriz de m x n so-
breFy T: F'"— F™  definidaporT(x)=
Px; entonces T es una transformacion lineal, es

decir, para todo x,y € F" y paratodor € R

i) T(x+y)="T(x)+T(y)
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i) T(rx) =rT(x),r € F

Demostracion

Sean x,y € F", r € F. Entonces

T(x+y) = P(x+y) =Px+Py=T(x)+ T(y)
y

T(rx) = P(rx) = r(Px) = rT(x)

Por tanto T es una transformacion lineal.

Si F es un campo, P es una matriz invertible de
tamafio m X nsobre Fy T: F" — F™ es
una transformacién lineal entonces los vectores
T(ey) = Pey, - ,T(en) = Pe, forman una base

para F”". Demostracién

Dado que P es una matriz invertible de tamafio
m X n entonces existe Q de tamafio n x m tal
que PQ = I, y QP = I,,.

Veamos que T(ey) = Pey,---,T(ey) = Pey

son linealmente  independientes.  Sean
€1, ,cn € F, tales que
c1(Per) + c2(Pep) + -+ + cy(Pey) = 0 =
P(cier) + P(cpep) + -+ + Plcpen) = 0 =
P(cier + cxex + -+ + cuep) = 0 =
QP(cier + cep + -+ + cuey) = 0 =
In(cier + coep + -+ + cpey) = 0 =
cie1 +cer+ - +cpey = 0 =01 = ¢ =
- =¢y =0, pués {eq,---,e,} forma una base

para F".
Veamosque T: F" — F™ essobreyectiva.
Sea w € F™, definamos x = Qw entonces x € F"
y T(x) = Px = P(Qw) = (PQ)w = Lyw = w.
Por tanto T es sobreyectiva.

Veamos que T(ey) = Pey,---,T(ey) = Pey,

genera a F". Sea s € F", como T

es sobreyectiva existe q €
T(q) =
s=T( i cie)) =Y qciT(ej) =Y ciPe; B

F" tal que

s pero q = Y/ ,cje; entonces
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Si F es un campo entonces F tiene NBIL

Demostracion

Sea P una matriz invertible de tamano m X n
sobre F. Por la proposiciéon anterior se tiene
que T(ey) = Pey,---,T(ey) = Pe, forman una
base para F" con n elementos. Dado que F™
es un espacio vectorial entonces el nimero de
elementos de una base es la dimensién que
sabemos que es tnica entonces n = m. Por tanto
toda matriz P invertible sobre F es cuadrada,

por tanto F tiene NBI .

Supongamos que f: R — S esun homo-
morfismo de anillos y P es una matriz invertible
con entradas en R. Supongamos que P tiene
inversa Q, entonces f(P) tiene inversa la cual es

f(Q). Demostracién

P = [py]y Q= [a]

PQ = {Zpiﬂjk} = [0], donde &y =
1 sii=k
0 sii#k

f(PQ) = f( {Z pijﬁjk}) = [Zf(pij%k)}
= [T fpi)f(aj0)]

Es decir, f(PQ) = f(P)f(Q), pero PQ = Ig,
entonces f(P)f(Q) = f(PQ) = f(l) = Is,
entonces f(P)f(Q) =
f(Q)f(P) = I, entonces f(P) tiene inversa

f(Q).m

Is, andlogamente

Sea f: R— S esun homomorfismo de
anillos. Si S tiene NBI entonces R tiene NBI.

Demostracién por contrareciproca
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Supongamos que R no tiene NBI entonces existe
una matriz invertible P de tamafio m X n y
m # n con entradas en R. Entonces existe Q
de tamafio n x m tal que PQ = I, y QP = I,.
Tenemos que:

fIm) = fF(PQ) = f(P)f(Q)y f(In) = f(QP) =
F(Q)f(P)

Es decir f(P) es una matriz invertible de m x n
y m # n, es decir no cuadrada, esto significa que

S no tiene NBI I

Supongamos que R es conmutativo entonces
existe un homomorfismo ¢: R — F para

algtin campo F. Demostracién

Dado que R es un anillo conmutativo con
elemento identidad entonces tiene un ideal
maéximal M y entonces F = R M es un campo.
Ahora ¢ : R — F, la definimos r — r+ My
ademads definimosla +y-enF = R /M.

) (r+M+ (' +M)=(r+1)+M
i) rP+M)-(r'+M)=(r-r')+ M

Veamos que ¢ es un homomorfismo de anillos.

def (

pr+7)= (r+7)+ M= (r+ M)+ (' + M)

= ¢(r) + ¢(r')

Es decir ¢(r +7") = ¢p(r) + ¢(1').

p(r- ) E (rr) + M= (r+ M) (' + M)
= ¢(r) - (")

Es decir, ¢p(r-7') = ¢p(r) - p(+") R

Todo anillo conmutativo con elemento identi-

dad tiene NBI. Demostraciéon
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Dado que existe un homomorfismo ¢ : R — F
para algtn campo F y F tiene NBI entonces por

proposicién R tiene NBI. l

El ejemplo de un anillo sin NBI es provisto por
el cono C(R) de un anillo R.

Los elementos de C(R) son las matrices infinitas
sobre R, con filas y columnas indexadas por
los ntimeros naturales, cada fila y columna
tiene tinicamente un ntimero finito de entradas

distintas de cero.

Los elementos

100 00 O---
0 01O0O0®O0---
0 00O0T1OQ0---

0100O0O---
00010 O0---
0 00O0O0OT1---

de 2 x 1, con

de C(R) da una matriz A = ( )

la matriz inversa transpuesta A = fyf .
En efecto,
1 0 0--
0 0 O0--
01 0--
pi=10 0 0-- y =
0 0 1--
0 0 O0--
0 00
100
0 00
010
0 00
0 01
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1 0 O-
t 0
PE=10 01
Ic(ry y 7Y =
Ie(r)
100
PE=10 0 1... Y
0 0 O0--
01 0--
0 0 O--
Ademas B'S + 7'y = Ic(r
0 0 O
; 0 0 O
PY =10 0 0
Oc(r) y 8" =
Oc(r)

Entonces,

AN = ﬁ) Bt
(IY 2><l(

(53 ﬁ?t) Iery
v '), \Ocr
AA - (‘Bt ’yt>1><2

32

oS = O
= o O

Y=
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Por tanto, C(R) no tiene NBL

4. Congruencias en IN y matrices rectangula-

res invertibles

Dados un anillo Ry a,b € N, decimos que
a ~g b siy solo si existe una matriz P invertible

de tamano a x b sobre R.

~pr es una congruencia en IN, es decir, que ~g
es una relacién de equivalencia y satisface la
propiedad aditiva en IN, esto es:

Sia~gbAc~rd=a+c~gb+d Demos-

traciéon

(i) ~r es reflexiva. En efecto, a ~r a, ya que

existe una matriz P = I;x, sobre R que es

invertible.
1z O 0
0 1gr 0
P =
0 0 --- 1z .

(ii) Supongamos que a ~r b, entonces existe
una matriz P invertible en R tal que P es
de tamarfio a x b. Entonces por definicién
existe una matriz Q de tamarfio b x a tal que
PQ = ILixa y QP = Ipxp. Entonces Q es
invertible y Q es de tamafio b X a4, entonces

b ~g a. Por tanto ~ es simétrica.

(iii) Supongamos que a ~g b A\ b ~p c entonces
existe una matriz P de tamafio a X b, inver-
tible y existe Q de tamafio b x ¢, invertible.
Entonces existen W de tamafio b x a tal que
PW = I;xq y WP = [y v F de tamafio
c x btal que QF = Iy y FQ = Iexc.
Entonces PQ es una matriz de tamafio a X c,

veamos que PQ es invertible.
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PQ(FW) = P(QF)W
= P(Ipxp)W
= (Plpxp)W

=PW = I1xq

(FW)PQ = E(WP)Q
= F(Ipxp)Q
= F(behQ)
—FQ

= Ic><c

Por tanto (PQ)(FW) = Lixa y (FW)(PQ) = Icxc
. Entonces a ~ c. Asi, ~ es transitiva. Por lo

tanto ~p es una relacién de equivalencia.

Veamos que ~p satisface la propiedad aditiva.
Supongamos que a ~g b A ¢ ~g d, veamos que
a+c~gb+d.

Es decir, existe una matriz P invertible de
tamafio a x b sobre R y existe una matriz Q

invertible de tamarfio ¢ x d sobre R.

(P O
0 Q (a+c)x (b+d)
Esta matriz H es invertible. En efecto, definamos
(W o
O F
P o\ (w o PW
HG: Y o f— PN p—
O Q O F O QF
IHXLZ O
O 1oxb/ (u)xiatn)
W O\ (P O WP O
GH: /\ N p— PN p—
O F/\o Q O FQ
Iyxpy O
O Ixe (b+c) x (b+c)
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Asi, a +c ~g b+d. Por tanto ~g es una con-

gruencia en IN W.

Observacion.

Si R tiene NBI, las tinicas matrices invertibles
son las cuadradas, entonces a ~g b < a = b.

Es decir, si R tiene NBI la relacién ~y es simple-

mente la igualdad (=).

Supongamos que ~ es una congruencia en IN.
Entonces podemos extender ~ a una congruen-
cia = en Z diciendo que a = b si y sélo si existe
un ntmero natural x tal que a +x ~ b+ x.

Demostracion

Veamos que = es una congruencia en Z.

(i) = es reflexiva. En efecto,
Sia > 0,a = apués ~ es reflexiva en IN.
Sia < 0, basta tomar x > —a. Entonces a +
X ~ a-+x, pués ~ es reflexiva en IN. Por

tantoa = a.

(ii) = es simétrica. En efecto,
supongamos que 4 = b, entonces existe x €
N tal que a + x ~ b+ x, como ~ es simétrica

en N entonces b + x ~ a + x entonces b = a.

(iii) = es transitiva. En efecto,
supongamos que @ = b A b = ¢ entonces
existen x,z € Ntalquea+x ~ b+xy
b+ z ~ c+zy como ~ es una congruencia
en IN, entonces tenemos que (a + x) + (b +
z) ~ (b+x)+ (c+z)entoncesa+ (x + b+

z) ~c+ (x+b+z), entonces a = c.

Por tanto = es una relacién de equivalencia.

Ahora, veamos que = es una congruencia en Z.
Supongamos que a = b A ¢ = d entonces existen
x,z€ Ntalquea+x ~b+xyc+z~d+z

como ~ es una congruencia en IN, tenemos que
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(a+x)+ (c+z) ~ (b+x)+ (d + z), entonces
(a+c)+ (x+z) ~ (b+d)+ (x +z). Entonces
at+c=b+d.

Para evitar confusién, siempre usaremos ~ para
la congruencia en IN y = para la congruencia en

z.n

Sea ~ una relacion de congruencia en IN, que no
sea la igualdad, y = la relacién de congruencia
en Z, determinada por ampliacién de ~; el
menor ntimero natural d tal que d + x ~ x para
algtin x € IN se denomina el médulo de =.

La existencia del d se justifica por lo siguiente:
Dada ~ una relacién de congruencia en NN,
tomamos la relacién = en Z extendida desde
IN: dados a,b € Z, a = b si existe x € N tal que
a+x~b+x.

Tomemos la clase [0] en Z, esto es,
0 = {z € Z | z4+x ~ x, para algun
x € IN}. Supongamos que existe z € [0],z € Z
y z # 0.Siz < 0 entonces z + x ~ x, para algin
x € IN. Dado que ~ es una congruencia en IN y
—z > O0entonces x = z+x+ (—z) ~ x+ (—z2),
entonces x ~ x + (—z) y por tanto —z € [0].
Tomemos S = {m € N | m + x ~ x, para algun
x € N} # @y S C IN. Por el principio de buena
ordenacién, existe d tal que d = minS. Asi, d
es el minimo en IN de los niimeros y € IN tal
que y + x ~ x para algin x € IN. En particular,
existe x € N tal que d + x ~ x y para todo
y€Ncony+x~x, paraalginx € N, d <y.

Si = es una congruencia en Z, definimos para
nmeN CZ,m=~n-< m= n. Entonces = es
una congruencia en IN, es decir restringiendo =

a IN. Demostracion

a)n~=npuésn=n;
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b)nxm=>n=m=>m=n=>m=n;

¢oSinccmAmrs=>n=mAm=s=

nN=s=nss;

dSincmANlxs=n=mANIl=s=

n+l=m+s=n+l~m+s.

Por tanto ~ es una congruencia en N. l

Si = es la congruencia ordinaria en Z, esto es:

a

b (mod d) si existe k € Z tal que
a = b+ (k—1)d. Restringiendo = en NN,
tenemos que para a,b € N, a = b (mod d) si
existe k € N talquea = b+ (k—1)d.

Por tanto, para tal congruencia en IN sus clases

de equivalencia son de la forma:

{fe+(k—1)d | k € N} = {e,e+d,e+2d,e+
3d,---},dondee=1,---,d.

En efecto, dadoquea ~ben Nsiysélosia =b

(mod d) en IN. Entonces,

{x|x~e}={x|x=e(modd)}
={x|x=e+(k—1)d, ke N}
={e+ (k—1)d | k € N}

dondee=1,---,d.

w = min{x € N | x ~ x+d}. La existencia de
w se justifica por lo siguiente:

SiS={xeN|x~x+d} CN, por definicién
de d, dado que d € [0] entonces existe x € N tal
que x +d ~ x, entonces S # &, por el principio

de buena ordenacion, existe w tal que w = minS.
Para d y w definido anteriormente, el par (w, d)
es llamado el tipo de la congruencia o el tipo del

anillo.

Sea ~ una relacion de congruencia en IN que
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no es la igualdad. Entonces existen nume-
ros naturales w y d tal que el conjunto de
clases de equivalencia bajo ~ comprende
{1},{2},--- ,{w — 1}. Junto
{e,e +d,e+2d, -},
e=w,w+1,--- , w+d-1

w — 1 clases

con d clases infinitas

Reciprocamente, cualquier particion de IN da
una relacién de congruencia en IN. Demostra-

ciéon

Supongamos que ~ es una relacién de con-
gruencia en IN que no es la igualdad, y sea d el
modulo de la congruencia =, extensién de ~ a
Z.

Dado que por definicién d es el menor niimero
natural congruente a 0 entonces por definicién

existe un ntimero natural x tal que x ~ x +d.

Por definicién w es el menor niimero natural
que satisface que w ~ w + d. Para cualquier
e > w, por ser ~ una congruencia tenemos que
e—w ~ e —w, también tenemos w ~ w+dy
utilizando la propiedad aditiva tenemos que
e=w+(e—w) ~w+d+(e—w) = e+d.
Si e = w entonces dado que w ~ w+d
entonces e ~ ¢+ d. Por tanto para cual-
quier ¢ > w (1) entonces tenemos que
e ~ e+d. Por tanto la clase de equivalen-
cia de e contiene {e,e + d,e + 2d,---}. Asi,
en{ee+de+2d,---} # @, por lo tanto son
iguales.
Para u < w, mostremos que la clase de
equivalencia de u# es un conjunto unitario.
Supongamos que u (la clase de equivalencia
de u), u = {u,v,---} y que v es el menor
miembro de i pero que excede a w — 1. Entonces
v > w—1,porloquev > w, por (1) tenemos que
v ~ v+dydado que u ~ vy por la propiedad

aditiva tenemos que u +d ~ v+ d. Entonces

u+d~v+dyv+d~vyv ~ uentonces por
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transitividad tenemos que u +d ~ u, es decir,

u ~ u + d contradiciendo la definicién de w.

Asi, las clases unitarias son {1},{2},---,{w —

1}, y las clases restantes son como fue dicho.

Reciprocamente, veamos que cualquier parti-
cién de IN da una relacién de congruencia en IN.
Supongamos que N = | J Cry C:NCy # D =

xeIN
Cy = Cy.

Definamos una relaciéon ~, a ~ bsiy sélosiay

b pertenecen a un mismo subconjunto Cs.

(i) ~ esreflexiva. En efecto, dado que a y a per-

tenecen a un mismo subconjunto Cs, a ~ a.

(ii) ~ es simétrica. En efecto, dado quesiay b
pertenecen a un mismo subconjunto Cs (es
decir, a ~ b) entonces b y a pertenecen a un

mismo subconjunto Cs(es decir, b ~ a).

(iii) ~ es transitiva. En efecto,sia ~ by b ~ ¢
= ay b pertenecen a un mismo subconjunto
Cs, y by c pertenecen a un mismo subcon-
junto Cs,.
Entonces Cs5, N Cs, # @ entonces Cs;, = Cs,.
Entonces a y c pertenecen a un mismo sub-

conjunto, es decir, a ~ c.

Por tanto ~ es una relacién de equivalencia.
Ahora, veamos que a € C; = @ = C;. En efecto,
dadoqued = {x | xyaestanen Cs} C Cs.
Seay € C;, es decir a ~ y que es lo mismo que

y € a, entonces Cs C a. Por tanto, a2 = Cs.
Veamos que ~ es una congruencia en IN.
Observacion. (p & rAqg<s) < pAgerAs.

Veamos quea ~b A c~d= a+c~Db+d,

peroa~b<sacb A c~deced.
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Por la Observacién esto es equivalente a decir:
a~bAc~d&ach A ced

Peroa+c ~ b+d < a+c € b+d. Entonces
lo que tenemos que probar es lo siguiente:

aebANced=a+ceb+d.

Definamosb+d =b+d y b+d={x+y|x €
b,y ed}.

Entonces sia € bAced = a+c € b+d =
b+ d. Entonces ~ es una relacién de congruen-

ciaen N I

Observacién.
Tomamos el simbolo oo para exceder todos los

numeros naturales.

Notas.

(a) Las congruencias en IN que son obtenidas
por restriccién de una congruencia en Z son
las de tipo (1,4d).

En efecto, dado que N = {1,2,--- }. Como
d=0=d+1=1=d+1=1,1esel
menor nimero natural que satisfaced +1 ~

1.

(b) Es conveniente dar a la igualdad el tipo
(00,0). En efecto,a+0=a
Va € IN.

(c) Elcono de cualquier anillo R tiene tipo (1,1)

ver el ejemplo del anillo sin NBI.

Observacién.

Note que los anillos con NBI son precisamente
los de tipo (o0,0). En efecto, Si R tiene NBI
entonces la relacion ~r es simplemente la
igualdad (=) y dado que la igualdad tiene tipo
(00,0). Entonces R tiene tipo (c0,0).

Sea f: R— S un homomorfismo de ani-

llos. Si a ~g b entonces a ~g b. Demostracion
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Sia ~r b entonces por definicién existe una
matriz invertible P de tamafio a4 x b sobre R
entonces por proposicion tenemos que f(P) es
una matriz invertible de tamafio a X b sobre S,

esdecira ~g 0.l

Sia ~g b= a~g b, entonces decimos que ~p es

mds fina que ~sg.

Sea ~r mds fina que ~g. Para z € [x|s entonces

[z]g C [x]g. Demostracién

Sea y € [z]g entonces y ~R z, entonces y ~g z
pués ~pr es mds fina que ~g, pero z ~g X
entonces y ~g x, es decir y € [x]g. Por tanto

[z]g € [x]s- W

(w,d) y (u,c) son los respectivos tipos de R y
S, ademds si ~g es mds fina que ~g, entonces

u<wycdividead (c | d). Demostracién

Veamos que u < w. Razonando por el absurdo,
supongamos que # > w entoncesu —1 > w — 1
entonces {u — 1} # {k}, k=1,2,--- ,w—1.
Entonces por el Teorema 3.1, {u — 1} es una
~gr-clase de equivalencia infinita (absurdo).
Entonces u < w.

Veamos que ¢ divide a d. Dado que u < w,
entonces existe k € IN tal que u +k = w .
Asi, [u+klg = [w]g, como ~g es mds fina que
~g entonces [w]y C [w]|s y en consecuencia
[wlg C [u+klg asi {w,w+dw+2d,---} C
{u+ku+k+c, -} ={ww+cw+2,- -}
Entonces 6 w4 d = w + ¢ 6 existe r € IN tal que

w+d=w-+rc.

En el primer caso, d = ¢ y ¢ es divisor de d. En
el segundo caso, w +d = w + rc y por lo tanto

d = rc para algtin r; asi ¢ es divisor de d.
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Sean R y S anillos y supongamos que (w,d),
(w',d") son los respectivos tipos de R y S. Si

R~S=w=uwyd=d. Demostracién

Dado que R = S entonces existe  : R — S
tal que ¢ es un homomorfismo de anillos y !
es un homomorfismo de anillos. Por proposi-
cién tenemos que ~r es mds fina que ~g pues
¢ : R — S es un homomorfismo de anillos y
también tenemos que ~g es mds fina que ~pg
pues 1 : S — R es un homomorfismo de ani-
llos. Dado que (w,d), (w',d") son los respectivos
tipos de Ry S y ~r es maés fina que ~g entonces
por la proposicién anterior tenemos que w’ < w
y d' | d. Andlogamente, dado que (w,d), (w',d’)
son los respectivos tipos de Ry Sy ~g es mds
fina que ~r entonces por la proposicién anterior
tenemos que w < w’ y d | d’. Entonces w = w' y

d=d. 1l

(w,d) y (u,c) son los respectivos tipos de las
congruencias ~y~enIN,ysiu < wycdividea

d, entonces ~ es mds fina que ~. Demostracién

Dado que u < w y c divide a d, entonces
w = u + k para algin k € N y d = rc para algin
r € IN. Las clases de equivalencia de ~ son:
1.={1},--,w—1. = {w—1}y e., donde
e=w,w+1,---,w+d—1

Las clases de equivalencia de =~ son:

1~ = {1},--- ,u—1~ = {u—1} y tx, donde
t=u,u+1,--- ,u+c—1.

Perow = u+kyd = rc, por tanto las clases de
equivalencia de ~ son:
T.={1},---,ut+k—1.={u+k-1}y e,
dondee=u+ku+k+1,--- ,u+k+rc—1.
Las clases de equivalencia de =~ son:

1~ = {1},---,u—1~ = {u —1} y tx, donde
t=u,u+1,--- ,u+c—1.
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Vemos que 1. = 1x, -+, u—1o=u— 1.

{u} = u. C T, también {u +k —1} =

u+k—1o Cu+k—1x = {u+k—1Lu+k—
14c¢---}.

Veamos que las clases infinitas también satisfa-
cenquee. Ce.

En efecto, e~ = {e}U{e+drc | 6 € N} y
e~ ={e}U{e+nc|neN}

Sea y € e., entonces y = e + Jrc, para algin
n

6 € N. Entonces y = e + 61’\)@ es decir, y € ex.

Dado que toda clase de equivalencia de ~
estd contenida en al menos una clase de equiva-
lencia de ~ se tiene que, ~ es mds fina que ~. En
efecto, si x ~ y entonces x € ¥, C ¥, entonces

x=y A

Supongamos que hay un homomorfismo de
anillosde Ra$§, f: R— S .Supongamos
que S tiene NBI, entonces R tiene NBI. Demos-
tracién

Supoéngase que (w,d) es el tipo de R, como S es
de tipo (o0,0) y como hay un homomorfismo de
anillos esto implica que ~g es mds fina que ~g
entonces por proposicion, tenemos que co < w'y
0 es divisor de d entonces w = oy d = 0, es de-

cir, el tipo de R es (o0, 0) entonces R tiene NBI. l

Observacién.
No hay razén para que exista un homomorfismo
de un anillo R a un anillo S cuando ~y es mis
fina que ~g. Por ejemplo, no existe homomorfis-
mo entre los campos finitos IF, y IFy, p # g.

f: Fp— Fy, f es un homomorfismo,
f0)=0y f(1) =1.
Supongamos que p < ¢, la clase ¢ — p pertenece

aF;pués0<g—p<qg.

f(p)=f(0) =0.
~ p—veces B
fp)=fA+ 77 +7)
p—veces
= f(1) + o +£(1), f es un homomor fismo
= pf(1)
= p1
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Entonces p = 0 en F, (absurdo), por tanto no
existe un homomorfismo de [Fj, a IF;. Dado que
F, y IF; son campos entonces tienen NBI y por
tanto tienen tipo (o0,0). Supdéngase que (co,0)
son los respectivos tipos de las congruencias ~
y = en N y por lo que vimos anteriormente ~ es

mds fina que ~. &

Ejemplo

Supongamos que D = R; x Ry, el producto di-
recto de anillos, y Ry y R; tienen tipo (wy,d1) y
(wy, dp) respectivamente. Entonces D tiene tipo
(min(wy, wy), mcm(dy, dy)), donde mcm significa

minimo comtn mdltiplo.

Demostracion

Sean ~ una relacién de congruencia en N y =
una congruencia en Z por la extensiéon de ~ a Z.
En D definimos (x,y) ~ (4,v) & x~u Ay ~0v
y (z1,22) = (21,25) © z1 = 2] N 7o = 2,
esto es una congruencia en IN. Dado que exis-
ten x € Nyy € NN tales que d; +x ~ x
y d» +y ~ y. Entonces dy + (d1 + x) ~ dy +
x Nd+x ~x = 2d+x ~ x, andloga-
mente 2d + y ~ y, por induccién se prueba que
Vk € N, kdi+x ~x AN kdpy+y ~y.Sid e N
ycumpled+x ~ x AN d+y ~yydesel
minimo que satisface las dos condiciones ante-
riores, entonces d = kidy y d = kpdy, para algu-
nos kq,ky € IN, es decir d es multiplo comtn de
dy y dy; luego d = mcm(dy,dy). Ahora como wq
es el minimo que satisface w1 +d; ~ wy y wo
es el minimo que satisface wy + dy ~ wy. Bus-
camos el minimo w tal que w +d ~ w, sabien-
do que wy +dy ~ w1 y wy +dy ~ wy, entonces

wy+d~wywy+d~wp.
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Siw=w =>uw+d~w =>w+d~w.

Siw=wy, =>wy+d~w, =>w+d~w.

En consecuencia, si tomamos w = min(wy, wy),

se satisface w +d ~ w.

5.

Conclusiones

= Existen matrices rectangulares invertibles

en el sentido definido anteriormente.

= A diferencia de espacios vectoriales de di-
mension finita, en donde cualesquier par de
bases en un mismo espacio vectorial, tienen
el mismo nimero de elementos(Dimensién
del espacio vectorial), en R-moédulos puede
suceder que existan bases para el mismo R-
modulo con distinto ndmero de elementos,

a menos que tenga la condicién de NBI.
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